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Devoir 2 : Langages et flux balisés

A rendre le 3 mai 2009 & minuit au plus tard.
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Ce devoir est 'occasion d’étudier une classe restreinte des langages algébriques préfixes
déterministes qui peut servir a modéliser des documents XML. On considere dans tout
le reste de I’énoncé les trois alphabets

1. A, ={ai1,...,a,} de n symboles distincts,
2. A, ={ay,...,a,} une copie disjointe de A,, et
3.2, =4, WA,.

Définition 1 (Langage enraciné de DYCK). Soit D} l’ensemble des mots de DYCK sur
Yn. L’ensemble E,, des mots enracinés de DYCK sur X,, est 'union

E, = U CLiD;;ELZ' .
aiEAn

1 Langages balisés

Définition 2 (Grammaires balisées). Une grammaire algébrique G = (NW{S}, ¥, P, S)
est une grammaire balisée sur ¥.,,, avec I’alphabet non terminal N W {S}, si les regles de
P sont de I'une des trois formes

i. S — a;Aa;, avec A€ N et a; € A,,
ii. A— a;Ba;C, avec A,B,C € N et a; € Ay,
ii. A—¢e Ac N.

On appelle langage balisé sur ¥, un langage L C ¥ tel qu’il existe une grammaire
balisée G sur ¥,, avec L = L(G).

Exercice 1.
1. Montrer que si L est un langage balisé sur X, alors L C E,.

2. Montrer que la famille des langages balisés est fermée par union et intersection.
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Exercice 2 (Ambiguité).
1. Montrer qu’'une grammaire algébrique réduite (N, X, P, S) est ambigué si et seule-

ment si au moins I'une des deux conditions suivantes est remplie :

— il existe deux productions A — a1 et A — a9 avec oy et ag dans (N WX)* telles
que L(a1) N L(ag) # 0 ou

— il existe une production A — e avec aj et ag dans (N W X)* telle qu'il existe
u et v dans ¥* et w dans X7 tels que u et ww appartiennent & L(y) et v et wo
appartiennent a L(az).

2. Montrer que l'on peut décider si une grammaire balisée est ambigué.

3. Proposer une grammaire balisée non ambigué mais néanmoins non LR(k).

Exercice 3 (Déterminisme). Montrer que tout langage balisé L sur ¥,, est un langage
déterministe préfixe (i.e. L3 N L = ), c’est-a-dire que L est reconnu par un automate
a pile déterministe acceptant par pile vide.

2 Flux balisés

Définition 3 (Flux balisé). Un fluz balisé L sur %, s’écrit comme l'intersection du
langage enraciné de DYCK E, et d’'un langage rationnel R sur X%, :

L=E,NR.

On représente un flux balisé a 'aide d’un automate fini (non déterministe) A tel que
L(A) = R. Un flux balisé est local si R est un langage local, c’est-a-dire s’il existe
R,CY,, Ry C E% et Ry C X, tels que

R\{e} = (RpXy, N5, R)\E, By 3y,
(voir aussi I'exercice 5 du TD 1 sur les langages locaux).

Par le théoreme de CHOMSKY-SCHUTZENBERGER, on sait que tout langage algébrique
peut s’écrire comme la projection d’un flux balisé local.

Exercice 4 (Langages balisés).
1. Montrer que tout flux balisé est un langage balisé.
2. Montrer (par un argument de pompage) que le langage balisé généré par la gram-
maire

S — aAa
A — aAaB | cEeC | e
B — bEbE
C — aAaFE

E—e¢
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n’est pas un flux balisé. On pourra s’intéresser aux deux chaines de Fj3

a(cea)™a(céa)™aa™abba™a

a(céa)™ *a(cea)™ R aamabba™ g

pour des valeurs de m et k bien choisies.

Exercice 5 (Langages simples).

1. Montrer que tout flux balisé local est un langage simple, par exemple en montrant
qu’il est reconnu par un automate a pile déterministe, sans transition £, a un seul
état, et acceptant par pile vide.

2. Proposer un langage simple qui est aussi un flux balisé mais qui n’est pas un flux
balisé local.

3. Proposer un flux balisé qui n’est pas un langage simple (on pourra s’inspirer des
langages vus au cours du TD 6).

Exercice 6 (Opérations booléennes).
1. Montrer que 'union de deux flux balisés est un flux balisé.
2. Montrer que I'intersection de deux flux balisés est un flux balisé.

3. Montrer que l'intersection du complément d’un flux balisé avec E,, (soit encore le
complémentaire dans E,, d’'un flux balisé) est un flux balisé.

Exercice 7 (Problemes de décision). Montrer que si L; et Lo sont des flux balisés
arbitraires sur X, alors les problemes suivants sont décidables :

1. Ly = F,,
2. L1 C Lo.
Quelle complexité obtenez-vous ?

3. Montrer que si L est un langage algébrique et L’ est un flux balisé local sur %,,,
alors L N L' = () est indécidable en général.
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