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Résumé

Les automates temporisés (AT) constituent un modele largement utilisé dans
la vérification des systemes temporisés. Cependant, la sémantique classique de ce
modele n’est pas conservée a I'implémentation. Pour contourner ce probleme, des
algorithmes de model-checking robuste des propriétés linéaires ont été proposé pour
une certaine classe d’automates temporisés. Le model-checking robuste consiste a
déterminer si l'implémentation d’'un modele donné vérifie sa spécification. Notre
résultat principal est que pour les propriétés de co-Biichi, le probleme du model-
checking robuste se réduit au probleme du model-checking classique, tout en conser-
vant la complexité du cas classique (PSPACE). Comme un deuxiéme résultat, on
propose un algorithme de model-checking robuste basé sur 'automate des régions.
Nos deux résultats sont établis pour les ATs généraux. Pour motiver le traitement
du cas général, on donne une classe de systemes temporisés qui ne peuvent pas étre
modélisés par des AT's sous la restriction des travaux précédents. Nos techniques de
preuves sont exclusivement basées sur les machines a canaux, introduites récemment
dans ce contexte.

1 Introduction

Vérification formelle des sytémes temps-réel La vérification formelle consiste
a vérifier que le modele d’un systeme étudié vérifie sa spécification, exprimée par une
formule logique. Depuis les premiers travaux il y a trente ans, la vérification formelle est
devenue un domaine de recherche tres actif en informatique. L’importance de considérer
le temps-réel dans les modeles a été comprise rapidement, et les automates temporisés [1]
sont devenus un modele important pour I’étude des systemes temporisés. La théorie des
automates temporisés a été largement étudiée et des outils de model-checking matures
ont été developpés (Uppaal [11], Kronos [6]).

Les automates temporisés sont des automates finis qui manipulent des horloges qui
progressent de fagon uniforme et continue. Les transitions de ces automates peuvent étre
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soumises & des contraintes sur les horloges, et les horloges peuvent étre remises a zéro
lors de ces transitions. De nombreux études de cas ont été réalisés en utilisant ce modele,
a savoir la modélisation et la vérification des protocoles de communication ([7],[8]), d'un
controleur de boite de vitesse automatique ([12]). Cependant les automates temporisés
sont un modele idéalisé, et I'implémentation sur une machine physique ne conserve pas la
sémantique du modele. Cela est du au fait que les horloges n’avancent pas continiment
en réalité et la réaction du systeme aux signaux recus n’est pas instantané.

Implémentabilité des systémes temps-réel Dans [14], une sémantique de pro-
gramme a été proposée pour les automates temporisés, qui prend en compte le défaut
de continuité des horloges et le retard éventuel entre deux transitions successives. Cette
sémantique correspond a ’exécution des automates temporisés par un modele de micro-
processeur simplifié. Un automate temporisé A est dit implémentable pour une propriété
si la sémantique de programme de A vérifie cette propriété. La sémantique élargie, notée
[A]s pour un automate temporisé A et un parametre § > 0, également introduite dans
[14], est une sur-approximation de la sémantique de programme et est plus facile & ma-
nipuler. Les exécutions de [A]s sont définies en élargissant toute garde par ¢, i.e. en
remplagant toute contrainte de la forme x € [a, b] par x € [a — d,b+ 6] (voir la section 2
pour les définitions formelles).

Le probleme du model-checking robuste consiste a décider si pour un automate tempo-
risé A donné, il existe § > 0 tel que toutes les exécutions de [A]s vérifient une propriété
P donnée. On dit dans ce cas que A vérifie robustement la propriété P.

Travaux récents Le probleme du model-checking robuste a été résolu pour les pro-
priétés de streté dans [13] et [10] par un algorithme basé sur 'automate des régions, pour
une classe d’automates temporisés, ou tout cycle est supposé de progres, c’est-a-dire que
tout cycle de 'automate des régions remet toute horloge a zéro au moins une fois. On
appellera cette restriction I’hypothése de cycles de progrés. Le résultat a été généralisé
aux propriétés de co-Biichi dans [4] et un algorithme original basé sur des machines a
canaux a été proposé dans [5] pour le model-checking robuste d’un fragment décidable
de MTL. [9] a donné le premier algorithme symbolique pour les propriétés de sireté.

Ces travaux supposent I’hypothese de cycles de progrés mais la pertinence de celle-
la y est peu justifiée. Ils notent simplement que cette hypothese est moins forte que
d’étre fortement non-Zéno. On trouve aussi cette restriction par exemple dans [2], dans
le contexte du synthese de controleur. Ici, on donne un schéma simple de programme
qui manipule des horloges, modélisable par un automate temporisé, et qui contient un
cycle qui n’est pas de progres (Figure 1). Plusieurs types de systéemes modélisés par
un automate temporisé, a savoir des pilotes de matériel, des protocoles de communi-
cation peuvent contenir naturellement ce schéma. On montre ainsi que ’hypothese de
cycles de progres est contraignant pour la modélisation, d’ou le besoin de développer des
algorithmes pour les automates temporisés généraux.



Notre contribution Notre résultat principal est que le probleme du model-checking
robuste des propriétés de co-Biichi pour les automates temporisés généraux se réduit
au probleme du model-checking classique, en conservant la complexité du cas classique
(PSPACE). Cela rend l'utilisation des outils existants possible pour la vérification ro-
buste, sans avoir a implémenter de nouveaux algorithmes. Plus précisemment, on mon-
tre que pour décider la satisfaction robuste d’une propriété donnée, on peut utiliser la
sémantique classique d’une discrétisation de taille exponentielle de 'automate tempo-
risé donné. Notre deuxieme résultat est un algorithme de model-checking robuste des
propriétés de co-Biichi, basé sur I'automate des régions, qui généralise 'algorithme de
[4].

Développant les idées de [5] et [3], on utilise le codage par les machines & canaux pour
raisonner sur les exécutions des automates temporisés et on tente d’éviter les arguments,
parfois peu intuitifs, de topologie sur R™. Ainsi, nos techniques sont originales et basées
sur les mots finis plutot que sur les régions et les valuations réelles.

Travail futur Comme travail futur, on s’intéressera a une sémantique ou seules les
gardes portant sur un sous-ensemble des horloges sont élargies. L’intérét de cette sémantique
est que lors que le systeme temporisé est constitué de plusieurs composantes, les hor-
loges de certaines composantes peuvent étre précises, alors que d’autres ne le sont pas,
dépendant de ’architecture du systeme. Par exemple, si on veut vérifier la correction
d’un controleur, on peut supposer que les horloges internes du contréleur sont précises,
alors que les horloges des composantes (controlées) ne le sont pas. D’apres les résultats
préliminaires que nous avons obtenu, dans la sémantique ot on élargit toutes les gardes
sauf celles d’une horloge choisie (dite
horloge précise), alors les états de
controle accessibles dans cette sémantique
sont exactement ceux accessibles dans

bool retard;
clock x,y,2;

la sémantique élargie étudiée ici. Nous
savons également que la sémantique avec
deux horloges précises est différente a la
fois de la sémantique classique et de la
sémantique élargie.

retard := false;
x := 0;
while ( x <= 1 ){

if ( get_signal() == A ) break;

else continue;

}
if (x>=1)
retard := true;

Cycles faibles wversus cycles de
progres En termes de programmes in-
formatiques, I’hypotheése de «cycle de
progres correspond a linterdiction de
mesurer le temps passé a l'intérieur d’'une FIGURE 1 — Un schéma de programme qui
boucle. En effet, sous cette restriction, lors attend un signal A, avec un time-out au bout
de chaque itération d’une boucle, soit une d’une seconde.

variable discrete doit changer de valeur,

soit toute horloge doit étre remise a zéro.

Cela peut étre contraignant dans plusieurs systémes qu’on peut vouloir modéliser par




un automate temporisé. Dans la figure 1, on considere un schéma général de programme
qui représente un bout de code décrivant par exemple une pilote de matériel qui attend
un signal particulier, appelé A, avant de continuer son exécution et entre dans un état
de retard si le signal n’est pas regu (ou est regu trop tard). Comme ’horloge = n’est pas
remise a zéro a l'intérieur de la boucle, toute modélisation fidele de ce programme par
un automate temporisé contient un cycle faible.

Plan On définit les automates temporisés et le codage par les machines a canaux dans
la section 2. Dans la section 3, on présente notre réduction du model-checking robuste
vers le model-checking classique pour les propriétés de co-Biichi. La preuve est présentée
dans la sous-section 3.1 sous 'hypothese de cycles de progres, ensuite dans la sous-section
3.2 dans le cas général. Enfin, on présente notre algorithme de model-checking robuste
basé sur 'automate des régions dans la section 4.

2 Préliminaires

2.1 Automates temporisés

Soit X = {x1,...,zx} un ensemble fini d’horloges de cardinal X. On note par G(X),
les contraintes sur les horloges engendrées par la grammaire g :=gAg |z <k |z >k,
ot x € X et k € N. Une valuation v est un élément de RZ,. Pour t € Rxg, on note
par v + t, la valuation définie par (v + t)(z) = v(z) + t pour tout x € X. Pour R C X,
v/ = v[R + 0] est la valuation définie par v'(z) = 0 pour tout z € R et v'(z) = v(x)
pour tout z € X'\ R.

Un automate temporisé fermé est un sextuplet A = (L, 1y, X,Z,%,T), ou L est un
ensemble fini d’états de controle, lg € L I'état initial, X I’ensemble d’horloges, Z : L —
G(X) les invariants associés & chaque état de contréle, et T C L x G(X) x X x 2% x L
I’ensemble des transitions.

Pour un parametre § € R>o donné, on définit la sémantique élargie =5 des contraintes
d’horloges comme suit.

viEse <k ssiv(z)<k+§,
vEsx >k  ssiv(z) >k -9,
vEs g1 ANgy ssiv =5 g1 et v s go.

On définit une sémantique paramétrée comme dans [14]. Pour tout § € R>, soit le
systeme de transition temporisé [A]s = (S, I, %, R>0, —s), ou 'ensemble des états est
S([Als) = S = {(l,v) € LxRL, : v =5 Z(1)}, et Pétat initial est I = (Ip, vo) ot vo(x) =0
pour tout z € X. Les transitions de [.A]s sont les passages de temps (I,v) =5 (I,v + 7)
pour 7 € Rx>q, si v et v + 7 satisfont tous les deux 'invariant I(l), et les transitions
discretes (1,v) L (I',0"), 81l existe (1, 9,0, R,1') € T tel que v =5 I(1), v/ = v[R + 0] et
v/ s I(I"). On remarque que le cas § = 0 correspond a la sémantique exacte de A.

Un chemin de [A]s est une suite finie ou infinie de la forme (Ig,vo) —+5 (lo,vo +
T1) U—1>5 (ll,vl) KEN (ll,vl + T2) .



Soit M la plus grande constante qui apparait dans 4. On dit que A vérifie [’hypothese
de cycles de progrés si tout cycle de 'automate des régions de A contient au moins une
remise a zéro pour chaque horloge dont la valeur est inférieure ou égale a M.

2.2 Codage par les machines & canaux

Etant donné un automate temporisé A, [5] définit un réseau de systémes temporisés
BN paramétré par un entier N > 0, afin d’étudier les propriétés linéaires (temporisées)
satisfaites robustement par A. Le systeme BY est défini & partir de A, en introduisant
N nouvelles horloges dont la valuation est a tout moment une subdivision réguliere de
I'intervalle [0, 1]. Ces horloges supplémentaires servent & évaluer la proximité de la valeur
d’une horloge a une valeur entiere, et a tester ainsi la satisfaction des formules dans la
sémantique élargie. Leur algorithme du model-checking robuste (d’un fragment de MTL)
est basé sur un codage des régions de BY par des machines ¢ canauz avec renommage et
test d’occurence. Dans ce travail, nos raisonnements sont également basées sur le méme
codage, mais on utilise une version simplifiée, qu’on définit directement sans introduire
BY ni les machines & canaux.

2.2.1 Le systéme de transition C4(AY).

Les états Etant donné un automate temporisé A = (L, 1o, X,Z,%,T), on définit un
systeme de transitions appelé C A(AN ), paramétré par un entier N > 0, en introduisant
N nouvelles horloges Ay, ..., Ay. Pour une valuation v des horloges XY U{Aq,...,An},
soit la propriété suivante :

v(A1) # 0,v(An) # 1,et v(x) # v(A;),Ve € X,Vie {1,...,N}. (*)

On note M la plus grande constante qui apparait dans A. Pour tout état de controle [ et
toute valuation v : X U{Ay,..., Ay} — Rxq qui vérifie I'invariant Z(1) et (*), C4(AYN)
contient 1'état (d,c) € (L x 2¥ x {0,..., M,00}¥) x I'* avec I' = 2¥ U {A}, qui code
la région a laquelle v appartient, de la manieére suivante. La premiere composante de
létat discret d, notée loc(d), est 1'état de contrdle I de A; la deuxiéme est I’ensemble
des horloges ayant une valeur entiere; et la troisitme, notée int(d), est une fonction
qui associe a chaque horloge de X une valeur entiére parmi {0,..., M} ou co. Le mot
du ruban ¢ € T'* contient les symboles d’ensembles d’horloges ayant une valeur entiere
inférieure ou égale a M, ordonnés par les parties fractionnaires dans v. Une horloge
est dite présemte dans c si elle y apparait. On impose que tout symbole d’horloge y
apparaisse au plus une fois. Dans C4(A™), les horloges A; auront un rdle identique,
donc on omettera 'indice ¢ en écrivant les mots du ruban. Si X = {z,y,z}, N = 2, et
que la valuation v vérifie 0 = {v(z)} < A; < {v(y)} = {v(z)} < Ag, en notant {-}
la partie fractionnaire d’un nombre, alors le contenu du ruban correspondant est noté
xA(yz)A, ou (yz) dénote 'ensemble {y, z}. Le fait que v(x) est un entier est codé dans
Pétat discret, mais l'explicitera en écrivant x||A(yz)A, ou le symbole || est inséré pour
faciliter la lecture et ne fait pas partie du mot du ruban.



L’état initial de C4(AYN) est (do, X[|AN), ot dy est tel que loc(dg) = lp, et toute
horloge de X a la valeur nulle. L’ensemble des états de C4(AN) est noté S(C4(AN)).

Représentations des mots du ruban Pour des raisons de simplicité, on adopte
plusieurs facons d’écrire les mots du ruban. La forme générale est la suivante.

|A™z; A™ gy AT (1)

ou il est sous-entendu que ng,ny,...,ny, > —1, 0 < m < X et {x;,...,2;,} est un
sous-ensemble de X' (les horloges présentes). Si deux horloges x et y ont la méme partie
fractionnaire, alors dans la notation de (1), on écrit zA~'y. Quand on voudra expliciter le
fait que x et y se trouvent dans le méme ensemble, on pourra aussi écrire (xy). Si’horloge
Zi, a une valeur entiere on aura ny = —1, mais on pourra aussi écrire explicitement
Xy |A™ x4, . .. (le sens de ny = —1 est maintenant clair dans ce dernier cas, olt on pourra
aussi écrire explicitement (x;,x;,)||A" etc.). Idem pour x;,, si n,, = —1. Il est clair que
le sous-mot A~y a le méme sens que yA~lz : on en choisira un qui convient. S’il n’y
a pas de confusion sur 'ordre et la présence des horloges sur le ruban, on notera parfois
n= (no,nl, oo ,nm_l,nm).

Un mot de la forme (1) définit m + 1 blocs de A, des facteurs maximaux de ¢ appar-
tenant & A*U{A™1}, séparés par les symboles d’horloges. Un bloc précédé par I’horloge
x; est appelé le bloc i, et le premier bloc (qui n’est précédé par aucune horloge) est
appelé le bloc 0. Ainsi, dans (1), on trouve les blocs g, 41, .., my, ol on notera toujours
igp = 0. Pour tout état ¢ et horloge x;, on définit left’\ (z;) comme le nombre de A entre
la téte du ruban et z; dans le contenu du ruban de g. On définit de méme right (z;) a
droite.

Les transitions Les transitions de C A(AN ) sont étiquetées par les éléments de ¥ UN.
Un passage de temps est une transition étiquetée par 7 € N, et est notée —. Si 7 = 0,

alors = est I'identité. On définit i>, le passage de temps élémentaire, par les cas suivants.

(i) (d,allw) = (dy, |2~ w), (i) (d, [|w - z)
(ii) (d,]w-2) > (@ [A-w) () (d]w-=)

L (o, lw)  siint(z) = M,
EN (ds,z||w) sinon.

(2)
ou x C X est un symbole d’ensemble d’horloges, w un mot du ruban et - dénote la
concaténation de mots. L’état discret d; (resp. ds) s’obtient a partir de d, en enlevant
x de (resp. en ajoutant x dans) ’ensemble des horloges ayant une valeur entiére. L’état
dy est identique a d & P'exception d’avoir int(ds)(z) = oo. Ce dernier cas correspond a la
disparition d’une horloge dont la valeur dépasse la constante maximale M. Pour pouvoir
évaluer la satisfaction des gardes élargies, on fait disparaitre ces horloges quand elles
atteignent la valeur M + 1. Elles peuvent réapparaitre sur le ruban lors d’une remise a
zéro. Ainsi, un passage de temps élémentaire associe a un état son successeur temporel,
en sautant les régions ot un A; a une valeur entiere. Pour un entier 7 > 1, on définit

L comme (i>)T Si le cas (iii) est appliqué lors d’un passage de temps —, alors on dit



que [’horloge x disparait du ruban lors de ce passage de temps. La durée d’un passage de
temps —, notée temps(—), est 7.

Soit ¢ un état de C4(AYN). Une formule “z < k" est satisfaite exactement par q
ssi int(q)(z) < k — 1 ou (int(q)(z) = k et x est entiere). Cette formule est satisfaite
inezactement ssi int(q)(z) = k, z n’est pas entiere et left,(x) < 1. De maniére symétrique,
une formule “z > k” est satisfaite exactement par ¢ ssi int(q)(x) > k; et est satisfaite
inexactement ssi int(q)(z) = k — 1 et right,(z) < 1. Une formule est dite satisfaite ssi
elle est satisfaite exactement ou inexactement. La satisfaction des conjonctions de ces
formules est définie usuellement.

Une transition discréte est une transition étiquetée par o € X, et est notée par —.
Soit (I,g,0,R,I'), une transition de A d’étiquette o. Pour tout état ¢ de C4(AY) qui
satisfait la garde g, soit ¢’ défini & partir de ¢, ou 1’état de controle changé en I/, et les
horloges ont les mémes valeurs sauf celles de R qui valent zéro (elles sont déplacées en
téte du ruban et on a int(¢’)(z) = 0 pour tout = € R). On pose alors ¢ = ¢’

Pour tout passage de temps —, on définit temps Alq, l)) comme le nombre de fois ou
le cas (ii) de (2) est appliqué. Intuitivement, si on interpréte un passage de temps comme
une suite de lecture et réécriture dans le ruban, alors tempsy (g, Q) est le nombre de
symboles de A lus lors de =+. S’il n’y a pas de confusion, on écrira simplement temps x (7).
Pour une transition discréte o, on pose temps(c) = tempsp (o) = 0. On étend ainsi
temps() et tempsa () aux suites de transitions, par la somme de ces durées pour chaque
transition.

Une suite d’états 7 = 7y ...m, ... de C4(AN) est appelé un chemin si 7 est I'état

intial et s’il existe des transitions d1,...,0,_1,... € X U N telles que m il—) o £2—>

5n—1 . . . .
e Ty - ... On impose qu’un chemin contienne au moins un passage de temps entre

deux transitions discrétes (éventuellement de durée nulle), et qu’il ne contienne pas un
nombre infini de passages de temps consécutifs. De plus, on impose que si un chemin
contient plusieurs passages de temps consécutifs, chacun se termine dans un état ou
une horloge a une valeur entiere, sauf éventuellement le dernier. La suite de transitions
(0i)i>1 est appelée la trace du chemin 7. En remplacant les passages de temps conséctuifs
de d par un symbole réservé time, on obtient une trace non-temporisée, notée untime(d).
Pour un chemin 7, on note par |r|yige le nombre de passages de temps que contient sa
trace non-temporisée. Si un chemin entre les états ¢ et ¢’ suit une trace (d;);>1, on écrit

5 * . ., , . . .
q — ¢'. Sid est une trace non-temporisée, alors on entend par cette écriture qu’il existe

;7 X
une trace ¢’ avec untime(d’) = ¢ telle que ¢ LI ¢'. Pour un chemin * =7 ...m, ..., on
note par loc() la suite loc(my) ... loc(my) . . .. Pour un chemin fini 7 = 7y ... 7, on pose
first(7) = m et last(n) = 7.

2.2.2 Relations de simulation entre C4(AY) et [A]s.

Etant donnés deux systémes de transitions temporisés T; = (S;, I;, ¥, K;, —;) pour
it =1,2, ou K; = R> ou N, une relation R C S x Sy est une simulation bidirectionnelle
temps abstrait si [{yRI5 et,



— Sis;Rsy et 51 — s}, alors il existe s, € Sy tel que so “, sh avec s)Rsh, ol v = o

sia e X et o €Ky sinon,

— Si s1Rsy et s % s, alors il existe s, € Sy tel que s <, sy avee siRsh, ol a = o

sia e X et o €Ky sinon,
On écrit alors 71 Cr Ta.

On note v U § l'union de deux valuations v et 6. Pour tout état (I,v) de A et §
une valuation des horloges Ay, ..., Ay, telle que v U ¢ vérifie (*), on définit h((l,v U ?))
comme 1'état de C4(A™) correspondant.

Pour tout (l,vx) € A et ¢ € CA(AYN), on pose (I,vx) <aps q sl existe § €
10, 1[{A1AN tel que §(Air1) — 6(A;) = + pour tout i € {1,...,N — 1}, vx UJ
vérifie (*), et h(l,vxy U ) = ¢. On définit <conc par ¢ <cone (I, vx) si et seulement si
(l,v/y) <abs ¢-

Le lemme suivant s’adapte a partir du lemme 2 de [5].

[CABN)] Ex,., Al

abs

Lemme 2.1. Pour tout N > 3, [[A]]% C.

Pour un état ¢ de C4(A™), on pose
Valy(q) = {v € RY : 35 € [0, 1], v U § vérifie (*) et h(loc(q),r Ud) = ¢}.

Dans cette définition, on n’impose pas que les 6(4;) soit régulierement distribués dans
10, 1[. Ainsi Valy(q) est 'ensemble des valuations de X' qui ont pour abstraction ¢g. Donc
on peut remarquer que Valy(q) est une région de A. Soit [¢q] = Valy(q) adhérence
topologique de Valy(q). Pour deux états q et ¢/, on a [¢'] C [q] si et seulement si

~ loc(q) = loc(q'),

— pour toute inégalité entre les parties fractionnaires de deux horloges satisfaite dans
q, la version large de cette inégalité est satisfaite dans ¢/,

— toute horloge qui a une valeur enti¢re dans g a la méme valeur dans ¢/,

— les parties entiéres ne différent que de la maniere suivante : Si {x;} < ... <
{z;, } est U'ordre des parties fractionnaires des horloges dans les deux états, pour
un certain r < m, les horloges {z;,,...,x;, } vérifient toutes soit int(d')(x;) =
int(d)(x;), soit int(d")(z;) = int(d)(x;) + 1.

Cette caractérisation découle du fait que [g] est 'adhérence d’une région de A.

Exemple 2.2. Soient les états (d,c) et (d',c) définis comme suit.

d={l{r1},{z1 =0,z0 =23 =24 = 1,25 = 2} c = x1||wa A3 (z374) ATs A
d ={l,{x1, 10,25}, {x1 = 0,20 =23 =24 = 1,25 = 3} ¢ = (w12075)||(x324) A" T3

Alors [(d', )] C [(d, c)].
En particulier, on a la propriété suivante.

Propriété 2.3. Pour deuz états q et ¢ de CA(AYN), on a [¢] C [q] si et seulement si
q peut étre obtenu a partir de q en conservant les blocs de taille —1 et en modifiant les
autres blocs arbitrairement, sans changer ['ordre des horloges sur le ruban.



3 Model-checking robuste des propriétés de co-Biichi

Une propriété de co-Biichi est définie comme suit : Etant donné un ensemble d’états
de controle B C L, un chemin 7 vérifie la condition co-Biichi(B), si 7 rencontre un
nombre fini de fois les états de B. Soit ¢ la propriété co-Biichi(B), pour un ensemble B
donné. On dit que A satisfait robustement ¢, s’il existe § > 0 tel que tous les chemins
de [A]s satisfont ¢, et on note dans ce cas A E ¢. De la méme maniere, C4 satisfait
robustement ¢, ce qui est noté C4 E ¢, s'il existe N > 0 tel que C4(AY) = ¢. Par
le lemme 2.1, on peut travailler avec C4 pour I’étude de la satisfaction robuste des
propriétés de co-Biichi de A. On a, en effet,

AE & CaE 0

On démontre qu'il suffit de tester C4(AY) pour un certain N qui dépend de A, pour
décider la satisfaction robuste de C 4, quelque soit la propriété de co-Biichi. On note par
W le nombre de régions de A.

Théoréme 3.1 (Théoreme principal). Soit A un automate temporisé. Soit N1 qui vérifie
Ny > 3X2(2W + 3) si A vérifie Uhypothése de cycles de progrées, et Ny > 3(2W +
1) X2(X!|L| + 3) sinon. Alors, pour toute propriété de co-Biichi ¢,

IN > 3,C4(AN) E ¢ & CA(AM) = 6.

Le sens de droite a gauche du théoreme est évident. On démontre la contraposée de
l’autre sens :

CA(AN) B ¢ = YN > 3,Ca(AY) £ ¢.

On procede en deux étapes. D’abord, on montre dans le lemme suivant que tout chemin
de C4(AN) qui ne satisfait pas ¢ peut étre suivi par C4(AY), pour tout 0 < N < Njy.

Pour deux états ¢, ¢, respectivement appartenant & C4(AY) et C4(AN*1), on définit
g <~ ¢ ssi ¢ s’obtient & partir de ¢ en enlevant un A au mot du ruban.

Lemme 3.2. Pour tout N >3, on a CA(ANTY) C_ - C4(AN).

La deuxiéme étape consiste & montrer que si C4(A™) a un chemin qui ne satisfait
pas ¢, alors on peut construire un chemin de C A(AN 1+L) qui ne satisfait pas ¢, pour
tout L > 0. Contrairement a la premiere étape, on ne pourra pas avoir une relation
de simulation, ni conserver le langage non-temporisé mais le chemin construit satisfera
les mémes propriétés de co-Biichi que le chemin original. On commence par quelques
définitions sur les mots pour décrire la trace obtenue. Pour un mot fini w = a; ... a, sur
un alphabet @, on définit

i
w={ufug ... ul, (uj'u;:luj'> TUL, ..U € QF UL uy = wi
Le langage w contient en particulier les mots finis obtenus en répétant d’abord certains
facteurs de w, ensuite en répétant un suffixe du mot obtenu. On remarque que les mots



de w contiennent obligatoirement toutes les lettres de w et qu’ils commencent et se
terminent par les mémes lettres que w. On étend cette définition aux mots infinis comme
suit. Pour un mot infini w = (w;);>1, on définit w comme I'ensemble des mots infinis
w' qui admettent une factorisation w’ = f{f{f5... ot les f! sont des mots finis, tels
qu'il existe une factorisation w = fofif2... ou les f; sont des mots finis, avec f/ € }:Z
pour tout ¢ > 1. Alors tout état qui se répete infiniment souvent dans w, se répéte aussi
infiniment souvent dans w. Ainsi, si w ne satisfait pas une propriété de co-Biichi, alors

—_—

w non plus. On définit (w)n par (w)n = ((w)n 1) et (w)1 = w.

Le lemme de pompage suivant, qui implique le théoréme 3.1, est le lemme principal
de cette section. La preuve est donnée dans les deux sous-sections suivantes, d’abord sous
I’hypothese de cycles de progres, ensuite dans le cas général. Etant donné un automate
temporisé, on note Ko = 2|£|max (4%, X!) + 5, et W le nombre de régions.

Lemme 3.3 (Lemme de pompage). Soit A un automate temporisé. Soit N1 > 8X2(W +

1) si A vérifie I’hypothése de cycles de progrés, et Ny > 4X3K2(W + 1) sinon. Alors

pour tout chemin infini ™ = (m;);>1 de CA(AN) et pour tout L > 0, il existe un chemin
—_—~—— N

7 = (7))i>1 de CA(ANTE) tel que loc(n') € (loc(w)) , pour un certain n > 0.
On a le corollaire suivant par le théoreme 3.1 et les lemme 3.3 et 2.1.

Corollaire 3.4. Pour toute propriété de co-Bichi ¢, A satisfait ¢ robustement si et
seulement si [A] 1 satisfait ¢.
N1

On obtient ainsi un algorithme de model-checking robuste des propriétés de co-Biichi
en PSPACE. En effet, pour décider la satisfaction robuste d’une propriété par A, il suffit
de tester la satisfaction classique de cette propriété par [A]_i Rae qui peut étre exprimé

par la sémantique exacte de 'automate temporisé obtenu a partlr de A en remplacant
toute formule “x < k” par “x < kN1 + 1 et “z > k” par “z > kN — 1. 1l s’agit d’une
discrétisation de A qui conserve la complexité spatiale (exponentielle).

3.1 Lemme de pompage sous I’hypotheése de cycles de progres

On fixe A ou tout cycle est de progrés. Pour obtenir un lemme de pompage, on
montre que tout chemin de longueur bornée peut étre transformé en un chemin qui
satisfait toutes les gardes et tous les invariants exactement et qui est en plus proche du
chemin original (lemme 3.14). Il s’ensuit que si ce chemin est assez long, alors il contient
un cycle (de progreés). On montre ensuite qu’on peut prendre ce préfixe de chemin avec
A" de plus dans le ruban (lemme 3.8), et arrivé au cycle de progres, on pourra boucler
autant qu’il faut pour se déplacer vers un état adapté (lemme 3.17) pour répéter cette
construction dans la suite du chemin. Le plan général de la preuve est inspirée de la
preuve de correction de l'algorithme de [10].
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3.1.1 Des grands blocs

Pour un entier n, on note n™ = max(0,n). Soit ¢ un mot du ruban et z;,,...,z;,
les horloges qui y apparaissent. On définit c[wij — Ty ALl pour L > 0, comme le mot

+
obtenu & partir de ¢, en remplagant le bloc i; par A" *L_ Pour le bloc 0, on définit

clz;, + Alz;] comme le mot oil on a remplacé le bloc 0 par A" L, Pour ce dernier,
on écrira abusivement c[x;, < x;, AL

Pour un état discret d, si une garde z;; < k est satisfaite inexactement en (d, c), alors
(d, C)(

on a left |

(d, c), alors rightgl’ )( ;) < 1. Si left(d c)( 7;;) > 2 (resp. rightgl’c) (w5;) > 2) alors toute
garde de la forme z;; < k (resp. z;; > k:) satisfaite en (d, c) est satisfaite exactement. En
particulier n,, > 2 (resp. ng > 2) implique cette condition.

On remarque alors que si n,, > 2 lors d’une transition, alors la méme transition est
réalisable si on remplace n,, par n,, + L dans ¢ pour L > 0 quelconque. Idem pour ng.
Quant aux blocs i; & {ig,im}, la méme transition est réalisable aussi en remplagant n;
par nj + L des que n; > 2. Suivant cette idée, on va montrer que si le long d’un chemin
m, un bloc j est tel que n,, > 2 ou ng > 2 a chaque transition ot z; est la dernicre
horloge du ruban, alors le chemin peut étre adapté pour commencer a (d, ¢[z; <+ x;AL])
(voir le lemme 3.8). On dira qu’un tel bloc reste grand sur ce chemin.

Pour définir la notion de rester grand, on va marquer un bloc et le suivre sur le
chemin considéré. On note un état marqué (m,j) ou mp est un état et j un bloc de 7.
On définit une relation < sur les états marqués comme suit. On commence par les paires

) < 1. De méme, si une garde “xij > k7 est satisfaite inexactement en

d’états m et mo telles que 7 EN 7y. Soit 4, ..., x;, les horloges présentes dans 7;. On
note mg = (d’,n’). On pose,

(m1,10) < (m2,10) singy > 2,
(7‘(’1,20) (ﬂg,im) si n6 = —1,
(71, 1m) < (m2,19)  sing>2,
(T1,0m) < (72,4m)  sinl, > 2
(m1,11) < (7m2,10) si x;, disparait
(7‘(’1,2]) (Wg,ij) si ij #Z‘O,Z’m.

Pour deux états m — 7y avec 7 > 0 quelconque, soit la suite 1 = ¢q1 ... qx = mo des états
séparés par des passages de temps élémentaires composant 7. On pose (m1,4;) < (m2,;1)
s'il existe i; = l1, 12, ..., lg—1,lk = ij tels que (q1,01) < ... < (q&, lk)-

Pour une transition discréte d’étiquette o, on note par R(o) l'ensemble des indices
des horloges remises & zéro lors de o. Soit un état m; avec z;,,...,x;, les horloges
présentes. Pour un bloc i; # i, soit NRy x, (4;) = i1 sii1,...,7; € R(0) et NRgr, (1) =
Imax{1<s<j:i.¢R(c)} Sinon. Ainsi, le bloc i; est fusionné avec les blocs is, 4541, ... ,%j-1 lors
de la transition o, en notant iy = NR, «, (i;). Pour le bloc iy, on pose NRy 1, (i9) = i si
R(0) = 0 et NRy 7, (i0) = imin{j:i;eR(o)} Sinon. Pour toute paire d’états 71, s tels que
71 <> w2, on pose (71,4;) < (ma, NRy x, (17)).

Definition 3.5. Soit un chemin w : myms ... T, et un bloc j1 de w de taille au moins 2. Le
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bloc jy reste grand sur 7 s’il existe ja, ..., jn tels que (71, 71) < (w2,72) <« .. =< (Tn, jn)-
On dit que le bloc j; est continué par le bloc j, sur le chemin 7. Un bloc se décompose
sur un chemin s’il n’y reste pas grand.

L’intérét de cette définition est qu'un bloc qui reste grand peut étre remplacé par un
bloc plus grand. On traite d’abord le passage de temps, ensuite les transitions discretes
dans les deux propositions qui suivent.

Proposition 3.6. Soit deuz états (d,c) et (d',c) tels que (d,c) = (d',c). Alors pour

tout bloc ij de c de taille au moins 2, il eviste 7' > T tel que (d,clx;; < xijAL]) -,
(&, [xi; < x5, A"]), pour tout L > 0.

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour L = 1. Pour construire 7/, on effectue un
passage de temps supplémentaire a chaque fois que x;; arrive a la fin du ruban et est
réécrit a la téte. O

Proposition 3.7. Soit deux états (d,c) et (d',c) tels que ((d,c),i;) < ((d',c), i) et
(d,c) = (d',¢). Alors on a (d,clz;; < z;;AL]) 5 (d, [z, ﬂ:ij,AL]), pour tout
L >0.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le bloc i; est de taille au moins 2 dans (d, c)
donc (d, c[z;; < x;, AL]) satisfait les mémes formules que (d, ). L’état d’arrivée est bien
(d,d i, + x;,A"]) par définition de <. O

On déduit des deux propositions
précédentes un lemme de pompage pour

des chemins ou un bloc reste grand. jj Tﬁ
Lemme 3.8. Soit m# : mmy... T, un J2 2

chemin tel que (m1,j1) < (m2,j2) < ... < ~L lm
(Tny jn) pour certains 0 < ji,...,Jn < X. J3 73

Alors, pour tout L > 0, il existe un chemin _ \/ \x _ sz
o (7‘('1[1']‘1 — leAL]) —* (Wn[m'jn — J4 Js T4

z;, AL)), ot untime(r) = untime(r’). \L ~L l@
Je Js 75

On va montrer que tout bloc as- l / \ J/Tg
sez grand reste grand sur un chemin je  Jjr js  Te

borné. Regardons de plus pres un chemin \L / \L \LO’3
mmy ... T, sur lequel un bloc j; se 6 s 7

décompose. Par définiton, le bloc j; se
décompose sur w7y ... T, si et seulement
si pour tout jy tel que (m1,71) < (72, j2),
le bloc jo se décompose sur my...m,. On
peut représenter la relation < par un
graphe orienté acyclique, noté G<(w,j1),
enraciné en j;, comme dans la figure 2. Les blocs qui étiquettent les sommets du niveau

FIGURE 2 — Représentation d’un bloc qui
reste grand sur un chemin .
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i du graphe appartiennent tous a ;. A chaque niveau, les fils d’un sommet 7 sont les
blocs par lesquels ¢ peut étre continué. A la derniere transition, les blocs jg et j7 sont
tous les deux continués par le bloc jg, donc pointent vers le méme sommet (on ne du-
plique pas les sommets). Alors le bloc j; se décompose sur ce chemin si et seulement
si la hauteur de ce graphe est strictement inférieure au nombre de transitions de 7. On
formalise cette idée dans le lemme suivant.

Lemme 3.9. Soit 7w : m7a ... T, un chemin de C4(AN) avec || time = p. Alors tout bloc
de w1 de taille supérieure ou €gale a 2p + 2 reste grand sur .

3.1.2 A-distance entre deux états.

On dit que les horloges apparaissent dans le méme ordre dans deux mots ¢ et ¢ s’il
existe 7@ et n/ tels que ¢ = A™0z; A™ . x; A" et ¢ = Aoz, A™ .. .z; A"n pour
un certain {x;,,...,z; } € X. Afin de comparer les états de C4(A"), on définit une
distance d’édition entre deux mots du ruban c et ¢/, appelée la A-distance et notée
da(c, ), tels que ¢ et ¢ contiennent le méme nombre de A et les horloges y apparaissent
dans le méme ordre. Pour une telle paire de mots, on appelle k= (ko, k1,..., ky) € Nm+!
un vecteur de correction si n; < nj + k;; pour tout j € {0,1,...,m}. On remarquera
que les k;; sont tous positifs dans cette définition, donc si un bloc i; de c est en exces
par rapport & ¢’ alors on aura simplement ki; = 0. Ainsi, un vecteur de correction pour
la paire (¢, ) n’est pas toujours un vecteur de correction pour (¢, ¢). La A-distance de
c et ¢ est alors le plus petit entier K tel qu’il existe un vecteur de correction pour (¢, )
tel que ||k, = K.

La fontion da est bien une distance : on a clairement da(c,c’) = 0 ssi ¢ = ; da
est aussi symétrique (avec un vecteur de correction différent pour les deux cas) car le
nombre de A dans les états comparés est le méme ; enfin il est facile de voir qu’elle vérifie
I'inégalité triangulaire. On notera aussi abusivement da((d, ¢), (d',c)).

Le lemme suivant établit le lien entre la A-distance de deux états de C4(AY) et la
distance réelle entre deux états concrets équivalents a ces derniers.

Lemme 3.10. Soient q et ¢ deuz états de Co(AN) tels que N > X, et [q]

deuz états (1,v) et (I,v") de A tels que (1,v) <aps q €t (1,V") <aps ¢’ St da(q,q")

alors deo(v,v') < +.

'], et

c
N
<2

7

On reprend le lemme 16 de [10], qui implique le corollaire 3.12 par le lemme 3.10.

Lemme 3.11 (Lemme 16, [10]). Soient Ry, Ry C R¥ deuz régions fermées telles que
RiN Ry =0. Alors ds(R1, R2) > %

Corollaire 3.12. Si da((d,c), (d',d)) < N/X —2, alors [(d,c)] N [(d', )] # 0.

3.1.3 Nous échangeons vos chemins anciens contre des chemins neufs exacts

Un chemin est dit exact si les invariants et les gardes lors des transitions discretes
sont vérifiées exactement. Soit Ny = 2W + 2, ou W est le nombre de régions de A. Un
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bloc est dit petit s'il est de taille {—1,0,1}, moyen il est de taille {2,..., Ny — 1}, et
grand s’il est de taille Ny ou plus.

Etant donné un chemin 7 = 7y ... 7, de longueur bornée, on va construire, dans le
lemme 3.14, un chemin exact 7’ = 7} ... 7, sur la méme trace non-temporisée, tel que
da(m;, m) est borné pour tout 1 < ¢ < n. L’idée de la construction est la suivante. Pour
tout ¢, si un bloc petit ou moyen de m; se décompose dans la suite du chemin, alors ce
bloc sera choisi de taille —1 dans 7}, et les autres blocs de 7] seront au moins aussi grands
que dans 7;. L’exces de chaque bloc de 7, par rapport & m; sera noté par un vecteur de
correction k().

Le lemme suivant montre I'intérét de choisir certains blocs de taille —1 dans 7’ pour
la satisfaction exacte des gardes.

Lemme 3.13. Soient q et ¢ deus états de C4(AN) tels que [¢'] C [q] et tout petit bloc
de q est de taille —1 dans ¢'. Alors, si q vérifie une formule g, ¢’ le vérifie exactement.

Soit 7 : MMy ... T, un chemin fini de C4(AY) avec N > X Ny, qui contient p transi-
tions discretes. On va définir un état a partir de m;, noté H(m,i,n), ou tout bloc petit
ou moyen et qui se décompose sur 7; ... m, est de taille —1. Ecrivons m; = (d, 7). L’état

H(w,i,n) = (d',n’) est obtenu comme suit. Soit {j1,. ..z} Pensemble des blocs petits
ou moyens de m; qui se décomposent sur sur 7;...7,. On pose n}l =...= n;k = —1.

Pour jy, le grand bloc de 7; d’indice minimal, qui existe par le choix de IV, on pose
nio= nj, + njl +...+ n;; On peut remarquer que la région fermée [H(m,i,n)] est
indépendente du choix de jg, et que [H (7, i,n)] C [m;] par la propriété 2.3. Pour tout
état ., [7}] C [H(m,i,n)| signifie que tout bloc petit ou moyen de m; qui se décompose
sur le chemin 7; ..., est de taille —1 dans 7,. Comme ; contient au moins un grand

bloc, on a da(m;, H(m,i,n)) < X Np.

Lemme 3.14. Soit 7 : 7y ... 7, un chemin de CA(AN) avec N > (X + 1)Ny, sur une
trace non-temporisée 6 avec |m|time < No/2. Alors il existe un chemin exact ' : 7y ... 7},
sur d, avec ™y = H(m,1,n), et pour touti € {1,...,n}, 7] C [H(m, i,n)] et da(m,w}) <

(X +1)No.

Démonstration. On construit les 7 par récurrence sur ¢ > 1. Ils vont vérifier les pro-
priétés suivantes :
/
=[] € [mil,
— pour tout 0 < 57 < m, si le bloc j se décompose sur ;... mw,, alors n; = -1,
— 7} est de A-distance bornée de m; avec un vecteur de correction kE® pour la paire

(mi, m}), pour lequel on va donner un majorant.

H(m,1,n) vérifie les conditions. On a ||[k(M)|; < XNy car il y a au moins un grand
bloc dans 7. Supposons 7’ construit jusqu’a I’étape ¢. On note m; = (d, @) et 7w, = (d', ﬁ")
On va définir 7T£ 41 en distinguant les cas selon la transition de m; a m;41.

» Passage de temps. Soit 7 > 0 tel que m; — m;41. Si une horloge est entiere dans
Tit1, alors il existe 7/ > 0 tel que, quand appliqué & partir de 7}, la méme horloge
devient entiere, puisque les horloges apparaissent dans le méme ordre dans m; et 7.
Supposons qu’aucune horloge n’est entiere dans m; 1. Quitte & découper le passage de
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temps en deux, on peut supposer qu’aucune horloge ne devient entiere lors de ce passage

de temps, donc les horloges apparaissent dans le méme ordre dans ; et m;11. Pour définir
.1, on distingue plusieurs cas.

1. Si les blocs ig et 4y, restent grands sur 741 ...m, alors on effectue un passage de

temps de durée 7/ < 7 & partir de 7}, de telle sorte que I'exces du bloc ip dans

7, n'augmente pas par rapport a 7, et 'exces du bloc iy, est conservé. On a

1K = (£

2. Si le bloc 79 se décompose dans 7TZ+1 .7 et le bloc i, y reste grand alors on

effectue 7/ = 0. Si on note par n{ la tallle du bloc ig de w41, le bloc i, a un
exces de n{j dans 7TH_1 par rapport a m;y1. On pose alors k(Hl) = k(l) + ng;
et k(()ZH) 0. Les autres composantes du vecteur ne changent pas. On a donc

1K < (KDl + ng.

3. Si le bloc i, se décompose sur mi4q ... Ty, alors il est de taille —1 dans 7}, et en
prenant 7' = 0, on obtient 7}, ; = 7. Dans ce cas, le bloc i,, est toujours de taille
—1 dans 7;_; et le bloc i ne change pas de taille donc les exces sont conservés. La
taille des autres blocs est conservée donc |[kCFD | = [|E@;.

L’état d’arrivée =) 1 satisfait bien les trois conditions dans tous les cas.

» Transitions discrétes. Soit (1,1', o, g, R) la i-¢me transition. Par hypotheése de récurrence,
la garde g et Vinvariant Z (1) sont vérifiés exactement dans 7} par la proposition 3.13. Soit
m;q I'état d’arrivée en appliquant o en mj. On a bien [, ] C [m;11] car [r]] C [m;]. Lors
de la remise a zéro d’une horloge z;,, les blocs i; et i;_1 sont fusionnés, et le bloc i de-
vient le bloc 7;. Ainsi les blocs ne peuvent que grandir, donc tout bloc qui se décompose
dans m;41 est de taille —1 dans =, +1- Quand deux blocs #; et i;_1 sont fusionnés lors
d’une remise a zéro, l'exces de i; est récupéré par le bloc i;_1 ; I'exces de i est récupéré
par le bloc i;_1 ; et le bloc ig est de taille —1 dans m;41 et 7 ;. Donc la norme du vecteur
de correction ne change pas. L'état 7} 41 Vérifie donc les trois conditions demandées.

On montre maintenant que la A-distance entre les états de m et 7' restent bornée
comme voulu. Il suffit de montrer que |[K™||; < [|[k®||; + No, ce qui implique [|&®]]; <
(X + 1)Ny pour tout 1 < i < n pu1sque |KD]]; < XNy. La norme du vecteur de
correction est augmentée d’un nombre n{ > 0 seulement dans le cas 2 lors d’un passage
de temps. Mais dans ce cas, un bloc de tallle au moins n) se décompose dans la suite du
chemin, donc par le lemme 3.9, il y a au moins |n( /2| passages de temps du cas 3 dans
la suite du chemin, lors duquel la norme du vecteur de correction ne change pas. O

Un chemin exact peut étre suivi a partir de tout état de la fermeture de la région de
départ.

Lemme 3.15. Soit 7 : 7 ... 7, un chemin exact sur une trace non-temporisée T. Alors
pour tout état m qui vérifie [r]] C [m1], il existe un chemin exact 7 ... 7, sur la méme

trace non-temporisée tel que [r}] C [m;] pour tout i € {1,...,n}.

On a aussi la méme propriété en arriére.
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Lemme 3.16. Soit 7 : m ... 7, un chemin exact sur une trace non-temporisée T. Alors
pour tout état w, qui vérifie [r)] C [m,], il existe un chemin exact 7 ... 7, de trace

non-temporisée T tel que [r}] C [m;] pour tout i € {1,...,n}.

Le lemme suivant est une adaptation du lemme 29 de [10]. La preuve, donnée a ’an-
nexe, est néanmoins astucieuse et nécessite plusieurs étapes. Un chemin exact ¢i¢s ... ¢,
de C4(AN) est dit un cycle de progrés si Valy(q1) = Valy(g,) et toute horloge présente
dans ¢ y est remise a zéro au moins une fois.

Lemme 3.17. Soient N >0 et 7 : 7y ... T, un cycle de progrés dans C4(AN) sur une
trace non-temporisée T. Alors pour tout 7, tel que [m;,] C [m1], il existe un chemin eract
7' iy . ..w, sur une trace de T'.

3.1.4 Preuve du lemme de pompage

FIGURE 3 — Preuve du lemme 3.3. Les deux triangles représentent des régions fermées.
Les trois cotés, les sommets et I'intérieur sont des sous-régions. La preuve construit les
chemins pointillés un par un de bas en haut.

Preuve du lemme 3.3. On démontre le résultat pour 1 < L < XNg—2.5i L > XNy—2,
on pourra répéter cette construction. On suppose 'hypothése de cycles de progres. Soit
Ny > 4X2Ny. Soit un chemin infini 7 = (7;);>1 de C4(A™) sur une trace non-temporisée
(T;)i>1 avec m = (do, X||AM). Les chemins finis se traitent de maniére similaire.

Pour tout ¢ > 1, soit p; > 1 tel que la trace non-temporisée du chemin m;m; 1 ... Tiyp,
contient Ny/2 passages de temps. On définit G (7, 4,4+ p;) comme 1’état obtenu & partir
de 7; ol on a inséré A dans un bloc (par ex. d’indice minimal) de 7; qui reste grand
Sur ;... mi4p;- On définit également H L (m,i,i + p;) comme ’état obtenu & partir de
H(m,i,i + p;) (voir la définition précédant le lemme 3.14), en insérant A* dans un bloc
qui reste grand sur 7; ... T4y, On remarque que H L(7,4,i+ p;) est bien défini car tout
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état de C4(AN') contient un grand bloc puisque N; > (X + 1)Ny et que tout grand
bloc reste grand sur ce chemin de longueur p; par le lemme 3.9. Alors tout petit bloc de
H(m,i,i+ p;) est de taille —1, et tout bloc moyen ou grand reste grand sur ;. .. Titp;
On a aussi da(H"(r,i,i+ p;), G (m,i,i 4+ p;)) < X Ny par construction.

On va construire un chemin 7/ = (7});>1 sur C4(AN*£) sur une trace non-temporisée
T € T avec 7} = (do, X[|ANMHLY) tel quil existe 1 = oy < ay < ... avec [x,] C

(677 —
—_—~—

! ) € (loc(ma,) - .. loc(ma, ,—1)) pour tout

Oéi+1—1

[HE (7, i, i + pa,)] et loc(ml, ) ... loc(m
1> 1.

On pose 7, = = H(mi, 1,1+ p1). Alors m; est 'état initial de C4(A™) et toutes
les horloges y sont entieres, donc 7} est bien I'état initial de C4(AYN*%). Supposons

;J_] C [HY(m o), aj + Pa;)]-On considere le facteur fini

T} ... T, déja construit, avec [
T Ty +1 -+« Tegj+pa, - Par le lemme 3.8, il existe un chemin g : GL(W,ozj,ozj + paj) =
9a;Ja;+1 - - Ga;+p SUT la trace Ty, . “Taj+paj? tel que g = m[z « AF] pour tout I €
{aj,..., 0 + p} pour certaines horloges z;. Le lemme 3.14 appliqué au chemin g donne
un chemin exact ho;ha;+1 - haj+p avec hq; = HL(T(,Oéj,Oéj + p), sur la méme trace
non-temporisée, out da(g;, ) < (X + 1)Ng et [by] € [HE (7,1, a5 + pa,)] pour tout
I € {aj,a; + 1,...,a; + pa,}. Comme ce chemin contient au moins Nog/2 —1 > W
transitions discretes, il existe a; < lo < I3 < aj + pa; tel que Valy(hy,) = Valx(hy,)
et il y a une transition discréte entre les instants Iy et ;. Alors la suite des régions
Valy (hy,)Valy (hyy41) - .. Valx(hy,) est un cycle de progres. On a da(hy,, HE (7, 11,11 +
p)) < (3X + 1)Np — 2 en appliquant I'inégalité triangulaire aux inégalités suivantes :

da(hy,g1,) < (X 4+ 1)Ng par le lemme 3.14,
da(gy,, GE(m 11,1 +pyy)) < L < XNy — 2 par le lemme 3.8,
da(GE(m 1,1 + o), HE (w111 +pry)) < XNy voir plus haut.

Donc [hy, ] N [HE (7, 11,11 + pi,)] # 0 par le corollaire 3.12, puisque (3X + 1)Ng — 2 <
Ni/X —2 = 4X Ny — 2. Soit 7121 € [h,] N [HY (7, 11,1 + p,)]. Par le lemme 3.15, on a

m,. —* m tel que []'] C [hy,], sur la méme trace non-temporisée que h. Maintenant,
J 1 1

(0%
en appliquant le lemme 3.17, on obtient 771”1 —* 771’1 en répétant la trace non-temporisée
du cycle Ty, ...T;,. On choisit a;y1 = Il et conclut par récurrence. Une étape de la

récurrence est illustrée dans la figure 3. U

3.2 Lemme de pompage sans hypothése de cycles de progres

Si 'automate temporisé A ne vérifie pas '’hypothese de cycles de progres alors
CA(AN) peut contenir des cycles faibles, i.e. des chemins qiga...q, ot Valy(q1) =
Valy(g,) et au moins une horloge présente dans ¢; n’est pas remise a zéro. On com-
mence par étudier la forme des cycles faibles, et on montre que tout cycle faible peut
étre mis sous une forme normale (définition 3.19).

Cycles faibles sous forme normale Un chemin faible sur C4(A"N) est un chemin
sur lequel au moins une horloge n’est pas remise a zéro, et aucune horloge ne change
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de valeur entiere, sauf qu’éventuellement la derniére horloge du ruban peut devenir (et
rester) entiere. Une horloge est dite active sur un chemin faible si elle y est remise & zéro
au moins une fois, inactive sinon. L’exemple suivant illustre un chemin faible.

Exemple 3.18. Le chemin suivant est un chemin faible sur Co(A'%). Exceptionnelle-
ment, on y représente seulement les états de contréles, donc les valeurs entieres des
horloges sont implicites. Les horloges x et y sont actives alors que z est inactive. Par
définition, si on ajoute un passage de temps non trivial a ce chemin, alors ce ne sera
plus un chemin faible puisque la valeur de z aura dépassé sa partie entiére par exces.

I, 7| AyA3zA L Az AyA3AT — b,y AP ATZAT 2
yi=

ly, 2| ATy A3z A% — I, (x2) || ATy AT

Si un chemin faible 7 se termine dans un état ou les horloges sont ordonnées par
Liyyeo -y i, dont x;,, ..., 2 sont actives, m s’écrit sous la forme suivante.

P . . . . . . . ,
T = Tir Pir Ty 1 Pip o1 Tipmz o+ - T Pir T (3)

ou pour tout j € {i1,...,ir}, p; est I'état d’arrivée de la derniere transition de 7= qui
remet x;; a zéro, et m; est un chemin quelconque. Dans la suite, quand on écrira I'ensem-
ble des horloges actives comme {z;,,...,x;.}, il sera sous-entendu que iy,...,%, est
l'ordre dans lequel apparaissent ces horloges dans 1’état d’arrivée du chemin faible.

Un cycle faible est un chemin faible ¢ —* ¢’ tel que loc(q) = loc(q’) et les horloges
ont le méme ordre au sens large dans le ruban de g et de ¢/. Si A = {z;,,..., 2.} est
I’ensemble des horloges actives sur un cycle faible, alors les horloges de A sont toutes a
gauche de ;. , tout le long du cycle faible. Pour des raisons de simplicité, on considere
les cycles faibles dont les deux extrémités sont des états ol au moins une horloge est
entiere (donc 7’ est vide dans (3)). Il ne s’agit pas d’une restriction importante puisqu’en
découpant les passages de temps on peut mettre tout cycle faible sous cette forme.

Soit Ko = 2|L| - max(4%, X!) + 5. Soit 7 un cycle faible, décomposé comme dans
(3). On note d; la trace du chemin 7; pour tout j, et A = {x;,,..., ;. } 'ensemble
des horloges actives. On définit Pompables(m) = {j € A : tempsp (7;) > Ko ou 37 €
d;,tempsa (1) > 2}.

Definition 3.19. Soit 7 : g1 = q2 un cycle faible et m = 7;,.p;,. ... T, pi; une décomposition
comme dans (3), avec A = {x;,,...,x;.} les horloges actives. Alors 7 est sous forme nor-
male si a) tout petit bloc de q1 et qa est de taille —1; b) Pompables(w) # 0 ; ¢) pour tout

J € A\ Pompables(r), on a temps(m;;) = 0.

On montre que tout chemin borné peut étre transformé en un chemin quasi-exact
proche, a savoir un chemin dont tous les cycles faibles sont sous forme normale, et
toutes les autres transitions sont exactes. On définit une nouvelle écriture des chemins
de C4(AN), ou chaque cycle faible est vu comme une seule transition. L’idée de la
preuve du lemme de pompage est alors de démontrer, en isolant les cycles faibles de
cette maniere et en redéfinissant la longueuer des chemins et la notion de rester grand
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pour cette nouvelle écriture, que tout chemin assez long contient un cycle quasi-exact
de progres, a savoir un cycle quasi-exact sur lequel toute horloge présente est remise a
zéro au moins une fois. Ainsi la preuve du lemme de pompage suit pas a pas les mémes
étapes que la sous-section 3.1, mais en adaptant tout résultat intermédiaire en présence
des cycles faibles. La preuve détaillée est présentée dans I’annexe B.

4 Automate des régions augmenté

On définit R} (A), 'automate des régions de A augmenté par des nouvelles transi-
tions. On démontre qu'une exécution infinie de R, (A) vérifie une propriété de co-Biichi
donnée si et seulement s'il existe une exécution infinie de [A]s qui la vérifie, pour un
certain § > 0 (théoreme 4.1). Il s’agit d’une généralisation de 'automate des régions aug-
menté de [4]. Cependant, notre preuve de correction est basée sur les techniques qu’on
a introduit dans les sections précédentes et est relativement simple.

Pour définir Rj(A), on procéde en deux étapes : on définit d’abord R, (A) en
ajoutant a R(A) les w-transitions qui correspondent aux cycles faibles, ensuite on définit
Ru(A) & partir de Ry, (A) en ajoutant les y-transitions qui correspondent aux cycles
quasi-exacts de progres. Les états de Pautomate R,,(A) sont les états de R(A), i.e. les
paires (I, R) ou [ est un état de controle, R une région. Les transitions de R, (.A) sont
les transitions de R(A), et les transitions de la forme (I, R) —,a,z) (', R') pour tous
(I, R) et (I', R') tels qu’il existe un cycle faible sous forme normale q; ~ o de C4(A?M
de longueur inférieur & |£|2X Ky (voir 'annexe C), avec Valy(q1) = R, loc(q1) =
Valy(q2) = R’ et loc(qe) = I, et A C X T'ensemble des horloges actives et L C
I’ensemble des états de controles visités lors de ce cycle faible.

On dit qu'un cycle (I3, R1)...(l1, R1) de Ry(A) est de progres si toute horloge
présente dans R; y est remise a zéro au moins une fois, soit lors des transitions or-
dinaires, soit & l'intérieur des cycles faibles —,, 4. L’automate Ri,(A) est défini sur le
méme ensemble d’états que R,,(A) et contient toutes ses transitions. En plus, on définit
une transition R —, ) R’ pour toutes régions R et R, dés qu'il existe une région R"
telle que RU R’ C [R"] et R” se trouve dans un cycle simple de progres de Ry, (.A).

On définit les chemins de R7,(A) habituellement, en tenant en compte des nouvelles
transitions. On suppose que toute w-transition w(A, L) (resp. 7y-transition (L)) est
étiquetée par les éléments de L dans un ordre quelconque. (En ce qui concerne les
propriétés de co-Biichi, l'ordre choisi pour ces états de controle n’a pas d’importance).
L’état initial est (lp,0), olt [y est 1'état initial de A, et 0 est la région ol toutes les
horloges valent 0.

);
L,
c

Théoréme 4.1. Soit ¢ une propriété de co-Biichi. Alors,

AE ¢ RL(A) F ¢

L’automate R, (A) peut étre construit & la volée en utilisant un espace polynomial
non-déterministe, et 'existence d’un chemin infini qui viole la propriété ¢ peut étre
décidée en PSPACE. Cela est optimal puisque ce probleme est déja PSPACE-complet
([4]) pour les automates temporisés vérifiant ’hypothese de cycles de progres.
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Théoréme 4.2. Le probléeme du model-checking robuste des propriétés de co-Biichi pour
les automates temporisés généraur est PSPACE-complet.
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A  Preuves de la sous-section 3.1

Preuve du lemme 3.9. Soit | un bloc de taille supérieure ou égale a 2p + 2 dans .
On étiquette chaque sommet i; de G<(m, 1) par N(I) > 0, un minorant a la taille du
bloc correspondant. On pose N(I) = 2p + 2. Supposons N (-) défini jusqu’a un niveau
k. Si la k-ieme transition est une transition discrete o, alors un sommet correspondant
a un bloc i; du niveau k est continué par le bloc i = NR(i;), pour lequel on pose
N(j') = N(is) + N(is41) + ... + N(i;). Donc la somme des étiquettes N est inchangée
entre le niveau k et k+ 1. Sinon, la k-iéme transition est un passage de temps. Lors d’un
passage de temps se terminant dans un état ou une horloge est entiere, les minorants des
tailles des blocs sont conservés (en fusionnant éventuellement les blocs iy et i,,). Soit
un passage de temps qui se termine dans un état ol le bloc iy est de taille positive ou
nulle. On peut supposer qu’aucune horloge ne devient entiere lors de ce passage de temps
(quitte & le découper). Alors le niveau k + 1 contient le bloc iy (resp. i,,) seulement s’il
est de taille au moins 2. On étiquette le sommet ig du niveau k + 1 par sa taille. De
meéme pour i,,.

D’apres cette construction, la somme des étiquettes ne peut décroitre entre deux
niveaux succéssifs qu’au dernier passage de temps qui sépare deux transitions discretes,
donc au plus p fois. Cette somme est décrémentée au plus de 2 a chaque passage de
temps (dans le cas ou les blocs i et i, sont tous les deux de taille 1). O

Prewve du lemme 3.10. Supposons da(q,q") < % — 2. Soit k le vecteur de correction

associé, et soit une horloge z € X. Comme [g] C [¢'], les horloges satisfont les mémes
inégalités larges dans ¢ et ¢’. Pour chaque bloc i; qui se trouve & gauche de = dans ¢, on

a n; < nj+ ki, et la somme de ces k;; vaut au plus % — 2. Donc il peut y avoir au plus

% — 2 symboles de plus entre x et la téte du ruban dans ¢’ que dans c.

Soit ¢ une valuation des horloges Aq,..., Ay telles que §(A;11) = 6(A;) + % pour
tout i € {1,..., N—1}, et vUJ vérifie la propriété (*), et h((l,vUJ)) = ¢q. De méme, soit
§' vérifiant les hypotheses similaires avec h((l,v" U ")) = ¢’. Dans ces deux valuations,
les A1,..., Ay sont régulierement distribuées donc le choix de §(Aj) (resp. §'(A1))
déterminent les autres §(A;) (resp. §'(A;)). Donc il existe 0 < e < & tel que § =& +¢
ou &’ = d+e. On montre que pour tout z € X, on a [{v(z)}—{v'(z)}| < (£-2)%. On pose
d(Ag) = 0. Soit x € X et soient i,7" € {0,1,..., N} maximaux tels que 6(4;) < {v(z)},
et 6(Ay) < {v'(x)} (ces inégalités sont strictes sii > 1 et i’ > 1 respectivement). Comme
expliqué plus haut, on a [’ —i| < & —2, donc |§(A;) — &' (Ay)| < ngll +e<+-%+e
On a {v(z)} — 6(4;) < % car {v(z)} < §(Ai11) sii < N et {v(z)} < 1 sinon, par
maximalité de i. De méme, on a v/(z) — &' (Ay) < . On obtient par ces deux inégalités
(o)} (@)D (5(A) —F (Ag))| < % Done [{o(2)}—{v/(2)}] < 2—F+e< L. O

Prewve du lemme 3.13. Soit ¢ une formule satisfaite par (d, ¢). C’est clair si ¢ est vérifiée
exactement en (d, ¢) puisque [(d’, ¢')] C [(d, ¢)]. Par hypothese, toute horloge proche d’une
valeur entiere dans (d,c), vaut cette valeur entiere dans (d’,¢'). Alors ¢ est satisfaite
exactement en (d’, ') puisque les gardes sont fermées. O
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Preuve du lemme 3.15. On divise les passages de temps de 7w en plusieurs étapes, coupées
aux instants ou une horloge devient entiere. Supposons donc qu’a chaque passage de
temps de 7, au plus une horloge arrive au bord du ruban (et remis a la téte du ruban).
On construit 7’ sur la méme trace non-temporisée. Il suffit donc de définir les valeurs

des passages de temps et montrer que [ri] C [m;], ce qui implique que les gardes sont

W&
satisfaites dans 7' puisque 7 est un chemin exact. Supposons 7, construit et que la
transition de m; a m; 11 est un passage de temps. Si a la fin de ce passage de temps,
I'horloge x;, a une valeur entiere dans m;;;, alors on effectue un passage de temps
d’une durée suffisante (éventuellement de durée nulle) dans 7, pour que z;,, ait une

3N / / . .
valeur entiere dans 7;, ;. On remarque que comme [r;] C [m;], si plusieurs horloges ont

il ©
la méme partie fractionnaire que z;,, dans m; alors il en est de méme dans 772( . On a donc
[7i,1] € [mig1]. Siala fin du passage de temps, ’horloge n’atteint pas le bord du ruban,
alors on effectue un passage de temps nul dans 7’ et on aura toujours [m; ;] C [m;1].

Toute remise a zéro conserve également cette relation. O

B Lemme de pompage dans le cas général

Pour démontrer le lemme de pompage en présence des cycles faibles, on étudie
d’abord les chemins faibles, pour lesquels on montre un lemme d’iteration (lemme B.4).
On définit ensuite une décomposition des chemins de C4(A™) ot les cycles faibles sont
vus comme des suites de transitions atomiques (sous-section B.2), et on redéfinit la no-
tion de rester grand et la longueur de chemin. Enfin on démontre le lemme de pompage,
d’abord pour les chemins bornés (lemme B.7), ensuite pour les chemins infinis en suivant
les idées de la section 3.1.

B.1 Chemins faibles

Etant donné (3), on connait la forme de I’état d’arrivée, comme le montre le lemme
suivant.

Proposition B.1. Soit 7 : (d, @) —* (d',n') un chemin faible et ™ = m; p;, . .. T3, pi, T
une décomposition de m sous la forme (3). Alors n; = tempsa(mi;) pour tout j €
{1,...,r—1}; et ngr =n;, + (leftX (zi,) + tempsa(m;,)) "

Dans ce paragraphe, on considere les chemins faibles ¢1q- . . . g, qui satisfont les deux
conditions suivantes : si x; ., est I'horloge inactive qui se trouve le plus a gauche dans
le ruban de ¢, alors

B 1efthl (xirﬂ) > 2,

— right'ﬁ(x) > 2 pour tout z € X et tout 1 <i < n.

On appellera les chemins faibles qui vérifient ces conditions chemins faibles restreints.
Cette restriction permet de se concentrer seulement sur la téte du ruban car comme
aucune horloge inactive ne se rapproche des bords du ruban, toute garde satisfaite inex-
actement est de la forme z < k ou z = k, ou = est une horloge active. Toute autre garde
satisfaite est satisfaite exactement. On démontre un lemme d’itération (Lemme B.4) pour
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les cycles faibles restreints, apres avoir établi quelques propriétés des chemins faibles plus
généraux, dans les propositions suivantes.

Si on remplace les passages de temps d’un chemin faible par des passages de temps
plus courts, toute garde satisfaite le long du chemin sera toujours satisfaite. La proposi-
tion suivante formalise cette idée.

Proposition B.2. Soit 7 : qiqs . .. g, un chemin faible sur une trace (8;);, tel que right® () >
2 pour tout x € X et tout 1 < i < p. Soit la trace (0}); obtenue a partir de (6;); en
remplacant tout passage de temps de longueur T par un passage de temps 7" < T quel-
conque. Alors le chemin faible 7' : q1q; . . . q, sur la trace (6}); vérifie [q;] C [q;] pour tout
1<t <p.

La proposition suivante montre qu'un chemin faible peut étre modifié pour diminuer
la taille des blocs actifs a 1’état d’arrivée.

Proposition B.3. Soit 7 : qiq2...q, = (d,7) un chemin faible ou rightX(z) > 2 pour

tout v € X et tout 1 < i < p;etx,...,zi sont les horloges actives. Alors pour tout
J € di1,... ir—1}, il existe un chemin faible 7' : qiqy ... q, = (d',n') avec untime(n) =
untime('), [q,] C [gp], et tel quen); = —1, nj, = nm—|—nj et n, = n; pour tout i ¢ {j,m}.

Démonstration. Soit m = m.p; Tr—1pi,_, Tr—2...T1pi; ™ une factorisation comme dans
(3). Soit 71';» le chemin obtenu a partir de 7; en remplacant tout passage de temps par
un passage de temps nul. Soit 7’ le chemin obtenu en remplagant 7; par 7'('3- dans 7. Par
la propoisition B.2, 7’ est un chemin valide et par la proposition B.1, I’état d’arrivée est

bien 7'(';). O

La proposition précédente peut étre réappliquée pour un différent j puisque le chemin
faible obtenu satisfait toujours ’hypothese. Le bloc i, est particulier : On peut enlever
les passages de temps dans m;, mais la taille du bloc i, a I’état d’arrivée dépend des
autres blocs (voir la proposition B.1).

La proposition suivante montre qu’on peut répéter un chemin faible qui retourne a
I’état de controle de départ, si on lui enleve tout passage de temps.

Proposition B.4. Soit 7 : qiq2...q, un chemin faible sur une trace (3;); tel que
right® (x) > 2 pour tout x € X et tout 1 < i < p, loc(q1) = loc(qp), €t Ty, ..., z;, sont les

horloges actives. Soit (8}); la trace obtenue a partir de (0;); en remplagant tout passage
ok *

de temps par un passage de temps nul. Alors il existe ¢} tel que 7' : ¢ LI @ = qp, ot
temps(d') = 0 et untime(d') = untime(9).

Démonstration. 1l est clair que ¢ est réalisable & partir de ¢; (proposition B.3). Si
q1 = (d, @) alors ¢} = (d',n’) ot n, = —1 pour tout i € {iy, ... ir_1}, nl. = n:w +nf +
oot n,tl + n, et n, = n; pour le reste, par le lemme B.1. La trace 0 est réalisable &
partir de ¢} car toute horloge active est plus proche de la téte du ruban dans ¢} que
dans ¢1, et les horloges inactives sont a méme distance de la téte du ruban puisqu’il n’y
a pas de passage de temps dans ¢, donc toute garde satisfaite dans 7 est satisfaite dans
n’. L'état d’arrivée est g, par le lemme B.1. O
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Le lemme principal de ce paragraphe est le lemme d’itération pour les chemins faibles :

Lemme B.5 (Lemme d’itération des chemins faibles). Soit 7 : qiq2...q, = (d,7) un
chemin faible restreint tel que loc(qi1) = loc(qp) sur une trace (6;); et {xi,...,x; } les
horloges Alors il existe un chemin faible 7' : qiqy ... q, = (d',n’) tel que untime(r') =

3

untime(m)®, n,, =n, + 1, n, = n, — 1 et nf =n; pour tout i € {1,...,m}\ {r,m}.

;7 k kK
Preuve du lemme B.5. Par la proposition B.4, on a ¢ LI q — 4 LN gp- On peut
ajouter un passage de temps qui fait traverser un A avant de commencer la deuxieme
§'. La trace &' est réalisable & partir de la car I’horloge x; est distant (au moins de A?)
de la téte du ruban par hypothese. ]

B.2 Nous vous éliminons vos cycles faibles

Dans la suite, on va voir les cycles faibles de C4(A") comme des suites de transitions
atomiques. On écrit désormais les chemins en omettant les états intermédiaires dans les
cycles faibles, en écrivant seulement 1’état de départ et I'état d’arrivée de tels cycles.
Tout chemin a alors une nouvelle écriture unique, définie comme suit. Pour un chemin
7T?

(r} = 1WA 724 k) g k+1), (4)

ott les () sont des chemins, et les v sont les états de départ des cycles faibles maximaux
les plus a gauche de m. Ainsi, pour tout 1 < i < k, le premier état du chemin m(it1)
est I'état d’arrivée d’un cycle faible qui part de v(9. Les états intermédiaires sont cachés
dans cette écriture. On impose qu’au moins une horloge soit entiére dans tout v et
dans tout ﬁrst(w(i)). Il ne s’agit pas d’une restriction importante puisqu’en isolant le
premier et le dernier passage de temps, tout cycle faible peut étre mis sous cette forme.

On redéfinit également les traces des chemins. Celle-1a contiennent toujours toute
Iinformation sur les transitions des chemins mais sous une forme différente. Chaque
élément d’une trace est désormais soit une transition discrete, soit un passage de temps,
soit une suite de telles transitions représentant un cycle faible. Pour un élément d’une
trace qui correspond & un cycle faible § = ;... d; on définit tempsa (0) = tempsa (d1) +
...+tempsa (0x) et untime(d) = untime(dy)-. .. -untime(dy). Ainsi on étend les temps ()

*

et untime() a la nouvelle définition des traces. Si ¢ LN ¢ est un cycle faible, alors on écrit
q ~»% ¢’. On redéfinit le nombre de passage de temps d’un chemin en comptant chaque
cycle faible comme un passage de temps. On note ||7||sine = &+ |7 |time, OU |7 |tine cOmMpte
les passages de temps en dehors des cycles faibles.

On redéfinit la notion de rester grand sur un chemin comme suit. La relation < est
la méme lors des transitions de 7(9). Sur un cycle faible ¢ ~»7 ¢/, on définit < de la facon
suivante. Soit A = {x;,,...,x;,} les horloges actives de ce cycle faible donné dans ’ordre
d’apparence dans ¢/, et soit x;,, la derniére horloge des contenus du ruban de ¢ et ¢’. On
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(q/,ij) si ’ij 75 im €t oy ¢ A,
yir) six;; € A,
¢ im) < (¢ im) sinl, >2.
¢,im) < (¢',ij)  sii; € Pompables(y),

On redéfinit la notion de rester grand avec la nouvelle définition de <.

B.3 Lemme de pompage pour les blocs qui restent grands

Le lemme suivant montre qu’on peut pomper dans un bloc pompable.

Lemme B.6. Soit 7 : q ~° qo = (d,7) un cycle faible ou A = {x;,,...,x;.} sont les
horloges actives. Si ny, > 1, alors pour tout j € Pompables(r), il existe un cycle faible
7 g~ gy = (d',n') avec untime(8') = wvdw pour une décomposition untime(d) =

uvw, tel que ny, =np — 1, 0 =n; +1 et nj =n; pour tout autre i # j,m.

Preuve du lemme B.6. Soit m = m;, p; T, i, Ti, 5 .. T, pi; une décomposition de 7
comme dans (3). Pour obtenir le chemin 7', on modifie 7;; en 771’-], comme suit. Soit d;;
la trace du chemin ;-

Si 5,~j contient un passage de temps 7 avec tempsa (7) > 2, alors on remplace T par 7/
tel que tempsp (7') = tempsa (7) + 1. On peut alors continuer le reste du chemin suivant
la méme trace et les gardes seront toujours satisfaites vu que le bloc modifié était déja
de taille au moins 2 dans 7. On a le résultat par la propoisition B.1. Dans ce cas la trace
non-temporisée du chemin obtenu est identique a la trace originale.

Sinon, tout passage de temps 7 dans 5ij est tel que tempsa (7) < 1. Comme tempsp (mj) >
Ky par définition, il y a au moins Ky transitions discretes dans d;; entre lesquels il y
a un passage de temps 7 tel que tempsa(7) = 1. Alors m;; contient un chemin faible
p ~Y p/ sur une trace v avec loc(p) = loc(p’) ou pour tout = € X, lefth (z) > 2 ssi
leftg/(x) > 2. Un tel état se répete car Ko > 2|£| - |{—1,0,1,2t}|* + 5. De plus, on
peut choisir ce chemin tel que §;; = uvw ou tempsp(v) > 2 et tempsy(w) > 2. Par
le choix de v et w, le chemin faible ainsi identifié est un chemin faible restreint. Si au-
cune horloge n’est active sur ce chemin, alors on peut ajouter un passage de temps 7
avec tempsa(7) = 1 a la fin de v puisque toute horloge est déja éloignée de la téte
du ruban. Sinon, on applique la proposition B.5 sur v, qui donne une trace v'v"v avec
untime(v) = untime(v’) = untime(v”), temps(v') = 0 et tempsa (v”) = 1. On pose alors
¢'i; = w'v"vw, qui définit bien un chemin valide. On conclut avec la proposition B.1. [

D’apres la construction du lemme précédent, étant donné un cycle faible 7 = m; . p;,. ... 7, pi;
pour tout j € Pompables(7), il existe une décomposition m; = ujv;w; tel que soit u; se
termine par un passage de temps 7 avec tempsp (7) > 2 et v; = €, soit tempsp (v;), tempsa (w;) >
2, et v; définit un chemin faible restreint qui revient a I’état de controle de départ. Ainsi
on peut transformer tout m; = ujv;w; en uj(v;»)+vjwj ol v} s’obtient a partir de v; en
enlevant les passages de temps, en conservant 1'état d’arrivée (a la fin de v;). On appelle
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v; un facteur répétable de m;. On fixe arbitrairement une décomposition pour chaque 7,
ou j est pompable (par exemple en prenant le premier tel facteur dans ;).

Pour un cycle faible , on définit T comme l'ensemble des traces obtenues en répétant
arbitrairement les facteurs répétables de w. Si 7 est un chemin quelconque qui suit une
trace T =Ty ...T,, on définit T comme Iensemble des traces obtenues en répétant les
facteurs répétables dans les cycles falbles deT.3 Formellement, soient oy, ..., ay tels que
les T}, sont des cycles faibles. On pose T = T .. Tal,lTQ1 .. TarlTaQ .. Tai,lf,; T

On montre maintenant un lemme de pompage pour les blocs qui restent grands sur
un chemin. Si 7" est la trace non-temporisée du chemin original, alors la trace du chemin
obtenu appartiendra a T.

Lemme B.7. Soit un chemin {7} : .My SUr une trace non- tempom’sée T tel que
(m1,k1) < ... < (7, kn). Alors, pour tout L >0, il existe un_chemin 7' : m1[zg,
i, AP ok, < 2k, AF] sur une trace non-temporisée T' € T.

Démonstration. Le résultat est clair pour les transitions discrétes et les passages de
temps par le lemme 3.8. Pour un cycle faible 7 : ¢ ~0 gqo, ot A = {x;,,..., 2}
sont les horloges actives, et ij,i; € X tel que (q1,7;) < (g2,7;), on montre que qi[z;; <
zi;, AL 9 o @i, < @i, A avec untime(8') € untTHE((S). Sii; € A alors nécessairement
ijy = i, et le résultat est clair. Si i; # 4, et i; € A alors c’est une conséquence du
lemme 3.8. Idem si i; = i;; = iy,. Le seul cas non trivial est quand i; = ip, et iy €
Pompables(7) (si i; = 4,, on a nécessairement i;; € Pompables(r) par définition). Soit
T = T PirTip_ 1 Pip_ 1 Tip_o - - - Tiy Piy, une décomposition de 7 comme dans (3). Comme
tempsa (m;,) > 2, si on note ¢; = last(m;, p;, ... T, pi, ), ona 1fighthl1 (x;,,) > 2 donc
on a bien qi[z;,, + x;, AF] =* ¢{[x;,, < x;, A¥] suivant la méme trace. Pour obtenir
le chemin 7/, on modifie T, en 771,‘]./ par le lemme B.6 (en répétant L fois le facteur
répétable). O

B.4 Construire des chemins quasi-exacts bornés

Etant donné un chemin de longueur bornée, on va construire un chemin qui est exact
sur les transitions ordinaires, et dont les cycles faibles ont une forme particuliere, appelé
forme normale. On appellera ces chemins quasi-eracts. On commence par montrer que
les grands blocs restent grands sur des chemins de longueur bornée (dans le sens de || - ||)
(lemme B.8). On transforme les chemins en traitant d’abord les deux cas d’un cycle
faible (lemmes B.9 et B.10), ensuite les chemins bornés en général (lemme B.11). On
termine avec quelques propriétés des chemins quasi-exacts, a savoir qu’ils peuvent étre
suivis en partant de tout état de la région de départ (lemmes B.13 et B.14) et que tout
chemin quasi-exact assez long contient un cycle de progrés (lemme B.12).

Lemme B.8. Soit {7} = m1...m, un chemin avec ||| time = p. Alors tout bloc de mq
de taille supérieure ou égale a pX Ky reste grand sur 7.

3. T dépend a priori de 7, mais il n’y aura pas de confusion dans l'usage qu’on en fera.
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Démonstration. A adapter de la preuve du lemme 3.9. Lors de chaque cycle faible, la
somme des étiquettes peut étre diminuée de (X —1)(Kp—1) (en fait, au plus de Ky—1 par
bloc non pompable et par cycle faible et de 2 lors des passages de temps ordinaires). [

Pour un chemin {7} = q1¢2. .. ¢y, on définit H (, 4, p) comme dans la section précédente.
Un chemin 7 = q1...¢qp est un chemin quasi-exact si tous les 7 sont exacts dans (4),
lgi] € [H(m,i,p)] pour tout ¢ € {1,...,p}, et si tous les cycles faibles sont sous forme
normale.

Les deux lemmes suivants mettent les cycles faibles sous forme normale. Le premier
traite le cas ot le bloc 7, reste grand, et le deuxieme le cas ou il se décompose.

Lemme B.9. Soit 7 : qiq2...q, = (d,7) un cycle faible ot righty (x;,) > 2 et A =
{Ziy, ...,z } sont les horloges actives avec r > 1. Soit m = m; p;, ..., piy la décomposition
de m comme dans (3). Alors pour tout ensemble R qui vérifie A\ Pompables(m) C R C A,

il ewiste un cycle faible sous forme normale @ : q1 ~ ql', = (d,ﬁ”) sur la méme trace
non-temporisée que 7 tel que [q,] C [gp], et

- nl; = —1 pour tout i; € R\ {i,},
- nl =n, sii, & R et nl. =n, — tempsy(m;, )" sinon.
! =n,+ > iR n;' + (tempsp (m;,)" si iy € R)

- n, =n; pour tout autre i.

Démonstration. L’hypothese sur le cycle faible implique que pour tout z € X, right'g(m) >
2 pour tout 7. On obtient ' par la proposition B.3 appliquée a tout bloc j € R\ {i,} et
la proposition B.2 appliquée a i, si i, € R. O

Lemme B.10. Soit 7 : qiq2...q, = (d, 1) un cycle faible ou A = {z;,,...,x;. } sont les
horloges actives. Soit m = m;_p;, ..., pi, la décomposition de m comme dans (3). On sup-
pose que Pompables(m) # (). Alors pour tout ensemble R qui vérifie A\ Pompables(r) C
R C A, il existe un cycle faible sous forme normale 7' : q1 ~ q;) = (d,rf’) sur la méme
trace non-temporisée que  tel que [q,] C [gp], et

- nl; = —1 pour tout i; € R\ {ir},

j
- nl =n, sii, & R et nl. =n, — tempsp(m;, )" sinon.
-n, =-1.
~ il existe i € Pompables(m)\R tel que nj = ni,+3; cp nf +(tempsy (mi, )" siip €
R)

- nl =n; pour tout autre i.

Démonstration. Soit ™ = m;_p;, Ti. | Pi, 1 Ti,_o --- Ty Pi; une décomposition de m comme
dans (3). Soit jo € {1,...,7} minimal tel que ij, € Pompables(m) \ R (donc m;; est
la dernitre & étre remise & zéro parmi Pompables(w) \ R). Comme tempsn (m;; ) >
- i 11 Pijy11> aucune horloge n’est proche du bord
du ruban. Alors par les propositions B.3 et B.2 si ¢, € R, on obtient un chemin
T Pip TG, Pip_y - - 772]’071/)"10—1 sur la méme trace non-temporisée tel que temps(ng) =0
pour tout i¢; € R. Par le lemme B.6, on modifie 7;; en ngo tel que temps A(ngo) =

2, sur le chemin m; p; 7. _,pi,_, -

tempsp (75, )" + nm + > iR n;r de sorte que x;, est entiere a la fin de 7;; . Enfin,
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on effectue le reste du chemin en supprimant tout passage de temps. Donc pour tout
ij € {i1,---,ij-1} \ R, on aura temps(m;;) = 0, et comme jo était le dernier bloc de
Pompables(m) \ R, il s’agit bien des blocs non-pompables. O

On fixe Ny = XKS(W +1) et Ny = 4X2Ny. Alors sur tout chemin 7 avec |7|tige <
Ko(W +1), tout bloc de taille Ny reste grand par le lemme B.8. Dans le lemme suivant,
pour tout tel chemin on construit un chemin quasi-exact proche. On montre ensuite,
dans le lemme B.12, que tout chemin quasi-exact de cette longueur contient un cycle.

Un bloc est dit grand s’il est de taille au moins Ny, moyen s’il est de taille {2, ..., No—
1} et petit sinon.

Lemme B.11. Soit {7} : q1...q, un chemin de C4(AN') sur une trace non-temporisée
T tel que || time < Ko(W + 1). Alors il existe {7’} : ¢} ...q], un chemin quasi-ezact sur

T tel que ¢y = H(m,1,n), et da(gi,q}) < (X + 1)Ng pour tout 1 <i < n.

Démonstration. On construit ¢, par récurrence sur i € {1,...,n}, qui vérifie les condi-
tions suivantes.

= ¢] < [ail,

— pour tout 1 < 5 < m, si le bloc j se décompose sur g;...q,, alors n; = —1, et

/ i .
n; 2 nj sinon,

¢, est de A-distance finie de g; avec un vecteur de correction @),

Les passages de temps et les transitions discretes sont gérés comme dans le lemme 3.14.
Pour une transition ¢; 2 ¢i+1 on distingue deux cas.

Si le bloc iy, de ¢;4+1 est grand ou reste grand dans g;y1 ... gy, alors on applique le
lemme B.9, en choisissant R comme ’ensemble des blocs non-pompables et les blocs pom-
pables petits ou moyens dans ¢;+1 et qui se décomposent sur g;y1 ...q,. Montrons que
I'état ¢;_ , ainsi obtenu vérifie les conditions. Le bloc d’une horloge inactive se décompose
dans ¢j+1...qn si et seulement s’il se décompose dans g; ... g,, donc par hypothese de
récurrence, les blocs petits ou moyens qui se décomposent dans ¢;+1 sont de taille —1
dans ¢} et dans ¢/ 41~ Par construction, tout bloc actif parmi {i1,...,4,_1} de taille petite
ou moyenne qui se décompose dans g1 ...¢, est de taille —1 dans ¢j ;. Il reste a voir

la taille du bloc i, dans gj ;. Supposons i, € R, et soient ¢; = (d,7), ¢j,, = (d’,ﬁ”).
Alors on a par construction n!. = leftcg(xir 1) dans ¢;; (il s’agit des sommes des blocs

a gauche de w;, plus le bloc de i,). Par hypothése de récurrence, un bloc de ¢} est de
taille positive ssi il est grand ou il reste grand dans la suite du chemin. Dans tous les cas,

comme n. vaut la somme de tous les blocs iy,...,4, de ¢}, n. est positif si et seulement
si I'un de ces blocs est grand ou reste grand, donc si et seulement si i, reste grands dans
qi+1---4n-

Si le bloc i, de g;1+1 est petit ou moyen et se décompose dans ;11 ... gy, alors on
applique le lemme B.10. Le raisonnement est le méme. On note que dans ce cas, si aucun
bloc n’est pompable, alors le bloc i, doit déja étre de taille —1 puisque c’est la derniere
transition du chemin sur lequel il se décompose (i.e. il n’est continué par aucun bloc),
donc on n’a pas besoin d’appliquer le lemme B.10.
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L’analyse du vecteur de correction est similaire au lemme 3.14. Si ||k||; est incrémentée
d’un nombre nf lors d'un passage de temps, alors pendant LXn—IO(OJ passages de temps,
elle ne changera pas, par le lemme B.8. Lors d’un cycle faible, ||k||; augmente au plus de
Ky — 1 par bloc non pompable et d’'une quantité p par bloc pompable qui se décompose
sur la suite du chemin. Dans ce dernier cas, par le lemme B.8, la norme du vecteur ne

change pas pendant | 3% | passages de temps. O

On dit qu’un chemin quasi-exact {7} : ¢1 ... ¢, est un cycle quasi-exact de progrés si
Valy(q1) = Valx(g,) et que toute horloge présente dans g y est remise a zéro au moins
une fois.

Lemme B.12. Soit m un chemin quasi-exact tel que ||7||time > (|L|X! 4+ 1)(W + 1).
Alors w contient un cycle quasi-exact de progres.

Démonstration. Un cycle sur lequel une horloge change de valeur entiere est nécessairement
un cycle de progres. Or il peut y avoir au plus |£]| X! cycles faibles sur une unité de temps,
sans qu’une horloge change de partie entiere (par maximalité des cycles faibles dans (4)).
Alors 7 change au moins W + 1 fois de régions, donc une région se répete. O

Comme les chemins exacts, les chemins quasi-exacts peuvent étre suivis par n’importe
quel état de la région de I’état initial.

Lemme B.13. Soit {7} = qi...q, un chemin quasi-exact sur une trace §. Alors pour
tout qy tel que [q1] € [q1], il existe un chemin quasi-exact {7’} : qy ... q, sur une trace '

avee [q}] C [qi] pour tout 1 < i < p, et untime(d') € untime(9).

Démonstration. Soit (6;)1<i<py la trace du chemin quasi-exact 7. On fait une récurrence
sur 1 <14 < p. Supposons ¢; —* ¢, construit. Si la J; est une transition discrete ou un
passage de temps alors il existe ¢}, tel que ¢; — ¢} et [¢i, ;] C [gi+1] par le lemme 3.15.
Si g; ~% g;11, alors comme [¢]] C [¢:] € [H(m,4,n)], tout petit bloc de ¢; est de taille
—1 dans ¢. Soient ¢; = (d,7) et ¢, = (d’,r?). On distingue deux cas.

Si tempsa (0;) < nyy, alors le bloc i, n’est pas petit dans g;+1. Si n,, > n,, alors ¢;
est réalisable a partir de ¢; et on arrive & un état ¢, ot [gj,1] C [gi+1] Si ny, < N,
alors on supprime les derniers n,, — n;, passages de temps dans J; pour obtenir §; tel
que tempsa (0}) = nl,. La trace §; est réalisable & partir de ¢, et on arrive dans un état
i1 avec [giq] C [giva]-

Sinon tempsp (6;) = ny, et donc le bloc i, est de taille —1 dans g;. Sin}, < n,, alors
on supprime les derniers passages de temps dans d; pour avoir tempsa (d;) = n},, comme
dans le cas précédent. Sin!, > n,, alors soit d; = uvw tel que v est un facteur répétable de
d; (il en existe car tout cycle faible admet un bloc pompable dans un chemin quasi-exact).
Par le lemme B.4, on obtient la trace uv'w tel que tempsy (v') = tempsa (v) + 1), — M.
Par cette trace, a partir de ¢;, on arrive dans ¢, avec [g; 1] C [git1]- O

On peut également suivre un chemin en arriére.
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Lemme B.14. Soit {7} = qi1...q, un chemin quasi-exact sur une trace §. Alors pour
tout q,, tel que [q,] C [gp], il existe un chemin quasi-exact {7’} : qy ... q,, sur une trace o'

avec [q}] C [qi] pour tout 1 < i < p et untime(d') € un%&).

Démonstration. Pour les transitions exactes, c’est fait dans le lemme 3.16. Pour les cycles
faibles, la preuve est similaire a celle du lemme précédent. O

B.5 Preuve du lemme de pompage

Idée de preuve du lemme 3.3 dans le cas général. La méme preuve que dans la section
précédente mais avec les nouveaux lemmes. O

B.6 Preuve du lemme 3.17

Le but de cette sous-section est de démontrer le lemme 3.17. Pour cela, on suit les
idées de la preuve du lemme 29 de [10]. On fixe N > 0 et un cycle quasi-exact de
progres {m} : w1 ..., de C4(AY) sur une trace non-temporisée 7. Pour T = C4(AY)
ouT = [[A]]%, on pose

3 6 On—
L.(T) = qu(T)3QZQ1A—1>QQ—2>...—1>qn:qt.q. .
untime(d) € T et [g;i] € [m],V1 < i <n

Ainsi, L;(T) est Pensemble des états de T qui admettent un cycle quasi-exact qui
suivent la méme trace non-temporisée que m, a ’exception de boucler éventuellement
plus a l'intérieur des cycles faibles, en restant dans I’adhérence des régions visitées par
7w apres chaque transition.

Par le lemme B.13, a partir de tout état ¢ avec [¢] C [m], on peut répéter le cycle
de trace T un nombre arbitraire de fois. Comme 1’ensemble des états de C4(AY) est fini
(pour N fixé), on trouvera un état ¢’ € L.(C4(AN)) tel que ¢ =7 ¢'. De méme, par
le lemme B.14, pour tout g avec [g] C [m1], il existe un état ¢’ € L. 7(C4(AYN)) & partir
duquel on peut atteindre g en répétant T'. 1l suffit donc de démontrer le lemme 3.17 pour
deux états de L (C4(AN)). Pour ce faire, on adapte le raisonnement de [10] comme
suit : on commence par montrer que L, ([.A] 1 ) est convexe (Lemme B.15) et connexe
par arcs (Lemme B.16). Cela généralise le lemme 29 de [10] aux cycles quasi-exacts de
progrés mais ne nous permet pas de conclure directement car on aurait besoin d’une
relation de bisimulation alors qu’on a seulement C4(A2?Y) C [[./4]]% C C4(AY). Pour
pouvoir se servir du résultat obtenu pour L, ([A] 1 ), on étudie dans la deuxiéme partie
de la preuve (propositions B.17...B.21) 'effet de dupliquer les symboles de A dans les
états de C4(AYN). Par cette technique, on obtient, & partir de tout état ¢ € S(C4(AN)),
un état § € S(C4(A*Y)) assez similaire (dans le sens de la proposition B.20). On arrive
ainsi & utiliser encadrement C4(A%Y) C [A] 1+ C C4(AY) pour conclure. Les étapes de
la preuve est illustrée dans la figure B.6. "

Soit ¢ = q142 - - - ¢, = ¢ un chemin sur une trace dj ... 0,1, témoin de ¢ € L (7). Par

*

L ape . T; . . . N . .
définition, si m; —> ;41 est un cycle faible, untime(d;) s’obtient & partir de untime(7;),

30



en répétant éventuellement chaque facteur répétable. Autrement dit, si {x;,...,x;.}
sont les horloges actives sur 7;, et si on a

ti»,« tir— 1 til

% —_——~
T; = (i, vi,wi, ) - (Wip_y Vi Wip_y) -+ (Ui V3 w5 ), (5)

ol t;, ...t; est la décomposition de T; comme dans (3), et les v; les facteurs répétables,
alors §; s’écrit, §; = v;, v, wij, . . . Vi, Vi Wiy, tel que untime(v;; ) = untime(u;; ), untime(v;; ) €
untime(v;, )" et untime(w;;) = untime(w;;). Montrons qu’on peut modifier §; pour
ajouter des répétitions pour chaque facteur répétable. C’est une légere adaptation du
lemme B.4. Soit

tip "'tij—l Ui v; Wi " tij+1 iy

/ J "
T ———————— T, — T; ; 1.

De méme,
UG

V. [
J / J /! J no---
G —q —> 4 —q — qitl-
On note l/z(j la trace obtenue a partir de v;; en enlevant les passages de temps. Alors
I/,

UR7
J 7 . . .
on a ¢; — ¢;. En effet, comme 7; — 7 est un chemin faible restreint, toute

garde satisfaite inexactement porte sur les horloges actives sur v;;. Donc comme v;; est
réalisable & partir de ¢/, VZ{], vi; l'est aussi. Pour les mémes raisons, on peut continuer la
trace wj; ... & partir de ¢; et arriver a g; 1.

Lemme B.15. L, ([A] 1) est conveze.
N

Démonstration. Soient (I,v) et (I,v") éléments de LW([[A%]]). On va montrer que (I, \v)+
(I, (1=X)) € L,T([[.A%]]), pour tout 0 < A < 1. Soient p et p’ les chemins correspondant
a (I,v) et (I,v"). On n’a pas nécessairement untime(p) = untime(p’) mais par la remarque
plus haut, on peut modifier p et p’ en répétant tous les facteurs répétables et avoir la
méme trace non-temporisée. On définit alors un chemin p”, comme combinaison linéaire
de p et p/, sur la méme trace non-temporisée, en prenant A7+ (1 —\)7’ pour tout passage
de temps de durées 7 et 7/ respectivement dans p et p’. Comme les régions et les gardes
sont convexes, ce chemin est valide, et tout état de p” est combinaison linéaire des états
respectifs de p et p’ de coefficient . U

Lemme B.16. Soit (I,v) € Lr([A] 1) avec une trace (temporisée) dy...0p—1. Alors
N

;7 k
pour tout v' € [m] tel que doo(v,v') < 7k, on a (I,v) LN (1,v") avec untime(d’) €
untime(8) C T.
Démonstration. On rénumérote les horloges actives sur ce cycle en x1,...,z,, tel que
v(z;) > v(zi41) et on suppose v(z;) # v(z;+1) sans perte de généralité.
Comme [v'] C [m1], les inégalitées qui définissent [m1] sont vérifiées par v'. En parti-
culier, les valeurs fractionnaires des horloges ont le méme ordre dans v’ que dans v au
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sens large. Soit A; = v'(x;) — v(x;) pour tout 1 < i < m et Ag = A,y = 0. 1 existe
a1 < ... <y, tels que d,, est la derniere transition discrete ou cycle faible qui remet x;
a zéro. Si d,, est une transition discréte, on pose .. = dqa, et 0F = €. Si d,, est un cycle
faible, alors o, (resp d7,) le préfixe (resp. le suffixe) de d,, jusqu’a (resp. qui commence
apres) la derniére remise a zéro de x;. On pose ap = 0. On décompose § = fof1... fm

ou fi = 0ayt1--- 5;i+15;ri+1 pour tout 7. Pour toute horloge z;, on a

v(z;) = temps(97) + Z temps(d;). (6)
l:Oéi-i-l

Comme v'(z;) > v'(x;41), on a

Cl{i+171
Ay — Ay < v(w;) — v(wig1) = temps(57) + Z temps(d;) + temps(d,,.,,),  (7)
l=a;+1

Pour tout 1 < k£ < n, on note (I, vg) I'état tel que (1,v) OO, (Ik, vg). On va construire
un chemin (l, v},)1<k<n €n modifiant les traces f; en f] tel que temps(f;) = temps(f;) +
A; — Ajy1 pour tout ¢ € {1,...,m} et on conclura avec (6). La construction est illustrée
comme suit.

fo fi f2 fm
- s+ - 5+ - 5+ TR
0= [61"'60415041]' [5a1+1"'6a26a2]' [5a2+1"'6a36a3]' [6am---5n]-
—|—A0 —|—(A1 — AQ) —|—(A2 — A3) ... +A,
=7 I 7 S

Le chemin construit vérifiera la propriété suivante : pour tous 1 < 4,5 < m, et tout
Eed{ai+1,...,qip1}, il existe ng(z), pr(x) € [0,1] avec 1o, +1(xi) = pay+1(xi) = 1, et
i <1, tel que

vp(zg) = o) + pe(2)(Ai — D) + Air — A + 0 (2) (A — A1), (8)

Ici, pour toute horloge x, i’ sera 'indice du dernier facteur f; avant f; dans lequel x a
été remise a zéro, et py(z) la fraction du passage de temps ajouté A; — Ay 11 écoulé dans
fi apres cette remise a zéro (voir la figure). Alors la condition 7, 4+1(%;) = pa;+1(xi) =1
implique que v}, (2;) = v (z;) + A; — Aj1. On a, par (8), |vi(z) — vj.(z)| < & pour toute
horloge z, par inégalité triangulaire, quelque soient les valeurs de py et ng.

On pose f| = fo. La propriété est vérifiée pour 1'état vy, 11 (avec 1,41 = 0 et i’ =17).
Jolitin, (la,, v, oti état

i) Yoy

Pour i > 1, supposons f{, f1,..., f/_; construit. Soit (I, v)
(1,v),,) vérifie (8).

Si A; — A1 > 0 alors on prolonge le passage de temps 0q,+1 de A; — Ajq (0a,;+1
est un passage de temps par le choix de 53‘), et on l'appelle 5&, +1- On obtient alors

(lo; s Var; ) —%a,41 (lay+1, V. 4 1), qui vérifie (8) avec 1q,+1 = 1. On a en effet, v}, ,(z;) =
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Va;+1(25) + pra+1(2)(Ay — Aiy1) + Ay — Ajpq, pour tout j € {1,...,m} (ou ¢
dépend de j selon (8)). On décrit maintenant la suite de la trace f/. On construit f/
en recopiant exactement les transitions discretes et les passages de temps de f;. Toutes
ces transitions sont réalisables car les (I, vy) satisfait toutes les gardes exactement et
doo (Vg v},) < = par (8), pour tout k € {a; + 1,...,a;41}. De plus, (8) est conservé a
chaque transition (en changeant i’ et py(x) lors des remises & zéro). Si Jy est un cycle
faible qui s’écrit 6 = ¢;,...t;; comme dans (3), soit ¢;; = uvw ou i; est le premier
bloc pompable (tel que j est maximal dans {1,...,7}), et v est le facteur répétable
de t;;. Comme T}, est sous forme normale, et que [(lx11,vk41)] C [mry1], tout bloc ¢;,
avec | > j est tel que temps(t;,) = 0, par maximalité de j (car ce sont des blocs non
pompables). Soient u' (resp. v') la trace obtenue & partir de u (resp. de v) en enlevant
tout passage de temps, et 7 un passage de temps avec temps(7) < % et | € N tel que
[ - temps(7) = temps(u). On va montrer que pour &, = t;, . ..tij+1t;jtij_1 ...ty avec
t;j = u/v'(7v)vw, on a (I, v}) —>§;€ (Ikg1,vp 1), avec (g, vgy1) qui vérifie (8). La trace
ti, ... ti; ., u'v" est réalisable a partir de (Ix,v},) car v suit la trace non-temporisée d'un
chemin faible restreint (de 7). On peut donc répéter le facteur v’ [ fois, en insérant
les passages de temps 7 entre les répétitions. Ce chemin est toujours valide dans [.A] 1

puisque temps(T) < % On peut poursuivre cette trace par vw pour les mémes raisons.
Comme temps(t;j) = temps(t;,), Uétat d’arrivée (Igi1,v), ) vérifie v (z) = vry1(2)
pour toute horloge x active sur J, et vérifie (8) pour les horloges inactives car cela est
vérifié dans (Ix,vy,).

Si A; — A1 < 0 alors on raccourcit les passages de temps de f; de A; — A;1. Par
(7), on a bien temps(f;) > A;41 — A;. S’il y a assez de passages de temps en dehors
des cycles faibles, alors on raccourcit arbitrairement ceux-1a pour obtenir temps(f/) =
temps(f;)+A; —Aj41. Alors les transitions ordinaires et les cycles faibles sont réalisables
comme dans le cas précédent (éventuellement en répétant un facteur dans chaque cycle
faible). Si les passages de temps ordinaires ne suffisent pas alors on modifie les cycles
faibles de f;, en raccourcissant les pasages de temps des ¢; ou j est un bloc pompable.
On montre que le chemin est valide comme dans le cas précédent. Pour toute horloge x,
si la remise & zéro la plus récente de = a eu lieu dans f/, alors le coefficient p(z) est la
fraction du passage de temps ajouté (ou supprimé) par cette construction dans f/ apres
cette remise & zéro; le coefficient ni(z) est la fraction de passage de temps supprimé
dans f; depuis la la remise a zéro la plus récente de x. Voir la figure 4. ]

La proposition établit une propriété des états de C A(AN ) qui sont l’abstraction d’un
méme état de A.

Proposition B.17. Soit (I,v) un état de A et soit 71,7y deus états de C4(AN) tels
que (1,v) <gps m1 €t (1, v) <gps T2. Supposons (quitte a rénuméroter) que les horloges
apparaissent dans lordre x1,...,xy, dans les rubans de my et wy. Soit d; = left\ (x;) —
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—_—
| ‘ oo ‘ | — —
M~~~ | I 1
k() k() o)
l l l l
z:=0 time k z:=0 time k
(a) La remise & zéro la plus récente (b) L’horloge z est
de I’horloge x a eu lieu dans f; avec remise a zéro dans f;.
i <. Dans ce cas i = i et

uk(z) = 1.

FIGURE 4 — Deux cas de la construction du lemme B.16

left? (x;) pour tout i € {1,...,m}. Alors on est dans l'un des deux cas :

Vi<i<m, dy+...+d; e{-1,0}
ou bien
V1l <i<m, d1+...+d,~e{0,1}

Démonstration. Comme la valuation des horloges de X est fixée, la seule liberté dans
le choix des valuations de B est la valuation des horloges Aq,...,Ay, notée § et &'
respectivement pour les deux états. Comme on a toujours 0 < Ay < 1, et Aj 11 —A; = %,
il existe 0 < € < + tel que 8, = &; + € pour tout i (ou bien & = &} + €). On fait une
récurrence sur 1 < ¢ < X pour montrer la forme des dy + ...+ d;. O

On démontre maintenant un résultat similaire au lemme B.16 mais pour les états de
CA(AN) proches dans le sens de la proposition précédente.

Proposition B.18. Soit 11 € L (C4(AN)) et my € C4(AN)) tels quil existe (I,v) € A

6 . ~
avec (1,v) <gps T €t (1,0) <gps T2. Alors m — m ou &’ € T.

Démonstration. Soit (0); la trace du cycle de 1. On rénumérote les horloges actives sur
ce cycle en xy,. .., x,, tel que v(z;) > v(x;41) et on suppose que v(z;) # v(x;y1). Il existe
a1 < ... < ay, ol Oy, est la derniere transition discrete ou cycle faible qui remet x; a
zéro. Si d,, est une transition discrete, on pose d,, = da,; €t 0F = €. Si d,, est un cycle
faible, alors &, (resp 1) le préfixe (resp. le suffixe) de &4, jusqu’a (resp. qui commence

apres) la derniére remise a zéro de x;. On pose ap = 0. Ecrivons

Jo N f2 e fm
§= [00...62) 165 0ans1--0m)] 0% 0apsr . 0m] oo [0F Gay - Onl,
Alors on a,
left/\! () = tempsa (6,,) + Z tempsa () mod N. 9)
l=a;+1
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Sion pose d; = left ¥ (z;) —left’y (x;), alors la suite di, . .. , d,, vérifie la propriété suivante
par la proposition précédente.

Vi<j<i<m,di=1=dj+dj;1+...+d; €{0,1} (10)
V1§j<i§m,di:—1:>dj+dj+1—|—...+dl-6{—1,0}

1 va construilre une trace = e (6] ue mp — 9. otons ¢g; eta (6] ue
0 trui trace & = fi...f!, tel q d Notons g¢; I'état tel q

61...05 01...6; , ;. c sz .
T = q; et q; tel que m —5 qg. Les états qg vont vérifier la propriété suivante :

pour tout i,j € {0,...,m}, il existe a; < o) < ;41 tel que
Vk € {Oéi, e ,a;}7 35’ < leftg“ (1']) f left'ﬁ“(xj) + dj/ +...4+diq (11)
Vk € {ah+1,.. 0}, 35 <i leftR(z;) = left% (z) +dy +... + d;
On pose f} = fo et f/ = fi pour tout ¢ > 0 tel que d; = ... = d; = 0. Supposons
1o --- fl_y construit.
Si d; = 0, on définit f] de la maniere suivante. Pour tout k € {it1,...,qi41},

si 0 est une transition discréete ou un passage de temps alors §;, = dj. Si 0p est un
cycle faible, alors soit d = t;,. ... i uvwty,_y ...ty ou j est maximal tel que i; est un
bloc pompable de ggy1. On pose alors &), = t;, ...t u'v/(v'7)wt;,_, ... t; ot u'v/ est
obtenue a partir de uv en enlevant les passages de temps, et 7 est un passage de temps tel
que tempsp (7) = 1. On montre comme dans le lemme B.16 que cette trace est réalisable.

Si d; = 1, alors pour toute horloge z;, on a lefth;“(xj) — left® (z;) € {-1,0} par
(11). Si on modifie le premier passage de temps pour faire traverser un A de plus. Alors
I'état d’arrivée vérifie (11) et on construit le reste du chemin et g;,,,, comme dans le cas
précédent.

Si d; = —1, alors pour toute horloge z;, on a lefth;“ (z;)—left¥ (z;) € {—1,0} par (11).
On suit les transitions et les cycles faibles comme dans le cas d; = 0 jusqu’au premier
passage de temps 7 tel que tempsa (7) > 1. On raccourcit ce passage de temps de un A
et conclut comme dans le premier cas.

La trace ¢ ainsi construite est applicable & partir de 71 comme on vient de démontrer.

Par (9), on a bien m LN . O

Pour un état ¢ de C4(A"N), soit g I'état de C4(A%N) obtenu en dupliquant chaque A
dans le contenu du ruban de gq.

Proposition B.19. Si g € L, (C4(AYN)) alors G € Lo (C4(A%N)).

Démonstration. Soit ¢ = ¢1 LINSLIN gn = q. On va adapter ce chemin a g, en se servant
du fait que tout bloc non trivial reste grand sur ce chemin (car [¢;] C [m;] C [H(m,i,n)]
par hypothese). On construit un chemin § = ¢}...q), = g tel que § = ¢, pour tout
1< <n.

Les transitions discretes exactes et les passages de temps s’adaptent facilement car
toute garde est satisfaite exactement, donc il suffit de prolonger les passages de temps.

Traitons les cycles faibles. Par hypothese de récurrence, on a ¢, = g; au début d’un cycle
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faible. Comme tout petit bloc est de taille —1 dans g;, toute garde satisfaite en ¢; est
satisfaite aussi en ¢;. On peut donc suivre la méme trace en ¢, qu’en ¢;, en répétant les
facteurs répétables pour insérer deux fois plus de A dans chacun des blocs pompables,
puisque par hypothese sur 7, tout bloc qui n’est pas pompable est de taille —1 a ’état
d’arrivée. On a bien ¢, | = Git1. O

Proposition B.20. Soit ¢ € L,(C4(AN)). Alors pour tout (I,v) € A, 8i § <cone (I,v)
alors (1,v) <aps q-

Démonstration. Soit la valuation Aq,...,Agy pour g. On pose A, = Ay + % et
vérifie que on a bien (I,v) <,ps ¢ pour cette valuation. O

Lemme B.21. Siq € L, (CA(AN)), alors il existe (1,v) € Lﬂ([[.A]]%) tel que (1,v) <aps q-

Démonstration. Soit T' € T tel que q r, g (qui existe par le lemme B.19). Soit (I1,v1)
tel que § <conc (l1,v1). Par le lemme 2.1, il existe (I;,v;) pour tout i > 2 tels que

(©) .
G <conc (lisvi) et (1;,v;) LA (Lis1,vis1) avec untime(6)) = T”. L’ensemble des valeurs
fractionnaires {v;(x)} de z est borné pour tout = € X et les passages de temps de §()
peuvent étre supposés bornés aussi. Par compacité, il existe un point d’accumulation de

cette suite, un état (I,v) et une trace 0 avec untime(d) = 7”. On a (I,v) LN (I,v) car
toutes les inégalitées sont larges donc toutes les gardes sont vérifiées quand on passe a la
limite. Cependant on n’a pas nécessairement § <conc (I, v) car cette relation dépend de
I’existence d’une valuation pour des horloges supplémentaires qui vérifient des contraintes
strictes (ouvertes). Mais on va montrer que si € > 0 est assez petit, alors pour tout i > 1
tel que doo(v,v;) < €, (I, v;) € LW([[.A]]%). Comme ¢; <conc (I,vi), on aura (I,v;) <abs q
par la proposition précédente.

Soit un tel ig et 0 < € < ?%N On montre qu’on peut adapter la preuve du lemme B.16
pour construire un chemin tel que (I;,,vi,) —* (liy,vi,). On a bien [v;,], [v] C [m], et
si on modifie la trace (d;); comme dans cette preuve, il suffit pour conclure de montrer
qu’elle est réalisable & partir de (I, v;,). Pour cela, on construit le chemin (I3, v} )g>1 ol
v} = vj,, et Uinvariant (8) est remplacée par

v(as) = (@) + en(z;) + (@) (Di — Aggr) + Aigr — By +1(2) (A — D).
(12)
ou €1(x;) = v'(x;) —v(x;) et |ex(x;)| est décroissant pour tout x;. Il s’agit en effet d'un
coefficient supplémentaire borné par €, qui représente la différence entre commencer
le chemin en vy et v]. Comme |A;| < 5% et |ex(2;)| < 3k, I'équation (12) implique
doo (Vk, v},) < % par inégalité triangulaire. Pour finir, on suit la preuve du lemme B.16.
]

Preuve du lemme 3.17. Par la remarque du début de cette sous-section, on se concen-
tre sur les états 71,7, € L(C4(AY)). Par le lemme B.21, il existe un état (I,v;) €
LW([[A]]%) tel que (I1,v1) <abs 1. De méme, soit (I},v]) € Lﬂ([[.A]]%) tel que (17, v]) <abs
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5y ™, € L (Ca(A?M))
=conc ~<conc
(Iy,v7) e B0 ot € L([A] L)
~abs ~abs Sabg

/ N
@ ........ i 7 téiﬁfﬁé”]é'.'ié”>@ € L (Ca(AN))

FIGURE 5 — Preuve du lemme 3.17.

7! . Par le lemme B.16, on a (I1,v1) —* (I4,v}) sur une trace 7. Donc il existe 7] €
CA(AN) tel que 1 —* 7 et (I}, v]) <abs 71, sur la méme trace non-temporisée, par le
lemme 2.1. Par le lemme B.18, 7} —* 7/, sur une trace de T O

C Preuve de correction de R(A)]

w

On étudie I'accessibilité entre les régions de A le long des cycles faibles (corollaire C.2)
et les cycles quasi-exacts de progres (lemme C.3). Ces propriétés nous permettent ensuite
de démontrer le théoreme 4.1.

Lemme C.1. Soit 7 : q1 ~ q2 un cycle faible sous forme normale de C4(A*M), sur

une trace non-temporisée T. Alors, quelque soit N > 2N7,
~ Pour tout ¢ € S(CA(AN)) avec Valy(q}) = Valx(q1), il existe ¢h € S(C4(AN))

tel que q) KR ¢,
~ Pour tout ¢ € S(C4(AN)) avec Valx(¢h) = Valx(q2), il existe ¢, € S(Ca(AN))
tel que ¢} KR .

Démonstration. Immédiat en regardant de plus pres les preuves des lemmes B.13 et
B.14. 11 s’agit en effet d’une version plus fine de ces lemmes. O

Corollaire C.2. Soit 7 : g1 ~ qo un cycle faible sous forme normale de C4(A?*N1), sur
une trace non-temporisée T. Alors, quelque soit 6 > 0,
— Pour tout (I,v) € Valx(qu), il existe (I,v") € S(A) tel que (I,v) EiN (1,v") dans
[[“4]]57 .
— Pour tout (I,v") € Valy(qe), il existe (I,v) € S(A) tel que (I,v) EiN (1,v") dans
[ALs.
Démonstration. Soit § > 0 et N > max(2Ny,2[1/0]). Par le lemme C.1, pour tout
q; € S(C4(AN)) tels que Valy(q)) = Valx(q1), il existe ¢, avec Valy(qh) = Valy(q2)

tel que ¢} EiN ¢y dans C4(AN). Soient (I,v) € Valy(q1) et ¢} € S(C4(AN)), tel que
¢y <conc (I,v). On a bien Valy(q]) = Valy(q1), et il existe ¢5 avec Valy(g5) = Valx(g2)

37



P ~ k
et q} EiN ¢5. Alors par le lemme 2.1, il existe (I,v") tel que (I,v) EiN (1,v") dans [A]s
et g5 <conc (I,v"), donc (I,v") € Valy(qg)) = Valx(g2). Tout chemin de [A]s est aussi un
chemin de [A]s pour tout &' > 4.

Le deuxieme point est similaire. O

2N1)

*
Lemme C.3. Soit 1 K g2 un cycle quasi-exact de progres de C4(A , T une trace
*

non-temporisée. Alors pour tout (I,v1) € [q1] et (I, v2) € [¢1], (I, v1) KN (I,v2) dans [A]s,
pour tout § > 0.

Démonstration. Soit q¢ € S(C4(A?M)) tel que ¢ <cone (I, v1). En répétant le cycle quasi-
exact & partir de g, on arrive dans un état ¢’ tel que ¢’ € Lij(C4(A?M)). Par le lemme 2.1,

il existe (I,v]) tel que ¢ <cone (I,v]) et (I,v1) EAN (I,v]) dans [[A]]N% Alors par la

construction du lemme B.21, on obtient (I,v}) EAN (I,v]) ou (I,v)) € LH([['A]]N%)' On

peut faire le méme raisonnement a lenvers et montrer que ([, v2) admet un prédécesseur

(1,v4) par T* qui appartient & Ly([.A] 1 ). Enfin, le lemme B.16 établit (,v}) KN
N1
(1,0%). O

On démontre le théoreme 4.1 par les deux lemmes suivants.

Lemme C.4. Soit 1T = ((L;, R;))i>1 un chemin fini ou infini sur Ry (A). Alors pour

—_——

tout § > 0, il existe un chemin m = ((1;,v;))i>1 de [Als, avec untime(n) € untime(II).

Démonstration. On construit le chemin (I;,v;) par récurrence sur i > 0. L’état initial
est (Lg,0) € (Lo, Rg) ou Ly est 'état de controle initial de A, et Ry = {0}. Si la i-me
transition est un passage de temps ou une transition discréte (exacte) de Ry, alors cette
transition peut étre suivi a partir de (l;,v;) et on arrive dans un état (L;11,v11) €
(Lit1, Rit1). Si la i-eme transition est un cycle faible, soit ¢; ~ g2 un cycle faible

sous forme normale de C4(A%V1) témoin de cette transition sur une trace T. Par le
~ 3k

corollaire C.2, il existe (lj4+1,vi4+1) tel que (I;,v;) ER (lit1,i41)- O
1
m;
chemin de [A]s qui ne vérifie pas ¢ alors il existe un chemin de Ry(A) qui ne vérifie

pas @.

Lemme C.5. Soit ¢ une propriété de co-Biichi. Alors, pour tout § < s’il existe un

Démonstration. Soit 7' obtenu & partir de 7 par le lemme 3.3. Pour toute transition
exacte ou passage de temps 7, — 7/, il y a la transition correspondante dans R (A)
entre les régions Valy(mj) et Valy(m, ). Si m; — mj,; est un cycle faible sous forme
normale avec L '’ensemble des états de contrdle visités et A ’ensemble des horloges
actives, alors il existe une transition Valy (7)) (T> Valy (7}, ), par le lemme C.6. De

méme, s'il s’agit d’un cycle quasi-exact de progres alors Ri,(A) contient la transition
Valx(ﬂ'g) anl/"f(ﬂ-g-i-l)' |
¥
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Dans la description de 'algorithme, nous n’avons pas justifié le majorant de 3|£| X K
sur la longueur des cycles faibles. Dans le lemme suivant, on montre que pour construire
R (A), on peut se restreindre aux cycles de longueur bornée. Cela établit le théoréme 4.2.

Lemme C.6. Soit © : q1 ~ qo un cycle faible normalisé sur Co(A*M) avec A C X
l’ensemble des horloges actives et L C L [’ensemble des états de contrile visités dans
w. Alors il existe un cycle faible normalisé ' : ¢y ~ ¢4 avec Valy(q)) = Valx(q1),
Valy(¢h) = Valx(q2) et |7'| < XKo|L|? avec A lensemble des horloges actives et L
l’ensemble des états de controle visités.

Démonstration. Soit m = m;, ... m;, la décomposition de m comme dans (3). On construit
7’ en modifiant 7. D’abord, si le bloc ,, de ¢; est de taille supérieure & X K, alors on le
remplace par AXX0, Ensuite, on enléve ou raccourcit les passages de temps de m, pour
obtenir tempsp (1) < X K. Cela est possible par la proposition B.2, méme si le bloc i,, se
décompose sur 7 puisqu’on a limité la taille de ce bloc. Quand on supprime les passages de
temps de 7, on peut assurer que si m;; contient un passage de temps 7 > 2, alors il en est
de méme pour 7T§j, et que si tempsn (7;;) > Ko, alors tempsA(ﬂ'l’-j) > K. Ainsi, on aura
Pompables(7) = Pompables(n’). De plus, 7’ sera sous forme normale. On peut supposer
que 7' ne contient pas de passage de temps 7 tel que temps(7) > 0 et tempsp(7) = 0
puisqu’il est sous forme normale (on peut les supprimer ou les fusionner avec les passages
de temps voisins). Alors on a |7|tine < X Kp. Montrons qu’on peut également borner
le nombre de transitions discretes. On considere les transitions discretes consécutives,
séparées par des passages de temps de durée nulle. Puisque le ruban ne change pas
lors de ces transitions, toute telle suite de longueur supérieure & |£| contient un cycle.
Cependant, on ne peut pas supprimer tous les cycles puisque ’ensemble des états de
controles visités a une importance. On va plutét supprimer tout cycle de durée nulle qui
ne contient pas un état de contrdle qui n’est pas déja visité. Ainsi entre chaque passage
de temps de durée non-nulle, il reste grossierement au plus |£|? transitions discrétes (un
cycle par nouvel état de controle). O
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