
Distan
e exa
te dans les graphes α-doublantsLoïg JEZEQUEL30 août 2007revu le 28 février 2008RésuméDans 
et arti
le nous expliquons la notion d'étiquetage des sommets dansun graphe et nous donnons quelques résultats 
onnus à 
e sujet. Nous ex-posons ensuite la notion de séparateur d'un graphe et son intérêt pour 
e quiest de l'étiquetage de distan
es, en nous appuyant sur un exemple 
on
ret :son utilisation dans un arbre. En�n nous exposons deux pistes pour trouverdes séparateurs utiles dans un type de graphes parti
ulier, dits α-doublants.
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Introdu
tionIl est fréquent en informatique de devoir 
al
uler la distan
e entre deuxsommets d'un graphe. Pour de nombreux problèmes a
tuels, notamment leroutage dans les très grands graphes (internet, réseaux pair à pair. . .), il estmême né
essaire de pouvoir obtenir 
ette distan
e de manière très rapide.Comme souvent, il faut faire un 
hoix entre rapidité de 
al
ul et taille dedonnée sto
kée. Les méthodes a
tuelles, globales, né
essitent bien souventd'avoir une vision d'ensemble du graphe étudié - ave
 tous les in
onvénientsque 
elà apporte dans les 
as 
on
rets (évolution des réseaux pair à pairdans le temps, très grande taille des graphes réels. . .) - ou bien donnent desapproximations de la distan
e au lieu d'une valeur exa
te.La notion d'étiquetage des sommets, introduite par Breuer et Folkmanpour résoudre des problèmes d'adja
en
e, pourait apporter des solutions nou-velles et intéressantes au problème du 
al
ul de la distan
e (exa
te ou non)dans les très grands graphes 
ar il s'agit d'une méthode lo
ale, ne né
essitantpas la 
onnaissan
e de tout le graphe mais seulement de la partie étudiée de
elui-
i. La notion d'étiquetage en général a été traitée notamment par CyrilGavoille et David Peleg dans l'arti
le [1℄.Ce 
al
ul de distan
e par étiquetage des sommets a déjà été étudié dans denombreuses 
lasses de graphes [2℄. Cependant le 
as des réseaux α-doublantsn'a pas en
ore été traité (en tout 
as du point de vue de la distan
e exa
te,on peut trouver des travaux sur le routage dans de tels graphes dans l'arti
le[3℄), nous avons don
 dé
idé de nous intéresser à 
e type de graphes, quiprésentent plusieurs intérêts ayant motivé 
ette étude.La première partie présentera la notion d'étiquetage des sommets, et plusparti
ulièrement pour le 
al
ul de distan
es exa
tes. Puis, la deuxième partietraitera de la notion de séparateur qui s'avère très utile pour étiqueter lesgraphes. En�n, la troisième et dernière partie exposera nos résultats 
on
er-nant le 
al
ul de la distan
e exa
te dans les graphes α-doublants.1 Étiquetage1.1 Prin
ipe et originesLe prin
ipe de l'étiquetage est d'asso
ier à 
haque sommet d'un grapheune étiquette 
ontenant su�semment d'informations pour pouvoir ensuite,à partir de 
elle-
i, obtenir les données souhaitées. Il existe bien sûr uneméthode triviale pour réaliser 
es étiquettes. Elle 
onsiste à sto
ker toutesles données sur 
haque sommet (par exemple pour un 
al
ul de distan
e2




haque sommet 
onnaîtrait sa distan
e à tous les autres, il su�rait ensuiteétant donnés deux sommets de 
onsulter l'un ave
 le nom de l'autre pourobtenir le résultat voulu). Mais il est évidemment possible (et souhaitable)de trouver des méthodes bien plus e�
a
es en terme de taille d'étiquette.Cette idée d'étiqueter les sommets a été initialement introduite par Breueret Folkman a�n de pouvoir déterminer l'adja
en
e entre deux sommets d'ungraphe en ne 
onnaissant que l'étiquette de 
ha
un d'entre eux. Elle a ensuiteété développée pour obtenir d'autres informations sur les graphes : distan
e[2℄, s
héma de routage [3℄. . .En fait, trois valeurs sont primordiales pour obtenir de manière e�
a
eune information en étiquetant les sommets d'un graphe :1. la taille des étiquettes (
'est-à-dire le nombre de bits né
essaires poursto
ker la plus grande d'entre elles).2. le temps né
essaire, étant données les étiquettes, à obtenir le résultatvoulu (dans 
ertains 
as les étiquettes obtenues sont très petites maisun temps de dé
odage exponentiel est né
essaire [2℄).3. dans une moindre mesure peut être, tant qu'il reste raisonable et dansle 
as de graphes n'évoluant pas, le temps né
essaire pour mettre enpla
e les étiquettes.1.2 L'étiquetage des distan
es et son formalismeLe prin
ipe de l'étiquetage des distan
es est le suivant : il faut asso
ier à
haque sommet d'un graphe une étiquette de manière à être 
apable, unique-ment à l'aide des étiquettes de deux sommets, de 
al
uler la distan
e qui lessépare.De manière plus formelle : étant donné un graphe G non orienté valué etdeux sommets u et v, soit dG(u, v) la distan
e de u à v dans G, 
'est-à-direla valeur minimum d'un 
hemin allant de l'un à l'autre.Une fon
tion d'étiquetage pour le graphe G est une fon
tion L qui asso
ieà 
haque sommet u de G un entier non nul L(u, G).Un dé
odeur est une fon
tion f qui, étant données deux étiquettes λ1 et
λ2 (sans savoir de quel graphe elles proviennent), retourne f(λ1, λ2). 〈L, f〉est alors appelé un étiquetage de distan
e pour G si f(L(u, G), L(v, G)) =
dG(u, v) pour n'importe quelle paire de sommets u, v ∈ V (G). De manièreplus générale, 〈L, f〉 est un s
héma d'étiquetage des distan
es pour la famillede graphes G si 
'est un étiquetage de distan
e pour 
ha
un des graphes
G ∈ G.Il est 
lair qu'il existe un s
héma d'étiquetage des distan
es pour toutefamille de graphes quand la taille des étiquettes n'est pas limitée. Cependant3



il est préférable d'essayer de trouver des étiquettes de taille la plus petitepossible.Il est né
essaire de dé�nir quelques notions pour la suite :La taille de l'étiquette L(u, G) asso
iée à u sera notée |L(u, G)|,
Lmax(G) = max

u∈V (G)
|L(u, G)|.Étant donnée G une famille �nie de graphes et un s
héma d'étiquetage desdistan
es 〈L, f〉 sur G :

l〈L,f〉(G) = max{Lmax(G)|G ∈ G},
l(G) = min{l〈L,f〉(G)|〈L, f〉est un s
héma d'étiquetage des distan
es pourG}.1.3 Quelques résultats 
onnusVoi
i quelques résultats notables sur les bornes 
onnues pour la taille desétiquettes dans di�érents types de graphes :1. des bornes supérieures (majorations de l(Gn), Gn étant la famille 
on-stituée des graphes à n sommets de G)2. des bornes inférieures (minorations de l(Gn)).Winkler a montré dans [4℄ que pour la 
lasse G de tous les graphes,

l(Gn) ≤ 1.58n.Dans [2℄ il est montré, pour la 
lasse Gn de tous les graphes à n sommets,qu'il existe un s
héma d'étiquetage des distan
es 〈L, f〉 tel que :
l〈L,f〉(Gn) ≤ 11n + O(lognloglogn),et qu'ave
 
e s
héma la distan
e peut être 
al
ulée en un temps O(loglogn)et les étiquettes générées en un temps O(n2).Toujours dans [2℄ il est montré, pour la famille G des graphes possédant un

r(n)-séparateur (
ette notion sera expliquée plus en détails dans la pro
hainepartie) :
l(Gn) ≤ O(R(n)logn + log2n),où R(n) =

∑log3/2n

i=0 r(n(2/3)i). Et dans 
e 
as la distan
e peut être 
al
uléeen un temps O(logn).En�n [2℄ donne aussi quelques bornes inférieures. Ainsi, pour la famille
T des arbres binaires non valués par exemple :

l(Tn) ≥ log2n/8−O(logn).4



Ou en
ore, pour la famille G des graphes généraux :
ls(Gn) ≥ n/2− O(1),ave
 le dé
odeur f dé�ni tel que dG(u, v) ≤ f(L(u, G), L(v, G)) ≤ s.dG(u, v)où s est un réel < 3.2 Séparateurs2.1 Utilité des séparateurs en informatique en généralet pour l'étiquetage des distan
es en parti
ulierUn séparateur est un ensemble de sommets d'un graphe qui séparent 
elui-
i en plusieurs parties de taille su�semment petite. Un séparateur est parti-
ulièrement utile losqu'il peut être utilisé ré
ursivement, 
'est-à-dire quandles parties obtenues en séparant le graphe peuvent elles-même être séparéesde la même façon, ainsi il devient possible de séparer un graphe de manièreré
ursive en parties aussi petites que souhaité et 
e en relativement peu d'é-tapes.Les séparateurs peuvent être utilisés notamment dans les algorithmes detype diviser pour régner sur des graphes, il est en e�et évident qu'il n'existepas de 
hemin entre les parties du graphe obtenues après retrait des sommetsdu séparateur. C'est pour 
ette raison que les séparateurs ont été étudiés trèst�t et qu'un bon nombre de résultats les 
on
ernant est 
onnu.Ainsi en 1984 il était déjà 
onnu que les graphes planaires possèdentun séparateur de taille O(
√

n) et Gilbert, Hut
hinson et Tarjan ont montrédans [5℄ que les graphes de genre borné, 
'est-à-dire les graphes dessinablessur une sphère à laquelle g anses ont été ajoutées ave
 g entier, possèdent unséparateur de taille O(
√

gn).Il est aussi 
onnu, par exemple, que si Kr est un mineur ex
lu de G, 
'est-à-dire si Kr ne peut pas être obtenu en ne faisant que supprimer des sommetsou des arêtes et 
ontra
ter des arêtes dans G, alors G a un séparateur de taille
O(f(r).

√
n), où Kr est le graphe 
omplet à r sommets.La notion de séparateur est très importante pour l'étiquetage des dis-tan
es puisqu'elle induit une méthode simple et e�
a
e pour le réaliser. Surla �gure 1 un graphe est représenté, deux parties indépendantes l'une del'autre, A et B, y sont visibles, ainsi que le séparateur qui les a formées,

S. La méthode d'étiquetage des distan
es 
onsiste à sto
ker dans l'étiquettede 
haque sommet de A (respe
tivement B) sa distan
e aux sommets de S.Ensuite il su�t de séparer à nouveau 
haque sous-graphe et de sto
ker demême la distan
e de 
haque élément de 
e sous-graphe aux éléments de son5



Fig. 1 � Exemple de séparateur (S).séparateur. Ainsi, lorsque le graphe ne 
ontient plus que des sommets isolés,des étiquettes su�semment 
omplètes pour pouvoir 
al
uler n'importe quelledistan
e dans le graphe ont été produites. Cette distan
e se 
al
ule alors dela façon suivante : pour deux sommets u et v il s'agit de trouver dans leursétiquettes quel est leur dernier séparateur 
ommun (
'est à dire à quel mo-ment ils se sont retrouvés dans deux parties di�érentes du graphe). Puis leurdistan
e se 
al
ul simplement 
omme étant min{dG(u, s)+dG(v, s)|s ∈ S} où
S est le séparateur 
ommun. Il est 
lair qu'il est important d'avoir un sépara-teur qui retire le moins de sommets possible au graphe, tout en le séparanten parties à peu près de même taille (ainsi il sera préférable de séparer ungraphe en deux parties, 
ha
une de taille ≤ n/2 plut�t qu'en une partie detaille ≥ n/2 et une de taille ≤ n/2) a�n d'avoir des étiquettes les plus petitespossible. Un exemple 
on
ret de 
ette méthode sera exposé un peu plus tard.2.2 Formalisme : r(n)-séparateurA�n de dé�nir exa
tement quel type de séparateurs sont né
essaires pourréaliser un étiquetage e�
a
e des distan
es il 
onvient de dé�nir formellementla notion de r(n)-séparateur. 6



Pour 
elà il faut tout d'abord dé�nir pré
isément la notion de séparateur.Pour un graphe G à n sommets, un ensemble S de sommets de G est unséparateur si son retrait sépare G en 
omposantes 
onnexes de taille au plus
f(n), f dépendant du séparateur (par exemple pour trouver le résultat sur lesséparateurs exposé dans la première partie la fon
tion utilisée était f(n) =
2n/3 [2℄).De 
ette notion dé
oule 
elle de r(n)-séparateur : une famille de graphes
G possède un r(n)-séparateur si pour tout graphe 
onnexe G ∈ Gn il existeun séparateur S de taille au plus r(n) tel que toute 
omposante 
onnexe dugraphe G \ S appartienne à G.2.3 Un exemple : distan
e exa
te dans un arbreA�n d'é
lair
ir la notion de séparateur et son utilité pour l'étiquetagedes distan
es voi
i un exemple simple de son utilisation : le 
al
ul de ladistan
e exa
te dans un arbre. Ce 
al
ul repose sur le fait que les arbrespossèdent un ex
ellent séparateur. En e�et il est possible de séparer un arbreen 
omposantes 
onnexes de taille au plus ⌈n/2⌉ (et qui sont évidemmenttoutes des arbres) en lui retirant un unique sommet.Il est possible, à l'aide d'un algorithme simple de trouver un sommetréalisant 
ette séparation. Il faut 
ommen
er par numéroter les sommets dela façon suivante : toutes les feuilles prennent la valeur 1 puis 
haque autresommet prend pour valeur la somme des valeurs de ses �ls augmentée de 1,
omme sur l'exemple de la �gure 2.

Fig. 2 � arbre préparé pour l'algorithme 17



algorithme 1 trouver sommet
u← racine(A)tant que v(u) > n/2 et ∃f �ls de u tel que v(f) ≥ n/2 faire

u← f�n tant queretourner uLe sommet à retirer se trouve alors de la façon dé
rite dans l'algorithme1, qui prend en entrée un arbre A et donne en sortie le sommet en question.Une fois 
e sommet trouvé, il su�t de garder dans l'étiquette de 
ha
un desautres sommets sa distan
e à 
elui-
i. Le séparateur est ensuite retiré, puisla même opération est e�e
tuée dans 
ha
un des arbres obtenus, et ainsi desuite pour, à la �n, n'avoir plus que des sommets isolés (�gure 3).

Fig. 3 � Étapes de l'étiquetage des distan
es dans un arbreLa distan
e exa
te entre deux sommets de l'arbre se 
al
ule alors trèssimplement, uniquement à partir de leurs étiquettes, de la façon suivante :il su�t de regarder quel est leur dernier séparateur 
ommun puis de faire lasomme de leurs distan
es à 
e séparateur, ainsi dans l'exemple les résultatssuivants sont notamment obtenus : d(l, n) = d(l, f) + d(n, f) = 6 + 2 = 8ou en
ore d(g, d) = d(g, d) + d(d, d) = 1 + 0 = 1. La distan
e entre deuxsommets est ainsi 
al
ulée de façon très rapide (en O(logn)) et 
e ave
 desétiquettes de relativement petite taille (O(logn.logh) où h est la hauteur del'arbre) trouvées rapidement (en un temps O(n2)).8



3 Réseaux α-doublants3.1 Réseaux α-doublants : dé�nition et intérêts de l'é-tudeNous avons don
 dé
idé d'étudier le 
as de la distan
e exa
te dans lesréseaux α-doublants ou de dimension doublante bornée. La dimension dou-blante d'un réseau est la plus petite valeur α telle que toute boule (fermée)de rayon 2r peut être 
ouverte par 2α boules (fermées) de rayon r, la boulede 
entre p et de rayon r étant dé�nie ainsi : Bp(r) = {u ∈ V |d(u, p) ≤ r}où V est l'ensemble des sommets du graphe étudié et d(u, p) la longueur duplus 
ourt 
hemin de u à p. Un graphe est dit de dimension doublante bornéeou α-doublant lorsque sa dimension doublante α est telle que α = O(1). Unedé�nition plus générale de 
ette notion de dimension doublante est donnéedans l'arti
le de Krauthgamer et Lee [6℄.Une propriété intéressante des réseaux α-doublants, qui a motivé notreétude, est le fait que tout sous-graphe d'un graphe de dimension doublantebornée possède lui aussi 
ette propriété. Ainsi il est beau
oup plus simple detrouver un r(n)-séparateur pour les graphes α-doublants que pour 
eux nepossédant pas 
ette propriété.Un autre intérêt de 
e type de graphes est qu'ils semblent se ren
ontrersouvent dans des 
as 
on
rets, ainsi les graphes de type � petit monde �parexemple possèdent la propriété de dimension doublante bornée, ave
, de plus,une valeur de α généralement petite. Les graphes de l'internet, du web ouen
ore 
eux de réseaux pair à pair appartiennent à 
ette 
atégorie.3.2 Un sous-problème : la 
roissan
e bornéeLa 
lasse des graphes α-doublants étant très vaste nous nous sommesd'abord interessés à un sous-ensemble de 
eux-
i : les graphes à 
roissan
ebornée. La notion de 
roissan
e bornée a été introduite par Karger et Ruhl[7℄. Un graphe G est à 
roissan
e bornée si et seulement si ∀p ∈ V , |Bp(r)| ≤
2ρ|Bp(r/2)| où V est l'ensemble des sommets de G. On appelera ρ la KR-dimension.Cependant la 
lasse des graphes à 
roissan
e bornée pose un problèmeque ne posait pas 
elle des graphes à dimension doublante bornée : un sousgraphe d'un graphe à 
roissan
e bornée ne possède pas né
essairement 
ettepropriété. Il faudra don
 tenir 
ompte de 
e problème dans la re
her
he denotre séparateur. 9



En fait, en
ore une fois, un séparateur extrêmement simple sera utilisé.Celui-
i se trouve de la façon suivante : il faut 
hoisir un sommet u quel
onquedu graphe étudié puis faire 
roître une boule autour de 
e sommet jusqu'àatteindre le plus petit rayon r tel qu'il y ait plus de n/2 sommets dans 
etteboule. Ainsi il est 
ertain, une fois le 
er
le de rayon r �té du graphe, que
ha
un des sous graphes obtenus est de taille inférieure ou égale à n/2 : unséparateur a été trouvé. Cependant il ne s'agit probablement pas d'un r(n)-séparateur tel que dé�nit pré
édemment, 
'est pourquoi il va falloir utiliserune méthode un peu di�érente de 
elle ren
ontrée de manière habituelle : lesséparateurs vont tous être trouvés depuis le graphe d'origine au lieu de les
her
her dans les sous graphes obtenus.

Fig. 4 � Séparateur dans les graphes à 
roissan
e bornéePlus 
on
rètement, notre premier séparateur étant représenté sur la �gure4, le sous graphe A sera séparé en deux en trouvant le rayon rA de la pluspetite boule 
ontenant plus de n/4 sommets et en utilisant le 
er
le de rayon
rA 
omme séparateur. En trouvant de même rB rayon de la plus petite boule
ontenant plus de 3n/4 sommets le séparateur de la partie B du graphe seraobtenu (�gure 5). En 
ontinuant de la même manière tous les séparateursné
éssaires seront trouvés.La méthode de 
onstru
tion des étiquettes est ensuite exa
tement la10



Fig. 5 � Séparateurs dans les graphes à 
roissan
e bornéemême que pour l'arbre : sto
ker les distan
es au séparateur dans l'étiquettede 
haque sommet, ave
 la petite di�éren
e qu'il peut y avoir pusieurs som-mets dans un séparateur. Dans 
e 
as il est né
essaire de sto
ker pour 
haquesommet sa distan
e à 
ha
un des éléments du séparateur. Le 
al
ul de la dis-tan
e à partir des étiquettes se fait alors en 
al
ulant un minimum de toutesles distan
es possibles.Bien que le séparateur proposé semble 
onvenable nous n'avons pas en
orepu prouver que 
elui-
i était su�semment petit pour être interessant (
'est-à-dire 
ontenant un nombre très inférieur à n sommets, du type O(n1−1/ρ),qui est un résultat qui semble très probable).En fait, prouver la validité et l'intérêt de notre méthode d'étiquetage desdistan
es dans les graphes à 
roissan
e bornée revient à montrer que pourtout graphe G ayant 
ette propriété il existe un arbre binaire T dont lessommets forment une partitions de V (G) (l'ensemble des sommets de G), deprofondeur inférieure ou égale à logn tel que s'il existe un 
hemin de u à vdans G alors 
e 
hemin passe par w, un élément de Xw le premier an
être
ommun à Xu (le sommet de T 
ontenant u) et Xv (le sommet de T 
ontenant
v). Il faut de plus que ∀X ∈ V (T ), |X| ≤ k, où k << n, 
'est 
ette dernièrepropriété que nous n'avons pas en
ore pu montrer.Une fois 
e
i prouvé il sera possible de générer les étiquettes dans ungraphe à 
roissan
e bornée en utilisant l'algorithme 2 puis de 
al
uler lesdistan
es exa
tes à l'aide de l'algorithme 3 prenant en entrée les étiquettes11



algorithme 2 générer étiquettes
hoisir un sommet v dans Gpro
édure : 
onstruire-arbre (n, r)si n > 1 alors
S ← 0
R← 0
E ← {v}tant que S < n/2 fairemarquer E

E ←su

esseurs non marqués des éléments de E
R← R + 1si R ≥ r alors

S ← S + |E|�n si�n tant que
r′ ← Rarbre← {ra
ine : E, fgau
he : 
onstruire-arbre (n/2, r), fdroit :
onstruire-arbre (n/2, r′)}retourner arbresinonretourner la partie restante du graphe�n si�n pro
édurearbre←
onstruire-arbre (n, 0)pour tout élément t de arbre fairesto
ker dans l'étiquette de 
haque élément de t sa distan
e à tout sommetdu graphe appartenant à un des an
êtres de t dans l'arbre et sa distan
eaux autres éléments de t.�n pour

12



l(u) et l(v) des sommets u et v entre lesquels la distan
e doit être 
al
ulée. Lesétiquettes seraient don
 de tailleO(K.log2n) (où K est la taille du séparateur)pour un 
al
ul de distan
e prenant un temps O(K.logn), par 
ontre ellesseraient générées en un temps O(n3) (dans le pire des 
as dans l'algorithme2 il faudrait 
al
uler la distan
e de 
haque sommet du graphe à 
ha
un desautres, 
e qui se fait en un temps O(n3) par un simple par
ours en largeur).algorithme 3 
al
uler distan
e
Su ← premier séparateur retenu dans l(u)
Sv ← premier séparateur retenu dans l(v)
S ← Sutant que Su = Sv faire

S ← Su

Su ← séparateur suivant retenu dans l(u)
Sv ← séparateur suivant retenu dans l(v)�n tant que

d← dmaxpour tout s ∈ S fairesi d ≥ (d(u, s) + d(v, s)) alors
d← (d(u, s) + d(v, s))�n si�n pourretourner d3.3 Retour aux réseaux α-doublantsLe temps passé sur les graphes à 
roissan
e bornée ne nous a pas permisd'étudier en détail le 
as plus général des réseaux α-doublants. Cependantune façon de les dé
ouper semble se dégager de par leur stru
ture, en voi
i leprin
ipe. Puisque la propriété de dimension doublante bornée nous permetd'a�rmer que tout sous-ensemble d'un graphe α-doublant peut être 
ouverten utilisant au plus 2α ensembles de sommets 
'est vrai pour le graphe luimême (s'il est �ni). Le graphe sera don
 
ouvert par des ensembles parti
-uliers : des boules. Il est 
onnu qu'il est possible d'en avoir de l'ordre de 2α(en 
ouvrant la plus petite boule qui 
ouvre le graphe entier par 2α boules).Il serait ensuite possible de dé
ouper le graphe selon les bords de 
es boules(�gure 6). Le problème étant toujours le même que pré
édemment : savoirsi 
e séparateur est su�samment petit pour être intéressant, 
'est-à-dire s'il
ontient un nombre de sommets très inférieur à n.13



Fig. 6 � S
héma de séparateur dans les graphes α-doublantsDu fait de la propriété des réseaux α-doublants 
itée au début de 
ettepartie tous les sous-graphes obtenus par le retrait de 
e séparateur seraienteux aussi α-doublants et le séparateur obtenu serait don
 for
ément un r(n)-séparateur tel que dé�nit dans la partie II.De manière 
on
rète il n'est pas for
ément fa
ile de trouver un dé
oupagedu graphe en moins de 2α sous-graphes. Cependant il est possible de trou-ver de façon très simple (ave
 un algorithme polynomial) un dé
oupage enplusieurs parties dont la propriété de dimension doublante bornée prouvel'existen
e et 
e à travers la notion de r-réseau [3℄. Il est en fait relativementsimple de 
onstruire pour tout graphe G = (V, E) à n sommets un ensemble
Cr(G) d'ensembles de sommets véri�ant les propriétés suivantes :

1.∀v ∈ V, ∃C ∈ Cr(G) tel que B(v, r) ⊆ C.

2.∀v ∈ V, |{C ∈ Cr(G)|v ∈ C}| ≤ 4α.

3.∀C ∈ Cr(G), min{b|∃u ∈ C : C ⊂ B(u, b)} ≤ 2r.La propriété 1 signi�e en fait que pour tout sommet de G la boule de
entre 
e sommet et de rayon r est 
ontenue dans un des ensembles de Cr(G).La propriété 2 assure que les sommets de G soient 
ontenus dans � assezpeu �d'éléments de Cr(G). En�n la propriété 3 a�rme que les éléments de
Cr(G) ne sont pas � trop grands �. 14



La preuve de l'existen
e d'un tel dé
oupage des graphes à dimension dou-blante bornée dé
oule en fait d'un algorithme glouton très simple permettantde le 
onstruire 
omme étant B(u, 2r)|u ∈ R où R est le résultat obtenu parl'algorithme 4 quand le graphe G étudié lui est donné en entrée.algorithme 4 r-réseau
R← ∅tant que G 6= ∅ faire
hoisir un sommet u

G← G \B(u, r)
R← R ∪ {u}�n tant queretourner RCon
lusionNous avons don
 proposé deux séparateurs, l'un pour le 
as parti
ulierde la 
roissan
e bornée et l'autre pour le 
as plus général des réseaux α-doublants. Il reste �nalement, dans les deux 
as étudiés, à trouver la tailledu séparateur, 
e
i a�n de pouvoir évaluer pré
isément la taille des étiquettes
réées. Si 
es étiquettes s'avèrent de taille raisonable - 
'est-à-dire si le sé-parateur 
ontient un nombre de sommets très inférieur à n (le nombre desommets 
ontenu dans le graphe étudié)- l'algorithme proposé poura alorsêtre validé. Il sera alors probablement possible de trouver un algorithmede routage dérivé de 
et algorithme de 
al
ul des distan
es, l'intérêt de 
es
héma de routage étant qu'il donnerait un routage exa
t dans nos graphes(une méthode existe déjà pour donner un routage approximé [3℄).Cette méthode de routage pourrait peut-être même s'avérer e�
a
e dansle 
adre des réseaux pair à pair, qui sont α-doublants. En e�et, 
es réseauxprésentent une organisation permettant a priori assez bien la mise en pla
ede s
hémas de routage par étiquetage des sommets : 
haque pair 
onnaîtraitson étiquette. Le problème serait alors d'étudier 
omment faire la mise à jourdes étiquettes lors de l'ajout ou du retrait d'un pair du réseau : peut-on faire
ette mise à jour simplement et de manière lo
ale ou, au 
ontraire, risque-t-onde devoir modi�er toutes les étiquettes de manière régulière ?
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