Types rťecursifs. Relations logiques.

Documents autorisťes (en particulier le poly).

Les questions sont annotťees par un niveau de dif^cultťe, variant de (0) (facile) ffia (3) (dif^cile). En comptant 5 minutes passťees par problffieme facile, 10 minutes par problffieme de dif^cultťe (1), 15 minutes par problffieme de dif^cultťe (2), et 20 minutes par problffieme de dif^cultťe (3), vous aurez besoin de 2h05 pour tout faire, ce qui vous laisse le temps nťecessaire pour lire ce trffies long ťenoncťe . . .

Types rťecursifs

On se propose d’examiner une variante du systffieme des types simples autorisant d’ťecrire des types rťecursifs. C’est dťejffia ce que propose CaML, offiu un type dťe^ni peut Ĺetre dťe^ni en fonction de lui-mĹeme, par exemple :

type arbre = FEUILLE of int
           — NOEUD of arbre * arbre;;
type paradox = P of paradox -¿ paradox;;
type nat = O
         — S of nat;;

On va, pour reprťesenter cette rťecursivitťe, ajouter au langage des types simples une construction μX · f(X), qui dťenote en gros l’unique type τ que l’on dťe^nirait en CaML en ťecrivant type τ = f(τ);;. Par exemple, on coderait les types ci-dessus sous la forme de arbre = μX ·int+(X ×X), paradox = μX ·X ⇒ X, nat = μX ·unit+X.

Formellement, les types sont : F ::= b|X|F ⇒ G|μX · F offiu les b sont des types de base, les X des variables de type et offiu la variable de type X est liťee dans μX · F . On supposera que l’α-renommage est appliquťe aux types implicitement.

On note ∼ la plus petite congruence sur les types telle que μX · F ∼ F [X := μX · F ]. (On rappelle qu’une congruence est une relation d’ťequivalence qui passe au contexte.)

Les rffiegles de typage sont celles des types simples plus une rffiegle portant sur les types rťecursifs. Appelons le systffieme suivant systffieme μ : (V ar) Γ, x : F ⊢ x : F Γ ⊢ u : F_1 ⇒ F_2 Γ ⊢ v : F_1 (App) Γ ⊢ uv : F_2

Γ, y : F_1 ⊢ u[x := y] : F_2 (Abs) Γ ⊢ λx · u : F_1 ⇒ F_2 Γ ⊢ u : F F ∼ G (T Eq) Γ ⊢ u : G On ne considťerera que la rffiegle β, pas η, comme rffiegle de rťeduction du λ-calcul dans cette partie.

1. (1) Montrer que tout λ-terme (non typťe) u est de type μX · X ⇒ X dans n’importe quel contexte Γ envoyant chaque variable libre dans u vers μX · X ⇒ X dans le systffieme μ.

2. (0) En dťeduire qu’il existe des λ-termes non fortement normalisants, et mĹeme non faiblement normalisants, dans le systffieme μ. (On exhibera un contre-exemple.)

3. (3) On va rťeparer ce dťefaut en considťerant un sous-systffieme μ^+ du systffieme μ, offiu dans μX · F la variable X ne peut avoir que des occurrences positives dans F . (Informellement, si l’on voit les types comme des formules, les occurrences positives sont celles qui apparaissent sous un nombre pair de nťegations, chaque implication F ⇒ G comptant comme une nťegation de F .)

Formellement, on dit que X apparaĹ”t positivement dans une variable de type Y si et seulement si X = Y ; dans F ⇒ G si X apparaĹ”t positivement dans G ou nťegativement dans F ; dans μY · F (Y ≠ X) si X apparaĹ”t positivement dans F . Et que, symťetriquement, X apparaĹ”t nťegativement dans un type si et seulement si : ce type est F ⇒ G et X apparaĹ”t nťegativement dans G ou positivement dans F ; ou ce type est μY · F (Y ≠ X) et X apparaĹ”t nťegativement dans F .

Le systffieme μ^+ est la restriction du systffieme μ offiu, dans tout type μX · F , X n’apparaĹ”t pas nťegativement dans F . On rappelle qu’un candidat de rťeductibilitťe est un ensemble de λ-termes S tel que :

(CR1) Si u ∈ S, alors u ∈ SN. (CR2) Si u ∈ S et u → u^′, alors u^′ ∈ S.

(CR3) Si u est neutre et pour tout u^′ tel que u → u^′, u^′ ∈ S, alors u ∈ S.

On admettra d’autre part le thťeorffieme suivant, qui est une instance du thťeorffieme de point ^xe de Tarski : Thťeorffieme (Tarski) Soit CR l’ensemble de tous les candidats de rťeductibilitťe, f : CR → CR une fonction monotone (A ⊆ B ⇒ f(A) ⊆ f(B)), alors f a un plus petit point ^xe lfp(f). (On rappelle qu’un point ^xe de f est un candidat A tel que f(A) = A.)

De plus, si f et g sont deux fonctions monotones telles que f(A) ⊆ g(A) pour tout A ∈ CR, alors lfp(f) ⊆ lfp(g). On dťe^nit alors une notion RED_F adaptťee. Pour tout contexte de candidats C qui ffia chaque variable de type X associe un candidat de rťeductibilitťe, pour tout type F de μ^+, on dťe^nit RED^C_F par : RED^C_b ^= SN (ensemble des termes fortement normalisants) RED^C_X ^= C(X) RED^C_{F ⇒G} ^= {u | ∀v ∈ RED^C_F · uv ∈ RED^C_G} RED^C_{μX·F} ^= lfp(S candidat → RED^{C[X:=S]}_F ) Montrer que RED^C_F est bien dťe^ni. (La dif^cultťe principale est de montrer que (S candidat → RED^{C[X:=S]}_F ) est bien monotone. On montrera donc simultanťement que : (1) RED^C_F est bien dťe^ni, (2) si X n’apparaĹ”t pas nťegativement dans F alors RED^C_F est monotone en C(X), au sens offiu pour tout S tel que C(X) ⊆ S, RED^C_F ⊆ RED^{C[X:=S]} F , (3) si X n’apparaĹ”t pas positivement dans F alors RED^C_F est antitone en C(X), au sens offiu pour tout S tel que C(X) ⊆ S, RED^C_F ⊇ RED^{C[X:=S]}_F .)

4. (1) Justi^er que RED^C_F est un candidat de rťeductibilitťe pour tout contexte de candidats C et pour tout type F .

(Au lieu de refaire la preuve complffietement, on pourra pour certains des cas ffia examiner indiquer offiu ils ont dťejffia ťetťe traitťes dans le cours.)

5. (3) En dťeduire que tout terme typťe dans le systffieme μ^+ est fortement normalisant. (Encore une fois, on pourra se rťefťerer ffia certaines preuves du cours pour les parties de la preuve qui ne changent pas ici.)

Thťeorffieme de Friedman

On considffiere dans cette partie le λ-calcul typťe dans le systffieme des types simples. Rappelons que les termes sont : u, v, . . . ::= x | λx · u | uv et que les rffiegles de typage sont :

(V ar) Γ, x : F ⊢ x : F Γ ⊢ u : F_1 ⇒ F_2 Γ ⊢ v : F_1 (App) Γ ⊢ uv : F_2

Γ, y : F_1 ⊢ u[x := y] : F_2 (Abs) Γ ⊢ λx · u : F_1 ⇒ F_2

Une structure applicative standard est donnťee par une famille d’ensembles E_b, pour tout type de base b. On dťe^nit alors E_F pour tout type F par rťecurrence structurelle sur F comme suit: quand F = b, E_b est donnťe, et quand F = F_1 ⇒ F_2, E_F est l’ensemble de toutes les applications (=fonctions totales) de E_{F1} vers E_{F2} .

Un environnement ρ est une fonction qui ffia chaque variable x associe un ťelťement de ⋃ F E_F .

Un environnement respecte un contexte de type Γ ^=x_1 : F_1, . . . , x_n : F_n si et seulement si ρ(x_i) ∈ E_Fi pour tout i, 1 ≤ i ≤ n. On dťe^nit une interprťetation, dite standard, des λ-termes simplement typťes en interprťetant l’application syntaxique du λ-calcul comme ťetant la vťeritable application des fonctions ffia leurs arguments. Formellement, pour tout contexte Γ, pour tout environnement ρ respectant Γ, pour toute dťerivation de typage π de Γ ⊢ u : F , on dťe^nit [[π]]ρ par rťecurrence structurelle sur π : [[ (V ar) Γ, x : F ⊢ x : F ]] ρ ^= ρ(x) · · π^1 Γ ⊢ u : F_1 ⇒ F_2 · · π^2 Γ ⊢ v : F_1 (App) Γ ⊢ uv : F_2 ρ ^= f(v), offiu f ^= [[ · · π_1 Γ ⊢ u : F_1 ⇒ F_2 ]] ρ, v ^= [[ · · π_2 Γ ⊢ v : F_1 ]] ρ · · π^1 Γ, x : F_1 ⊢ u : F_2 (Abs) Γ ⊢ λx · u : F_1 ⇒ F_2 ρ ^= la fonction qui ffia v ∈ EF_1 associe [[ · · π^1 Γ, x : F_1 ⊢ u : F_2 ]] (ρ[x := v])

Par abus de langage, on rťesumera parfois une dťerivation π de Γ ⊢ u : F au seul terme de preuve u, ce qui permettra d’ťecrire [[x]]ρ = ρ(x), [[uv]]ρ = [[u]]ρ([[v]]ρ), [[λx · u]]ρ = (v → [[u]](ρ[x := v])).

Il est ťevident (on ne demande pas de le dťemontrer, mais vous devriez vous en convaincre) que cette interprťetation est correcte, au sens offiu :

(i) si π dťerive Γ ⊢ u : F , et si ρ respecte Γ, alors [[π]]ρ est un ťelťement de E_F ;

(ii) si π et π^′ sont deux preuves βη-convertibles, alors [[π]]ρ = [[π^′]]ρ pour tout ρ.

On va dťemontrer ici une forme de rťeciproque au point (ii). C’est un thťeorffieme de complťetude dĹu ffia Harvey Friedman.

Pour ceci, on considffiere des familles de relations binaires R_F indicťees par des types F . Informellement, pour chaque F , R_F est une relation entre termes d’une part et ťelťements de E_F d’autre part. On notera u R_F a pour dire que u et a sont en relation par R_F .

On dit que R ^=(R_F )_{F type} est une relation logique si et seulement si d’une part elle est compatible avec la convertibilitťe, autrement dit u =_{βη} v et u R_F a implique v R_F a; et si d’autre part:

Pour tous types F_1 et F_2, pour tout terme u, pour tout f ∈ E_{F1⇒F2} , u R_{F1⇒F2} f si et seulement si pour tout terme v, pour tout a in E_{F1} tels que v R_{F1} a, on a uv R_{F2} f(a).

Plus succinctement, R est une relation logique si et seulement u R_F a ∧ u =_{βη} v ⇒ v R_F a (1) u R_{F1⇒F2} f ⇔ (∀v, a · v R_{F1} a ⇒ uv R_{F2} f(a)) (2) (On remarquera la similaritťe avec la notion de rťeductibilitťe.)

1. (2) Montrer que si x_1 : F_1, . . . , x_n : F_n ⊢ u : F est dťerivable, et si v_i R_Fi a_i pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, alors u[x_1 := v_1, . . . , x_n := v_n] R_F [[u]][x_1 := a_1, . . . , x_n := a_n]. (On rappelle que [x_1 := v_1, . . . , x_n := v_n] dťenote la substitution envoyant chaque x_i vers v_i, et que [x_1 := a_1, . . . , x_n := a_n] est l’environnement envoyant chaque x_i vers a_i.)

2. (0) En dťeduire que si pour tout F , R_F est une relation injective modulo βη (autrement dit u R_F a et v R_F a impliquent u =_{βη} v), alors pour tous termes clos u et v de mĹeme type F , tels que [[u]][] = [[v]][], on a en fait u =_{βη} v. 3. (2) On note [u] la classe d’ťequivalence d’un terme quelconque u modulo βη. Pour tout type F , posons Λ_F l’ensemble des termes clos de type F modulo βη; formellement, Λ_F ^={[u] |⊢ u : F dťerivable}. On construit une interprťetation standard (E_F )_{F type} en posant E_b ^=Λ_b pour tout type de base b. On dťe^nit maintenant une famille de fonctions r_F : E_F → Λ_F et i_F : Λ_F → E_F par rťecurrence sur F comme suit :

r_b(a ∈ E_b) ^= a ∈ Λ_b i_b([u] ∈ Λ_b) ^= [u] ∈ E_b r_{F ⇒G}(f ∈ E_{F ⇒G}) ^= λx · r_G(f(i_F ([x]))) i_{F ⇒G}([u] ∈ Λ_{F ⇒G}) ^= (a → i_G([u] r_F (a)))

offiu la notation λx · [u] dťenote [λx · u] dans la dťe^nition de r_{F ⇒G} (x est une variable quelconque ^xťee), et offiu [u] r_F (a) (dťe^nition de i_{F ⇒G}) dťenote [uv], en posant [v] ^=r_F (a).

Montrer que (r_F , i_F ) dťe^nit une rťetraction de E_F sur Λ_F au sens offiu r_F ∘ i_F est la fonction identitťe id_ΛF .

4. (2) Montrer que la famille de relations R_F dťe^nies par u R_F a si et seulement si a = i_F ([u]) est une relation logique.

5. (1) Dťeduire des questions prťecťedentes qu’il existe une structure applicative standard dans laquelle pour tous termes u et v tels que Γ ⊢ u : F et Γ ⊢ v : F soient dťerivables, u =_{βη} v si et seulement si pour tout environnement ρ qui respecte Γ, [[u]]ρ = [[v]]ρ.