’

&

       $

       %

Intervalles, ťelargissements

• Dťetection de dťebordements arithmťetiques; • Treillis des intervalles; • ťElargissements; • Autres applications.

’

&

       $

       %

Dťebordements arithmťetiques

Dťebordement arithmťetique = nombre ∉ [minint, maxint] (en 32 bits signťe,

minint = −2^{31}, maxint = 2^{31} − 1).

On peut essayer de les dťetecter par le treillis :

’

&

       $

       %

. . . mais cÿa ne fonctionne pas, car ce treillis n’est pas assez prťecis.

+^♯ ovf ovf ovf ovf ovf ovf ovf ovf

−^♯ ovf ovf ovf ovf

(Prendre minint = −2^{31}, maxint = 2^{31} − 1.)

’
&

       $
       %

Le treillis des intervalles

Un intervalle non vide est un couple ([a, b]), offiu a ∈ Z ∪ {−∞}, b ∈ Z ∪ {+∞} et a < b. γ(([a, b])) ^={n ∈ Z | a ≤ n ∧ n ≤ b} ∪ {Wrong, Err, Err_{init}} Un intervalle est un intervalle non vide ou bien le symbole spťecial œ. γ(œ) ^={Wrong, Err, Errinit} L^♯_{itv} ^= ensemble des intervalles + ⊤.

’

&

       $

       %

Ordre sur les intervalles

œ ⊑itv I pour tout intervalle I

([a, b]) ⊑_{itv} ([a^0, b^0]) ssi a^0 ≤ a et b ≤ b^0 ([a, b]) ⋢_{itv} œ I ⊑_{itv} ⊤

α_{itv}(A) ^= ⊤ (A ∩ (Bool ∪ String) ≠ ∅) α_{itv}(A) ^= œ (A ⊆ {Err, Err_{init}, Wrong}) α_{itv}(A) ^= ([inf(A ∩ Z), sup(A ∩ Z)]) (A ⊆ Z ∪ {Err, Err_{init}, Wrong}, A ∩ Z ≠ ∅)

’

&

       $

       %

Note : L^♯_{itv} est un produit rťeduit

L^♯_{itv,1} ^=Z ∪ {−∞, +∞} L^♯_{itv,2} ^=Z ∪ {−∞, +∞} a ⊑^♯_{itv,1} a^0 ssi a≥a^0 b ⊑^♯_{itv,1} b^0 ssi b ≤ b^0 γ_1(a) ^=[a, +∞[ γ_2(a) ^=] − ∞, b] ∪ {Wrong, Err, Err_{init}} ∪ {Wrong, Err, Err_{init}} α_1(A) ^= inf(A ∩ Z) α_2(A) ^= sup(A ∩ Z)

Ex : vťeri^er que le produit rťeduit de L^♯_{itv,1} et L^♯_{itv,2}, plus ⊤, est bien L^♯_{itv}. Vťeri^er que œ y est reprťesentťe sous la forme du couple ([+∞, −∞]).

’

&

       $

       %

Rťealisation en Caml

(ocamlmktop -custom -o ocamlnum nums.cma -cclib -lnums;
 ocamlnum)
open Big˙int;;
type z = ZVAL of big˙int — PINF — MINF;;
let (¡==) x y = match x with
    MINF -¿ true — PINF -¿ y=PINF
  — ZVAL ix -¿ match y with
               PINF -¿ true
             — ZVAL iy -¿ compare˙big˙int ix iy¡=0
             — MINF -¿ false;;
type itv = ITVTOP — ITV of z * z;;
let itv˙reduit (x, y) = if x¡==y then (x, y) else (PINF, MINF);;
let itv˙plus˙precis v1 v2 = match v2 with ITVTOP -¿ true
  — ITV (x2, y2) -¿ match v1 with ITVTOP -¿ false
  — ITV (x1, y1) -¿ x2¡==x1 && y1¡==y2;;

’

&

       $

       %

Le treillis des intervalles en images

’

&

       $

       %

Problffieme de terminaison

Ce treillis n’a pas la condition de chaĹ”ne croissante : la terminaison de l’interprťetation abstraite n’est pas assurťee. En fait, elle ne termine pas :

’

&

       $

       %

ťElargissements

Idťee : aux entrťees de while, remplacer le calcul du oldv ⊔ newv par un oldv∇newv, tel que : oldv ⊔ newv ⊑^♯ oldv∇newv (correction) toute chaĹ”ne v_{n+1} ^=v_n∇v^0_n est stationnaire : ∃n · v_n = v_{n+1} = v_{n+2} = . . . (terminaison)

Dans les intervalles, on peut poser :

([a, b])∇([a^0, b^0]) ^= ([if a^0 < a then − ∞ else a,

if b^0 > b then + ∞ else b])

([a, b])∇⊤ ^=⊤∇([a, b]) ^= ⊤

’

&

       $

       %

La terminaison retrouvťee

(En fait, ici, on a mĹeme trouvťe l’information exacte y ∈ [1, +∞].)

’

&

       $

       %

L’analyseur, avec ťelargissements (cf. transparent 97)

let rec cfg type E^♯ ρ^♯ graphe sommet =
    if E^♯(sommet) = ρ^♯
       then return;

    else E^♯(sommet):=

           8>
           ><
           >:

E^♯(sommet)∇�ρ^♯ si sommet est un point d’ťelargissement E^♯(sommet) ⊔^♯� ρ^♯ sinon ;

let arcs sortants = {p | sommet^{instr}−→ p arc de graphe}
in pour tout (sommet^{instr}−→ p) ∈ arcs sortants :
   cfg type E^♯ (cond^♯[[instr]]ρ^♯) graphe p;;

. . . termine si toute boucle dans le graphe de contrĹole passe par un point d’ťelargissement.

’

&

       $

       %

Comment calculer les points d’ťelargissement

Dans notre langage, on pourrait le faire ffia la construction du graphe de contrĹole, en dťecidant de mettre un point d’ťelargissement ffia l’entrťee de chaque boucle while.

En gťenťeral (dans un langage avec des goto), il est plus dif^cile d’identi^er les boucles.

On trouve les points d’ťelargissement par tri topologique inverse.

’

&

       $

       %

Tri topologique inverse

Principe : numťeroter les nĲuds du graphe de contrĹole de sorte que tout arc m^{instr}−→n soit tel que m > n, sauf les arcs arriffiere pour lesquels m ≤ n; et si on ťelimine les arcs arriffiere, on ťelimine toutes les boucles.

let revtopsort graphe sommet =
    if sommet ∈ dejavus
       then return;
    else dejavus := dejavus ∪ {sommet};
         let arcs sortants = {p | sommet^{instr}−→ p arc de graphe}
         in pour tout (sommet^{instr}−→ p) ∈ arcs sortants
                   revtopsort graphe p;

n:=n + 1;

donner ffia sommet le numťero n;

dejavus := ∅; n := 0; revtopsort graphe I;;

’

&

       $

       %

Exemple de tri topologique inverse

’

&

       $

       %

Il suf^t de prendre comme points d’ťelargissements les cibles d’arcs arriffieres (ici, le point 4) :

let rec cfg type E^♯ ρ^♯ graphe sommet elargir =
    if E^♯(sommet) = ρ^♯
       then return;

    else E^♯(sommet):=

           8<
           :^E

♯(sommet)∇�ρ^♯ si elargir = true E^♯(sommet) ⊔^♯� ρ^♯ sinon ;

         let arcs sortants = {p | sommet^{instr}−→ p arc de graphe}
         in pour tout (sommet^{instr}−→ p) ∈ arcs sortants :
            cfg type E^♯ (cond^♯[[instr]]ρ^♯) graphe p (p ≥ sommet);;
cfg type (λp, x · ⊥) (λx · ⊤) graphe I false;;

’

&

       $

       %

Remarques

Pour dťetecter les dťebordements arithmťetiques, on peut utiliser un treillis qui a la condition de chaĹ”ne croissante : celui des ([a, b]), avec a, b ∈ {−∞} ∪ [minint, maxint] ∪ {+∞}. On n’a alors pas besoin de big˙int.

On n’a pas non plus (en thťeorie) besoin d’ťelargissement . . . sauf que les chaĹ”nes croissantes peuvent contenir jusqu’ffia

maxint − minint + 3 ≈ 2^{32} ťelťements, ce qui fait que la convergence de

l’analyse peut Ĺetre trffies lente !

On utilise alors un ťelargissement pour accťelťerer la convergence.

’

&

       $

       %

Indices de tableaux

C’est une autre application du treillis des intervalles. Dans :

int a[100];
p: ... a[i] ...

si ρ^♯ = Env^♯(p) et ρ^♯(i) ⊑^♯ ([0, 99]), alors a[i] est un accffies correct au tableau.

Sinon, on peut :

• Af^cher un warning Şdťebordement de tableau possibleŤ (mais gcc ne le fait pas, par exemple);

• Compiler une vťeri^cation de bornes de tableau ffia l’exťecution (comme en Java, Ada, Pascal); on peut alors supprimer cette vťeri^cation si l’analyseur trouvait ρ^♯(i) ⊑^♯ ([0, 99]).