Analyse statique de
programmes



Analyse statique

® But: decouvrir automatiquement des
proprietes (simples) des programmes

® Applications:
® compilateurs optimisants (gcc, etc.)

® preuve automatique d’absence d’erreurs
a I'execution (Polyspace, Astree, etc.)

® base d’autres outils (en securite par ex.)
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Un exemple

int £ (int m, int n) { int p = m+n; return p+3; }
compilé par gcc 2.8.1 sans option en:

Mnémoniques assembleur  Explication

movl 8(%ebp),%eax mettre m dans %eax

movl 12(%ebp),%edx mettre n dans %edx

leal (%edx,%eax),lecx calculer Yecx :=Y,eaxt/,edx
movl Jecx,-4(%ebp) ranger jecx dans p

movl -4(%ebp),%edx mettre p dans %edx

addl $3,%edx ajouter 3 a Y%edx

movl %edx,’,eax retourner %edx



Un exemple

int £ (int m, int n) { int p = m+n; return p+3; }
compilé par gcc 2.8.1 sans option en:

Mnémoniques assembleur  Explication

movl 8(%ebp),%eax mettre m dans %eax

movl 12(%ebp),%edx mettre n dans %edx

leal (%edx,%eax),lecx calculer Yecx :=Y,eaxt/,edx

movl Jecx,-4(%ebp) ranger %ecx dans p

movl -4(%ebp),%edx |remplagable par movl %ecx, %edx
addl $3,%edx ajouter 3 a jedx

movl %edx,’,eax retourner %edx



Un exemple

int £ (int m, int n) { int p = m+n; return p+3; }
compilé par gcc 2.8.1 sans option en:

Mnémoniques assembleur  Explication

movl 8(%ebp),%eax mettre m dans %eax
movl 12(%ebp),%edx mettre n dans %edx
leal (%edx,%eax),/ee alerlerfeer——%ea BN
movl %ecx,-4(%ebp)inutile... €ar p ne sera jamais plus utilisee

movl -4(%ebp),%edx remplagable par movl %ecx, %edx
addl $3,%edx ajouter 3 a jedx

movl %edx,’,eax retourner %edx



Un exemple

int £ (int m, int n) { int p = m+n; return p+3; }

compilé par gcc 2.8.1 sans option en:

Mnémoniques assembleur  Explication

movl
movl

leal
movl

8 (/ebp) , heax mettre m dans %eax
12 (%ebp) , hedx mettre n dans %edx

(%edx,%eax) , %ee

movl
addl

%ecx, -4 (%ebp) inutile... car b ne sera jamais plus utilisee
-4 (%ebp) ,%edx [remplacable pa mlemnte e
$3, %edx SN Ey Propriete a demontrer,

movl

Yedx , feax retourner %e automatiquement



Quelques proprietes

live variables: variables definies a la ligne n
qui seront possiblement utilisées plus tard

dead code: code qui ne sera jamais execute
array overflow: debordement de tableau

arithmetic overflow: debordement
arithmetique (cf. Ariane 5)



Le theoreme de Rice

Thm: toute propriete extensionnelle et
non-triviale de prgms est indécidable.

Extensionnelle = ne dépend que de la
semantique

Non-triviale: fausse d’au moins | prgm,
et vraie d’'au moins | prgm

(pour un langage de prog. Turing-complet.)



Exemple

® |a propriete « la ligne de code #123 est-
elle du code mort? » est indécidable

® (Mais... ceci n'est
pas extensionnel:
comment utiliser Rice?)



Exe m P I e (P) // calcule b:bool

if (b) {
123: {code) // mort?

}

® |a propriete « la ligne de code #123 est-
elle du code mort? » est indécidable

® (Mais... ceci n'est
pas extensionnel:
comment utiliser Rice?)



Exemple

(P) // calcule b:bool

if (b) {
123: {code) // mort?

}

® |a propriete « la ligne de code #123 est-
elle du code mort? » est indécidable

® (Mais... ceci n'est
pas extensionnel:
comment utiliser Rice?)

Ou: par réduction a partir du probleme
de l'arrét. Etant donné le code d’une
machine de Turing (M) , on produit:

b:= (M) // b:bool

if (b) {
123: {code) // mort?

}



if (b) {
123: {code) // mort?

}

Exe m P I e (P) // calcule b:bool

® |a propriete « la ligne de code #123 est-
elle du code mort? » est indécidable

Ou: par réduction a partir du probleme

® (Mais... ceci n'est i de g (2 o mroire
pas extensionnel: b:= () // bibool
ollo . if (b) {
comment utiliser Rice?) 123: (code) // mort?

}
® Morale: « toute propriete intéressante de

programmes est indecidable ».



Linterpretation
abstraite

® On va construire des approximations
calculables de proprietes P de prgmes:

® Si analyseur dit OK, P est vraie
® Sinon, on ne sait pas...

® mais I'analyseur termine



lllustration: la regle des
sighes

® But: detecter quelles variables x sont =0 et
a quelles lignes d’'un programme Tt

® Deux signes:'+’ et~

® Regles de calcul:
‘+’X‘+’=‘+’ ‘+’X‘—’=‘—’ etc.

® Quelles regles pour I'addition?



Top

® ‘+'+°'— =T (top, « je ne sais pas, ¢a peut
etre n'importe quoi »)

® Pas | (bottom): pourquoi?



Concretisation

® = fonction de semantique Y des valeurs
abstraites (ici, les signes) vers I'ensemble
des proprietes (=sous-ensembles des
valeurs possibles)

o Y(+) = {neZ | n=0}
V(=) = {neZ | n<0}
Y(T)=Z ... monotone!
V(1) =92



Concretisation

® = fonction de semantique Y des valeurs
abstraites (ici, les signes) vers I'ensemble
des proprietes (=sous-ensembles des
valeurs possibles)

19\ —
¢ Y( + ) - {HEZ ‘ nZO} Pourquoi cette dissymétrie?

Y(‘_’) — {nEZ ‘ n<0} (Beurk)
Y(T)=Z ... monotone!

Y(1) =9



Concretisation, essai 2

® |e vais plutot prendre le treillis [# ety : L#
— [P(Val) comme suit:

/ \
\/\ O/
~__ /é

Ph— — p(Val)

n>O}




Semantique abstraite
des expressions .. .

[7]p = n
lerte] p = [ei]p+ e p

[x]#p#* £ p*(x) [=elp = ~[».
[n]#p# £ 0’ si n=0,‘+’ si n>0,"—" si n<0
[e1+ex]#p* £ [eI]#p* +# [e2]#p*

[~e]*p* = — [e]*p*




Semantique abstraite
des expressions

* Prop. Sivx.p() € V(P*) |
alors [elp € Y([e]#p#) eiele = fedotfols
e Dém.: par réc.sur e. Deo® & il

[n]#p* £ ‘0’ si n=0,+’ si n>0,-" si n<0
[ei+ex]#p* £ [e1]#p# +# [e2]#p"
® |es cas de +# et de — sont [el#p* = —# [e]#p?
des enumerations de cas un

peu penibles...

- — e —




Comment obtenir la
meilleure des
semantiques abstraites
possibles



Faire mieux

® Peut-on, connaissant Y et la semantique
concrete, déduire la sémantique
abstraite!
... de sorte que cette derniere soit la plus
precise possible!?

® Correspondances de Galois



Correspondances de
Galois




Correspondances de
Galois

® Soity:[#*— L,a:L — [¥ monotones.
Les proprietes suivantes sont equivalentes:

® (|) pour tous x, y#, A(x)<sy* ssi x<y(y*)

® (2) pour tous x, y#, A(Y(y?))<sy* et x<y(Q(x))

® On dit alors que Ay est une
correspondance de Galois



l.es deux défimmtions de o.—v

a-y:

o S| ( I ): (1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, A(Y(y?))<y* et x<y(Q(x))

® Y(y¥)=Y(y¥), donc a(y(y¥))=y* par (1)




l.es deux défimmtions de o.—v

a-y:

o S| ( I ): (1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, A(Y(y?))<y* et x<y(Q(x))

® Y(y¥)=y(y¥), donc a(y(y#)=y* par (1)
® ((x)=a(x),donc x=<y(a(x)) par (1)




l.es deux défimmtions de o.—v

a-y:

o S| ( I ): (1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, A(Y(y?))<y* et x<y(Q(x))

® Y(y¥)=y(y¥), donc a(y(y#)=y* par (1)
® ((x)=a(x),donc x=<y(a(x)) par (1)

® Si(2) et a,Y monotones:



l.es deux défimmtions de o.—v

a-y:

® S| ( | ): (1) pour tous x, y#, A(x)<y* ssi x<y(y¥)
(2) pour tous x, y*, A(Y(y?))<y* et x<y(Q(x))

® Y(y¥)=y(y¥), donc a(y(y#)=y* par (1)

® ((x)=a(x),donc x=<y(a(x)) par (1)

® Si(2) et a,Y monotones:

® Si a(x)=y# alors y(a(x))<y(y?) [Y monotone]
donc x<y(a()=y(y*) par (2)



l.es deux défimmtions de o.—v

a-y:

® Sj (|) (1) pour tous x, y#, a(x)sy* ssi x<y(y¥)
(2) pour tous x, y#, a(Y(y¥#))=y* et <v(<1( )

® Y()=y(y¥), donc a(y(y¥))= y* par ()
® ((x)=a(x),donc x=<y(a(x)) par (1)

® Si(2) et a,Y monotones:

® Si a(x)=y# alors y(a(x))<y(y?) [Y monotone]
donc x<y(a()=y(y*) par (2)

® Si x<y(y#), alors a(x)=a(y(y*)) [ monotone]
donc a(x)=a(y(y?))=sy* par (2).



Une 3eme definition de
a—y

® Soity:[#*— L,a:L — [¥ monotones,
L et L# treillis complets et a1y
(pensez L=P(Val))

® Alors a(x) est la valeur abstraite y#
la plus precise (la plus petite) qui soit
correcte par rapport a x (x<y(y#)),
comme on va le voir tout de suite



o.—y, version 3

o Si(1)/(2):

® Q(x) minore

Ax & {y* | x=y(y¥)} par (1)

Si A et Y monotones, les propriétes suivantes
sont equivalentes (i.e., a-y):

(1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, a(y(y*))=y* et x<y(a(x))

(3) pour tout x, A(x) = min {y* | x<y(y*)}
(4) pour tout y#, y(y*) = max {x | a(x)sy*}




o.—y, version 3

o Si(1)/(2):

® Q(x) minore

Ax & {y* | x=y(y¥)} par (1)
® qa(x) € Ay, par (2)

Si A et Y monotones, les propriétes suivantes
sont equivalentes (i.e., a-y):

(1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, a(y(y*))=y* et x<y(a(x))

(3) pour tout x, A(x) = min {y* | x<y(y*)}
(4) pour tout y#, y(y*) = max {x | a(x)sy*}




o.—y, version 3

o Si(1)/(2):

® Q(x) minore

Ax & {y* | x=y(y¥)} par (1)
® qa(x) € Ay, par (2)

® donc a(x) = min A,

Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
sont equivalentes (i.e., a-y):

(1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, a(y(y*))=y* et x<y(a(x))

(3) pour tout x, A(x) = min {y* | x<y(y*)}
(4) pour tout y#, y(y*) = max {x | a(x)sy*}




o.—y, version 3

o Si(1)/(2):

® Q(x) minore

Ax & {y* | x=y(y¥)} par (1)
® qa(x) € Ay, par (2)
® donc a(x) = min A,

® Si(3) a(x) = min Ay

Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
sont equivalentes (i.e., a-y):

(1) pour tous x, y#, A(x)<y# ssi x<y(y*)
(2) pour tous x, y*, a(y(y*))=y* et x<y(a(x))

(3) pour tout x, A(x) = min {y* | x<y(y*)}
(4) pour tout y#, y(y*) = max {x | a(x)sy*}




o.—y, version 3

: Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
® i (I)/(Z) sont equivalentes (i.e., a-y):

® O.(X) minore (1) pour tous x, y#, a(x)<y* ssi x<y(y")
Ac = {y# | xsy(y#)} par (1) (2) pour tous x,y*, a(y(y))sy* et xsy(a(x))
(3) pour tout x, a(x) = min {y* | x<y(y")}
® a(x) € A, par (2) (4) pour tout y%, y(y¥) = max {x | a(x)=y*}

® donc a(x) = min A,
® Si(3) a(x) = min Ay

® i x<y(y¥), alors a(x)<y* [a(x) minore A]



o.—y, version 3

: Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
® i (I)/(Z) sont equivalentes (i.e., a-y):

® O.(X) minore (1) pour tous x, y#, a(x)<y* ssi x<y(y")
Ac = {y# | xsy(y#)} par (1) (2) pour tous x,y*, a(y(y))sy* et xsy(a(x))
(3) pour tout x, a(x) = min {y* | x<y(y")}
® a(x) € A, par (2) (4) pour tout y%, y(y¥) = max {x | a(x)=y*}

® donc a(x) = min A,
® Si(3) a(x) = min Ay

® six<y(y¥), alors a(x)sy* [a(x) minore A/] Donc (1)

® si a(x)=y# alors x<y(a(x)) [a(x) € Ax] <Y(y*) [Y monotone]



o.—y, version 3

: Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
® i (I)/(Z) sont equivalentes (i.e., a-y):

® O.(X) minore (1) pour tous x, y#, a(x)<y* ssi x<y(y")
Ac = {y# | xsy(y#)} par (1) (2) pour tous x,y*, a(y(y))sy* et xsy(a(x))
(3) pour tout x, a(x) = min {y* | x<y(y")}
® a(x) € A, par (2) (4) pour tout y%, y(y¥) = max {x | a(x)=y*}

® donc a(x) = min A,
® Si(3) a(x) = min Ay

® six<y(y¥), alors a(x)sy* [a(x) minore A/] Donc (1)

® si a(x)=y# alors x<y(a(x)) [a(x) € Ax] <Y(y*) [Y monotone]

Donc (2), puisque (1) < (2)



o.—y, version 3

: Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
® i (I)/(Z) sont equivalentes (i.e., a-y):

® O.(X) minore (1) pour tous x, y#, a(x)<y* ssi x<y(y")
Ax = {y# | x<y(y#)} par (1) (2) pour tous x, y¥, a(y(y"))sy* et xsy(a()
(3) pour tout x, d(x) = min {y* | x<y(y#)}
® a(x) € A, par (2) (4) pour tout y%, Y(y¥) = max {x | a(x)<y*}

° = mi
donc a(x) = min A, (4) se montre de facon

® six<y(y¥), alors a(x)sy* [a(x) minore A/] Donc (1)

® si a(x)=y# alors x<y(a(x)) [a(x) € Ax] <Y(y*) [Y monotone]

Donc (2), puisque (1) < (2)



A en fonction de Y

® Une fonction Y : ¥ = L entre treillis
complets est la partie droite d’'une
correspondance de Galois -y ssi Y

préserve tous les infs.



A en fonction de y

® Une fonction Y : ¥ = L entre treillis
complets est la partie droite d’'une
correspondance de Galois -y ssi Y

préserve tous les infs.

® Alors d est determinee de fagon unique
par:

a(x) = inf {y* | x<y(y*);



A en fonction de y

® Une fonction Y : ¥ = L entre treillis
complets est la partie droite d’'une
correspondance de Galois -y ssi Y

préserve tous les infs.

® Alors d est determinee de fagon unique
par:

a(x) = inf {y* | x<y(y*);

e ... etlinfest atteint
(c’est un min—on |'a de¢ja vu).



o en fonction de vy

® Sij a-y, alors pour tout X, Si a1y alors y préserve tous les infs.
x < Y(inficiy#) ...




o en fonction de vy

® Sij a-y, alors pour tout X, Si a1y alors y préserve tous les infs.
x <Y(inficy?) ...

® ssi A(x)< infic | yi* ssi



o en fonction de vy

® Sj a-y, alors pour tout X, Si a1y alors y préserve tous les infs.
x <= Y(infic 1 y#) ...
® ssi A(x)< infic | yi* ssi

® ssi pour touti € I, Q(x)< yi* ssi



o en fonction de vy

® Sij a-y, alors pour tout X, Si a1y alors y préserve tous les infs.
x < Y(inficy#) ...

® ssi A(x)< infic | yi* ssi
® ssi pour touti € I, Q(x)< yi* ssi

® ssipourtoutiel, x<Y(y) ssi



o en fonction de vy

® Sij a-y, alors pour tout X, Si a1y alors y préserve tous les infs.
x < Y(inficy#) ...

® ssi A(x)< infic | yi* ssi
® ssi pour touti € I, Q(x)< yi* ssi
® ssipourtoutiel, x<Y(y) ssi

® ssi x < infic1 Y (y#)



o en fonction de vy

® Sj a-y, alors pour tout X, Si a-y alors y préserve tous les infs.
x < Y(inficiy#) ...
® ssi A(x)< infic | yi* ssi

® ssi pour touti € I, Q(x)< yi* ssi
® ssipourtoutiel, x<Y(y) ssi
® ssi x < infic1 Y (y#)

® En prenant x £ y(infi </ yi#), on obtient
Y(infic1y#) < infic1Y(y7)



o en fonction de vy

® Sj a-y, alors pour tout X, Si a-y alors y préserve tous les infs.
x <= Y(infic 1 y#) ...
® ssi A(x)< infic y# ssi

® ssi pour touti € I, Q(x)< yi* ssi
® ssipourtoutiel, x<Y(y) ssi
® ssi x < infic1 Y (y#)

® En prenant x £ y(infi </ yi#), on obtient
Y(infic1y#) < infic1Y(y7)

® En prenant x £ infi < Y(y), on obtient
infi 1 Y(y#) < Y(infic 1 y#)



o en fonction de vy

Si Y préserve tous les infs, alors a—y

® On avu que si a-y, ol a(x) vaut (nécessairement) inf {y# | x<y(y*)}

alors (3) a(x) = min {y* | x<y(y*);
® Posons A(x) £ inf {y* | x<y(y*)}, pour tout x




o en fonction de vy

Si Y préserve tous les infs, alors a—y

® On avu que si a-y, ol a(x) vaut (nécessairement) inf {y# | x<y(y*)}

alors (3) A(x) = min {y* | x<y())
® Posons A(x) £ inf {y* | x<y(y*)}, pour tout x

® Ceci definit une fonction monotone Q (exercice)



o en fonction de vy

O 9 Si Y préserve tous les infs, alors a-y
[Ed VL quES e ou a(x) vaut (nécessairement) inf {y* | x<y(y*)}

alors (3) A(x) = min {y* | X<Y(y#)}
Posons a(x) £ inf {y* | x<y(y*)}, pour tout x

Ceci definit une fonction monotone a (exercice)

v(a(x)) = inf {y(y?) | x<y(y*)} [Y préserve tous les infs]

= X



o en fonction de vy

Si Y préserve tous les infs, alors a—y

On avu que Si a-y, ou a(x) vaut (nécessairement) inf {y* | x<y(y#)}

alors (3) a(x) = min {y* | x<y(y")}
Posons a(x) £ inf {y* | x<y(y*)}, pour tout x

Ceci definit une fonction monotone a (exercice)

v(a(x)) = inf {y(y?) | x<y(y*)} [Y préserve tous les infs]

= X

a(y(y)) = inf {y* | Y(y*)=<y(y*);
< y# car y* est un y# tel que Y(y?)<y(y#).



o en fonction de vy

Si Y préserve tous les infs, alors a—y

On avu que Si a-y, ou a(x) vaut (nécessairement) inf {y* | x<y(y#)}

alors (3) a(x) = min {y* | x<y(y")}
Posons a(x) £ inf {y* | x<y(y*)}, pour tout x

Ceci definit une fonction monotone a (exercice)

v(a(x)) = inf {y(y?) | x<y(y*)} [Y préserve tous les infs]

= X

a(y(y)) = inf {y* | Y(y*)=<y(y*);
< y# car y* est un y# tel que Y(y?)<y(y#).

Donc a-y. Si A et Y monotones, les propriétés suivantes
sont equivalentes, Ay ssi:

(2) pour tous x, y% a(y(y¥))sy* et x<y(a(x))

CTTT——




La correspondance de
Galois des S|gnes

is plutot prendre le treillis L# et y : L#
—’[P’(VI) omme suit:

T//_\Z

® Je vous laisse verifier

. m 4
que. —\‘0,/ {n.e“Z|n50}0}/ne/Z|.r')._O}
B y\/‘
e q(0) =1 : ‘

a({0}) =0’
a(E) =+’ si E ne contient
que des nombres =0 et au moins un >0
a(E) =°— si E ne contient
que des nombres <0 et au moins un <0
QA(E) = T sinon



La meilleure approximation
d'une fonction

® Soit a-Y entre treillis complets L, [,
et f:[" = L monotone

® Alors

o (yi#, .. ye®) e a(fiy(yi#), ... Y(¥)))

est la meilleure approximation de f:



La meilleure approximation
d'une fonction

® Soit a-Y entre treillis complets L, [,
et f:[" = L monotone

® Alors

o (yi#, .. ye®) e a(fiy(yi#), ... Y(¥)))

est la meilleure approximation de f:

® [approx.] si xi<y(y#) pour tout i, alors

f(x1, ... xn) < Y(F(y1% ..., yn¥))



La meilleure approximation
d'une fonction

® Soit a-Y entre treillis complets L, [,
et f:[" = L monotone

® Alors

o (yi#, .. ye®) e a(fiy(yi#), ... Y(¥)))

est la meilleure approximation de f:

® [approx.] si xi<y(y#) pour tout i, alors

f(x1, ... xn) < Y(F(y1% ..., yn¥))

® [meilleure] si g est une autre approximation
alors ff <g



La meilleure approximation d’une fonction

® Soit y*=f(y1%, ..., yn¥) (1%, sy > QY (1), - Y1)

est la meilleure approximation de f
® Par déf, y*=a(x)

ou Xdéff(Y(yl#), =t YO’n#)) approx.] si xi<y(y#) pour tout i, alors
fix1, ..., xn) S Y(F(1#, ... ™))

‘meilleure] si g est une autre approximation
alors ff <g

——————————



LLa meilleure approximation d une fonction

® Soit y*=f(y1%, ..., yn¥) (1%, sy > QY (1), - Y1)

est la meilleure approximation de f

® Par déf, y¥=a(x)

ou Xdéff(Y(yl#), =t YO’n#)) approx.] si xi<y(y#) pour tout i, alors
fx1, ..o xn) S Y(F(yi%, ... yn¥))
® Autrement dit, y# est ‘meilleure] si g est une autre approximation

alors ff <g

le plus petit / x < Y(y¥)

a est déterminée de fagon unique par:

a(x) = inf {y* | x<y(y¥);
... et I'inf est atteint (c’est un min).
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LLa meilleure approximation d une fonction

Soit y*=f(y1%, ..., yn”) (1%, sy > QY (1), - Y1)

est la meilleure approximation de f
Par déf., y#*=a(x)

ou Xdéff(v(yl#), = Y(yn#)) approx.] si xi<y(y#) pour tout i, alors
flxi, ... xn) < Y(F(1%, ... y™))
Autrement dit, y# est ‘meilleure] si g est une autre approximation
: alors f* <g
le plus petit / x < y(y¥)
Ceci : a est determinée de fagon unique par:
ecl est vrai a(x) = inf {y# | x<y(y)}
pour tous )’I#, P )’n#: ... et 'inf est atteint (c’est un min).

ff(y1#, ..., yn") est le plus petit y#/
f(Y(yl#)’ 000 Y(yn#)) = Y(y#)

Et donc tel que pour tous x sy (y1%), ..., Xa<Y(ys"),

fx1, .. xn) < Y(y%)
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obtenues comme les
meilleures approximations de
+ et —, respectivement.




L exemple des signes

® Justement, +# et —* ont ete
obtenues comme les
meilleures approximations de
+ et —, respectivement.

11 1 L1
L@+ =T
L v T T
Lo T T
LT TTT

® | a proposition de correction  erop. siw 0w < ¥,
. ’ alors [e]p € Y([e]#p¥)
est une instance d’une — —
proposition bien plus
generale... et plus facile a

demontrer.
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Correction

® Prop. Supposons: pour chaque operation f
(+, = n par exemple) on a une approximation f#
de sa semantique [concrete] f.

® Ceci permet de définir une sémantique
abstraite [e]*p* par
[f(er,....en)I#p* = fA([e1]#p%,...,[en]#P¥)

® Alors,si Vx, p(x) € Y(pP#(x)),on a
[elp € Y([e]#p*) (Preuve: réec. sur e)




Une question de precision

® Non, en genéral [e]#p* n'est pas la meilleure
approximation de [e]p

® Sur I'exemple des signes,
[3+(3)Pp# =+ +#="=T
mais la meilleure approximation etait ‘0’



l es commandes



Semantique abstraite
des commandes

® | a semantique (abstraite) des expressions
n’est pas le point delicat

® ... mais celle des commandes, en particulier
des boucles while



Exemple

® En pratique on analyse des graphes de flot
de controle (CFG)

@
input x
@
input Xx; <2
C) 1
yi=1; yi=
©
while (x!=0)
{ @ —

Y:=y*X

®

xX:=x-1

©
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Exemple

® En pratique on analyse des graphes de flot
de controle (CFG)

®
@ input x;
{apat x; QX [ y» T
y®=l; yi=1;
while (x!=0 XHT H‘+,
h{l@( ) e | y
y:=y*x SKLP C
gzx_l © XpT yb +
) @ x ! =0Arai \!\=Ofaux
@  xpT ye 4 @D xT y|—>‘+’



Exemple

® En pratique on analyse des graphes de flot
de controle (CFG)

®
@ input x;
{apat x; QX [ y» T
y®=l; yi=1;
while (x!=0 XHT H‘+,
h{l@( ) e | y
y:=y*x SKLP C
gzx_l © XpT yb +
) @ x ! =0Arai \!\=Ofaux
@  xpT ye 4 @D xT y|—>‘+’



Exemple

® En pratique on analyse des graphes de flot
de controle (CFG)

(D

@ input x;
{apat x; QX [ y» T
y®=l; yi=1;
hile (xi x T v+’
h{l@( 0) g | y

Y:=y*x SELP

> O XPT y»T

) @ x ! =0Arai \!\=Ofaux

@  xpT ye 4 @D xT y|—>‘+’



Exemple

® En pratique on analyse des graphes de flot
de controle (CFG)

(D
@ input x;
g " gyt
Y@_ ’ Yi=1s




Exemple

® En pratique on analyse des graphes de flot
de controle (CFG)

while (x1= 3 X vy +
h{l (x1=0) ; | y
y:=y*x SKLiP
S O XPT y»T
) @ x ! =0Arai \!\=Ofaux
@ x»T yr (9 95'GHE y|—>T

YIFY*X;

X T ypll G ~Point fixe atteint!

XiFX—-
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Semantique abstraite

(exemple, style denotationnel)

® Soit L# un treillis complet Envoie Chaque. Vari.able vers
(de valeurs abstraites), (une approximation de)
Env# =Var — [#
(treillis complet aussi)

I'ensemble de ses valeurs possibles

® [[5kip]]# p# = p#



Semantique abstraite

(exemple, style denotationnel)

® Soit [# un treillis complet Envoie chaque variable vers

(de valeurs abstraites), , (une approximation de)
I'ensemble de ses valeurs possibles
Env# =Var — [#

(tl"eI”IS complet aUSSI) Les valeurs de x sont celles avant

union celles apres 1"affectation

) ﬂ:Sl(iP]]# p# = p#
® [x=el* p* = p#[x » [e]* p* V p#(x)]



Semantique abstraite

(exemple, style denotationnel)

Soit [ # un treillis complet Envoie chaque variable vers

(de valeurs abstraites), , (une approximation de)
I'ensemble de ses valeurs possibles
Env# =Var — [#

(tl"eI”IS complet aUSSI) Les valeurs de x sont celles avant

union celles apres 1"affectation

ﬂ:Sl(iP]]# p# = p#
[x=e]# p# = p#[x » [e]# p# vV p#(x)]

[if e then c else C’]* p# = [c]# p* V [C']* p*



Semantique abstraite

(exemple, style denotationnel)

Soit L# un treillis complet Envoie chaque variable vers
(de valeurs abstraites), (une approximation de)
Env# =Var — [#
(treillis complet aussi)

'ensemble de ses valeurs possibles

Les valeurs de x sont celles avant
union celles apres 1"affectation

ﬂ:Sl(iP]]# p# = p#
[x=e]# p# = p#[x » [e]# p* V p#(x)]
[if e then c else C’T# p#* = [c]# p* V [C'T# p#

[while e do c]* p# = Ipr# ([[C]]#) Opérateur « plus petit point fixe
au-dessus de o* ». Qu’est-ce?



ifpv

® f.[# — [#est inflationnaire ssi f(x)=x

® Thm:Soit L# un treillis complet.

Si f: L# — [# est monotone+inflationnaire,
pour tout Vel# f a un plus petit point fixe

au-dessus de V. On le note Ifpy(f).

(Note: monotonie pas necessaire [Bourbaki-Witt])

® Deux demonstrations (et il y en d’autres!)
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s e . 4
® T v est un trelllls est monoton.e+|nflat|onna|re, pour tout Vel# f
a un plus petit point fixe au-dessus de V.
complet: On le note Ifpy(f).

— les sups des familles#2 sont comme dans L#
— le sup de J est V
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Thm: Soit L# un treillis complet. Si f: [# = [#

s el . 4
® T v est un trelllls est monoton§+|nflatlonna|re, pour tout Vel# f
a un plus petit point fixe au-dessus de V.
complet: On le note Ifpy(f).
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— le sup de J est V

® Comme finflationnaire, f|tv va de TV dans TV:
si V=x alors V=x<f(x)

® Par Tarski, f|tv a un plus petit point fixe xo dans TV



PO intS f IXG S au_de S Sus de V(si vous ne connaissez pas Bourbaki-Witt)

Thm: Soit L# un treillis complet. Si f: [# = [#

s el . 4
® T v est un trelllls est monoton§+|nflatlonnalre, pour tout Vel# f
a un plus petit point fixe au-dessus de V.
complet: On le note Ifpy(f).

— les sups des famillesz@ sont comme dans [
— le sup de J est V

® Comme finflationnaire, f|tv va de TV dans TV:
si V=x alors V=x<f(x)

® Par Tarski, f|tv a un plus petit point fixe xo dans TV

® Si x est un autre point fixe de f au-dessus de V,
c’est un point fixe de f|tv, donc xo=x.




2éme démonstration

Thm: Soit [# un treillis complet. Si f: L# = L#
® SOlt fV(X) S f(x) \V/ v est monotonetinflationnaire, pour tout Vel#, f

a un plus petit point fixe au-dessus de V.
On le note Ifpy(f).
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2éme démonstration

Thm: Soit L# un treillis complet. Si f: [# = [#

® SOit fV(X) = f(x) \V/ v est monotone+inflationnaire, pour tout Vel#, f

a un plus petit point fixe au-dessus de V.
g On le note Ifpy(f).
® | es points fixes de fV - : S

dans L# sont les points fixes de f au-dessus de V:

® Si x=fY(x),alors x = f(x) V V donc
— x=f(x)... donc x=f(x) puisque f inflationnaire
— x2V



2éme démonstration

Thm: Soit L# un treillis complet. Si f: [# = [#

® SOit fV(X) =t f(x) v V. est monotone+inflationnaire, pour tout Vel#, f

a un plus petit point fixe au-dessus de V.
On le note Ifpy(f).

® | es points fixes de fV — f S
dans L# sont les points fixes de f au-dessus de V:

® Si x=fY(x),alors x = f(x) V V donc
— x=f(x)... donc x=f(x) puisque f inflationnaire
— x2V

® Si x = f(x) et x=V, alors
xsfx)sfl(x) =f(x) vV=xVvV=x



2éme démonstration

Thm: Soit L# un treillis complet. Si f: [# = [#

® SOit fV(X) =t f(x) v V. est monotone+inflationnaire, pour tout Vel#, f

a un plus petit point fixe au-dessus de V.
On le note Ifpy(f).

® | es points fixes de fV — - —
dans L# sont les points fixes de f au-dessus de V:

® Si x=fY(x),alors x = f(x) V V donc
— x=f(x)... donc x=f(x) puisque f inflationnaire
— x2V

® Si x = f(x) et x=V, alors
xsfx)sfl(x) =f(x) vV=xVvV=x

® Donc Ifpy(f) existe et vaut Ifp(fY).




Correction

e-C,p
(skip-

Cp) = (Cople
C,p) = (Cp)
(cr1;¢0-Cyp) — (c1-co-C,p)
(ifethency else c-C,p) — (c1-C,p) lel p#0
° (ifethency else c-C,p) — (ca-Clp) le]l p
® Dans le cas de Imp: Oy s
(whileedoc-C,p) — (C,p) si [e]p=0

® Prop: Soit [# un treillis complet, et a—y
entre L# et L=[P(Val).
Si p(x) € Y(P#(x)) pour tout X,
et si (c.C,p) =* (c.C, p)
alors p’(x) € Y(([¢c;CI#p#) (x)) pour tout x.

® Dém.:réc.sur longueur du calcul —=*
+ analyse de cas (exercice!)

3)
4)
)
(6)
(7
(8)
9



Calcul de la semantique
abstraite

[skip]# p# = p#
[x=e]# p* = p#[x » [e]# p# V p#(x)]

[if e then c else C’T# p* = [c]# p* V [C'T¥ p*
® On calcule [c]* p* [while e do cI# p# = lfpos (IcT)

par récurrence sur

B

® Seul cas interessant: [while e do cJ# p*:

® [while e do cJ# p* = lfpp# ([cI¥):
comment le calculer?



Calcul de la semantique
abstraite

[skip]# p# = p#
[x=e]# p* = p#[x » [e]# p# V p#(x)]

[if e then c else C’T# p* = [c]# p* V [C'T¥ p*
® On calcule [c]* p* [while e do c# p# = Ifpps ([cT¥)

par récurrence sur

® Seul cas interessant: [while e do cJ# p*:

® [while e do cJ* p* = lfppx ([cI¥):
comment le calculer?

Oh, oui, [c]* est monotone et
inflationnaire (réc. sur ¢)
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Condition de chaine
croissante

® [while e do cI# p# = lfpp# ([cI¥)

e Sil#ala condition de chaine croissante,
(toute chaine yo* < y\# <# ... <F y# <% ... stabilise:
3”09 vn2n09 Yn#z)’no#)



Condition de chalne
croissante

(’est le cas du treillis des
signes (toute chaine
croissante stricte est de

® [while e do cJ# p# = prp# (H:C]]#) hauteur <3)

e Sil#ala condition de chaine croissante,
(toute chaine yo* < y\# <# ... <F y# <% ... stabilise:
3”09 vn2n09 Yn#z)’nO#)



Condition de chalne
croissante

(’est le cas du treillis des
signes (toute chaine
croissante stricte est de

® [while e do cJ# p# = prp# (H:C]]#) hauteur <3)

e Sil#ala condition de chaine croissante,
(toute chaine yo* < y\# <# ... <F y# <% ... stabilise:
3”09 vn2n09 Yn#z)’nO#)

® alors lfpp# ([cI¥) = supn ([cI?#)" (p#)
et ce sup est atteint.



Condition de chaine
croissante

® [while e do cI# p# = lfpp# ([cI¥)

e Sil#ala condition de chaine croissante,

explicitement, la chaine
OFE 0% < 17 <7 ... <P P <L

ou On+1# & [c]#on
stabilise (disons a n)

® alors [while e do c]J# p#* = pn*



Condition de chaine
croissante

® [while e do cI# p# = lfpp# ([cI¥)

e Sil#ala condition de chaine croissante,
explicitement, la chaine
OFE 0% < 17 <7 ... <P P <L
ou pn+|# = ﬂ:C]]#pn# Mais comment sait-on qu’on a

stabilise (disons a n) attem“et:tzi 311;;3 chafne se

® alors [while e do c]J# p#* = pn*



Condition de chalne
croissante

® [while e do cJ# p# = lfppx ([cI¥)

e Sil#ala condition de chaine croissante,

explicitement, la chaine
OFE 0% < 17 <7 ... <P P <L

ou pn+ I# = |]:C ]]#pn# Mais comment sait-on qu’on a

stabilise (disons a n) attem“etsatzzgil;gf chafne se

® alors [while e do c]# p* = p*

En principe, la chaine pourrait
« bégayer »: s’arréter pendant
quelques étapes puis redémarrer
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® En general, soit f monotone inflationnaire
sur un treillis complet avec la c.c.c,,
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Terminaison

® En general, soit f monotone inflationnaire
sur un treillis complet avec la c.c.c,,
<X <...<Xp <
XOSXIS...5Xn = ... Donc pas de bégaiement pour
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croissante

® (Cette chaine stabilise
au premier indice n tel que xp+1 = xn



Terminaison

® En general, soit f monotone inflationnaire
sur un treillis complet avec la c.c.c,,
<X <...<Xp <
XOSXIS...5Xn = ... Donc pas de bégaiement pour

OU Xp+| = f(X n) cette forme particuliere de chaine
croissante

® (Cette chaine stabilise
au premier indice n tel que xp+1 = xn

® En effet, xp+2 = f(Xn+1) = f(Xn) = Xn+1

Xn+3 = f(Xn+2) = f(Xn+I) = Xn+2
etc.



Cas plus complexes

® On sait faire aussi de 'analyse statique avec
des treillis complets n’ayant pas la c.c.c.

® Exemple: treillis des intervalles d’entiers
[m,n], ordonné par inclusion

® Approximation par exces de points fixes et
elargissements [CousotCousot77],
iteration sur les politiques
| GoubaultPutot05], etc.



Conclusion

® || y aurait encore beaucoup a dire, mais on
va s’arreter la!



Annexe
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Galois et points fixes

® Thm:Soit L, L# treillis complet,f:L = L
monotone, et L:a—Y: L% alors

Itp(f)=<Yy (Ifp*(f*)) ou f*=aofoy

o Dém.:Ifpf(f) = fH(1fp#(F))
donc a(fly(fp#())) < Ifp#() (en fait =)

donc f(Y(Ifp*(f))) = Y(ltp*(f¥)) (a-y)
i.e., Y(Ifp#(f?)) post-point fixe de f

donc = le plus petit, qui est Ifp(f) (Tarski).



Galois et points fixes

® Thm:Soit L, L# treillis complet,f:L = L
mon.+*inflationnaire, et L:a—y: L%, alors si
V<y(V#) et V#clm A on a:

Itpv(f) <Y (Ifp*v(f¥)) ou f*=aofoy
¢ Dem.:soit V#=qa(V’)
a-y se restreint a TV:a—y: TV
puis [fpv(f)<lfpv(f) (par definition de Ifpv.)



Galois et points fixes

® Thm:Soit L, L# treillis complet,f:L = L
mon.+*inflationnaire, et L:a—y: L%, alors si
V<y(V#) et Y injective on a:

Ifpv(f) <Y (Ifp*v#(f¥)) ou f*=aofoy

e Déem.: il suffit de voir que Q est alors
surjective. En effet, on a toujours

Y(*)=Y(Q(Y(x7))) (exercice).



