Partiel-devoir a la maison de calculabilité,
2023

Tous les documents sont autorisés. Les résultats vus en TD ou ailleurs qu’en
cours, s’ils sont utilisés, doivent étre redémontrés. Ceux vus en cours, méme les
résultats admis, ne doivent pas étre redémontrés, mais seront cités de facon non
ambigué. Seules les notions et notations du cours — de préférence celles des trans-
parents — seront admises dans les réponses.

On rappelle que X* est I’ensemble des mots sur I’alphabet >, y compris le mot
vide €. X1 dénote I’ensemble des mots non vides sur X.

1 Indécidables ou non ?

Pour chacun des problemes suivants, dire s’ils sont décidables ou non. Justifier.
Dans le cas ou un probleme est indécidable, et chaque fois que ce sera possible, on
exhibera une réduction a partir d’un autre probleme indécidable, que I’on citera.
Si cette réduction a déja été vue en cours, plutdt que de la redécrire completement,
rappelez cette réduction et dites quelles modifications vous lui apportez.

On note conventionnellement n ou |z| la taille de I’entrée = d’une machine
de Turing. On rappelle qu’une machine termine en temps f(n) si et seulement si
toutes ses traces d’exécution, sur toute entrée x, sont de longueur au plus f(n).

Question 1 Entrée : Deux codes de machines de Turing & une bande (M, )™ et (M,)P™ ;

Question : Existe-t-il un mot accepté a la fois par M, et par My ?

Question 2 Entrée : un code de machine de Turing a une bande (M )™, un entier k
écrit en binaire ;
Question : la machine M termine-t-elle en temps & ? (autrement dit, pour
toute entrée x, la machine M, démarrée sur 1’entrée z, s’ arréte-t-elle en au
plus k étapes ?)

Question 3 Entrée : un code de machine de Turing a une bande (M), un entier k
écrit en binaire ;
Question : pour toute entrée z telle que M s’arréte sur I’entrée x, la ma-
chine M termine-t-elle en temps k.n? sur x ? (autrement dit, est-il vrai que



pour toute entrée x, soit M ne s’arréte pas sur z soit M s’arréte en au plus
k.n? étapes sur I’entrée x ?)

Question 4 Entrée : un systeme de réécriture S de mots sur un alphabet A, un mot
wy € A* etun entier k € N;
Question : existe-il un mot w de taille |w| > & tel que wy —* w via S ?

2 Variantes de PCP

On appelle PCP’ le probleme suivant. (Je vous laisse chercher la différence

avec PCP.)

Entrée : Une liste finie de couples (uy,v1), ..., (u,,v,) de mots non vides, sur
un alphabet (fini) quelconque.

Question : existe-t-il des indices 71, ..., 7 pour un certain £k > 1 tels que

Uiy Uiy * * - Ugy, = Vi Viy »+ - Uy, ?
On notera que la chaine de réductions vue en cours montre non seulement que
PCP, mais en fait PCP’, est indécidable.

On appelle binPCP le probleme suivant.

Entrée : Une liste finie de couples (u1,v1), .., (u,,v,) de mots non vides sur
I’alphabet {0, 1}.
Question : existe-t-il des indices 71, ..., i; pour un certain £k > 1 tels que

Uiy Uiy =+ Uy, = Vg Vi =+~ U, 7

Question 5 Exhiber une réduction de PCP’ vers binPCP, et en déduire que binPCP est
indécidable.

On appelle bin1PCP le probléme suivant.
Entrée : Une liste finie de couples (uy,v1), ..., (un, v,) de mots sur 1’alphabet
{0, 1}, ot chaque u; et chaque v; se termine par un 1.
Question : existe-t-il des indices 71, ..., i; pour un certain £k > 1 tels que
Uy Uiy * * * Ugy, = Vg Vgy *+ + Vg, ?

Question 6 Montrer par une réduction appropriée que bin1PCP est indécidable.

3 Automates probabilistes

Un automate probabiliste est, grosso modo, un automate fini usuel, mais avec
des probabilités de transition. Formellement, un automate probabiliste est un quin-

tuplet A o (@Q,%,q0, A, F),ou:
— () est un ensemble fini, dit d’érats ;

— Y est un ensemble fini, I’alphabet ;



— qo € Q (I'état initial) ;
— F C @ (ensemble des états finaux) ;

— A: Q x X — D(Q) est la fonction de transition; D(Q) est I’ensemble
des distributions sur (), ¢’est-a-dire I’ensemble des fonctions p: () — [0, 1]
telles que > ., p(q) = 1 (u(q) est la probabilité de q pour cette distribu-
tion).

On peut calculer sur des automates probabilistes .4, comme sur des automates
usuels, a un détail pres : on doit pouvoir représenter les probabilités, et calculer
dessus. On appellera automate probabiliste rationnel tout automate probabiliste
donc les probabilités A(q, a)(q') sont des rationnels dans [0, 1].

La représentation utilisée d’un automate probabiliste rationnel .A sur une ma-
chine de Turing consiste typiquement a numéroter les états de (), et écrire les
composantes de A les unes apres les autres, séparés par un caractere frais ; A est
représenté par une liste de toutes les valeurs A(q, a)(¢’) dans un ordre quelconque,
ces valeurs (rationnelles) p/q étant écrites comme un couple de deux entiers natu-
rels.

Etant donné un automate probabiliste A comme plus haut, on définit la fonc-
tion A: Q@ x ¥* — D(Q) en posant, pour tout ¢ € Q :

def

— A(g,e) &of d4, OU &, est la distribution de Dirac : 6,(q) = 1, 6,(¢) = pour

tout ¢ € @ \ {g};
— pour tout a € X, pour tout w € ¥*, pour tout p € Q, A(q, aw)(p) o

Y geo Alg a)(q). A, w)(p).

Ceci définit A(g, w) par récurrence sur la longueur de mot w; A(q, w)(p) est la
probabilité, partant de 1’état ¢, d’arriver a I’état p en lisant le mot w. La formule
A, aw)(p) E 3 eq Alg, a)(q').A(q', w)(p) se lit : la probabilité d"aller de g
a p en lisant w est la somme sur tous les états intermédiaires ¢’ de la probabilité
d’aller de ¢ a ¢’ en lisant a, multipliée par la probabilité d’aller de ¢’ a p en lisant
w.

La probabilité d’acceptation Pr 4(w) (par 1’automate probabiliste .A) d’un
mot w est, par définition, la somme > . A(go, w)(p).

On notera les automates probabilistes sous forme graphique. Par exemple,
I’automate probabiliste de la figure 1 est composé de :

def
— Q = {QOaQLuQT};

def

— X = {07 1},

— [D’état initial go est repéré par une fleche entrante isolée (completement a
gauche) ;

— D’unique état final (de F) est repéré par une fleche sortant isolée, c’est ¢ ;

3
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FIGURE 1 — L’ automate probabiliste Ay,
def
A(QOu 0) é
def
Ago,1) = {go — 3,91 — 0,q1 — 1};

{qO'—> %7qJ_H %7qTHO}9

Alq, a) &of d, pour tout ¢ € {gr,q.} et pourtouta € X.

On notera que seules les probabilités strictement positives sont représentées dans
la figure.

Question 7

Question 8

Question 9

Question 10

Etant donné un mot a; - - - a,, sur I’alphabet {0, 1}, donner une formule ex-
plicite pour Pry4,. (a; - - - ay), et la justifier.

Soit ¥ un alphabet. Pour toute fonction ¢: ¥ — {0,1}*, on étend ¢ aux

mots par p(ay - - ay) o (aq) - - - p(ay,). Construire un automate probabi-
liste A, sur I’alphabet ¥ tel que, pour tout w € X, Pr4,(w) = bin(@(w)).
La fonction bin envoie tout mot b, - - - b,, sur I’alphabet {0, n} vers le réel
0,b1---b,, = 2111 %bl Par < construire >, on entend en particulier que
I’on peut calculer A, — qui devra en particulier étre un automate probabi-
liste rationnel — a partir d’une table décrivant ¢ ; on n’aura pas besoin de

justifier que A, est calculable, mais ceci devra étre intuitivement évident.

Pour chaque automate probabiliste rationnel .4 sur un alphabet quelconque
3, construire un automate probabiliste rationnel —.A sur X tel que Pr_4(w) =
1 — Pr4(w) pour tout mot w € ¥*.

Pour tout automate probabiliste A o (Q, %, qo, A, F), soit o4 I’automate
probabiliste (QQ U {e}, %, @ oA F), oul e est un état frais (hors de ()), et :

— pour tout @ € X, pour tout ¢ € Q U {e}, eA(e, a)(q) o Ao, q0)(q")

siq £e,0siqg =e;
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FIGURE 2 - La transformation de la Question 10 : a gauche, I’automate probabi-
liste A, ; a droite, I’automate o A. Les lettres a; parcourent 1’alphabet . On n’a
détaillé que les transitions sortant de gy pour une lettre a; donnée.

— pourtout a € 3, pourtout g € @, pourtoutq € QU{e}, eA(q,a)(q) &of

A(q,a)(q) siq # e, 0 sinon.

Voir la figure 2 pour une illustration. (Les probabilités p;; sont égales a
A(qo, a;)(g;).) Que vaut Pre4(w), pour tout w € ¥* ? Donner une preuve
complete, en faisant attention aux cas limites.

Question 11 Pour chaque couple d’automates probabilistes rationnels A and A’ sur un
méme alphabet 3, et pour chaque nombre rationnel « dans [0, 1], construire
un automate probabiliste rationnel A4 +, A’ sur ¥ tel que pour tout mot
non vide w € X7, Pry, a(w) = a.Pra(w) + (1 — a).Pry(w). Une
description suffisamment claire (par exemple avec un dessin) de 1’automate
suffira, pas besoin d’une preuve pleine de symboles.

Question 12 Soit Y un alphabet. On se donne deux fonctions ¢, ¢': X — {0, 1}* telles
que p(a) et ¢'(a) sont des mots binaires se terminant par un 1, pour toute
lettre a € Y. Montrer que pour tout mot non vide w € X%, Prg, ¢, .- A, (w) =
5 si et seulement si (w) = @' (w).

Question 13 Par réduction depuis bin1PCP, montrer que le probléme suivant dit de non-
vacuité avec probabilité 1/2 :
Entrée : un automate probabiliste rationnel A = (Q, %, qo, A, F) ;
Question : 4 accepte-t-il un mot avec probabilité % ? (autrement dit, existe-
t-il un mot w € ¥* tel que Pra(w) =1 7)

est indécidable.

Etant donnés deux automates probabilistes A &t (@Q,%,q0, A, F) et A o
(@', X, qy, A, F') sur le méme alphabet ¥, on forme 1’automate probabiliste pro-
duit A. A" comme suit :



— son ensemble d’états est Q x Q' ;

— son alphabet est 32 ;

— son état initial est (qo, q() ;

— safonction de transition envoie ((¢, ¢’), a) vers la distribution produit (p, p’) €
Q@ x Q" — Alg,a)(p).A(q,a)(p)

— son ensemble d’états finaux est F' x F”.

On admettra que Pry 4 (w) = Pry(w).Pr(w) pour tout mot w € ¥*.

Question 14 Montrer que le probleme suivant, dit de non-vacuité d’un automate proba-
biliste, est indécidable.

Entrée : un automate probabiliste rationnel A = (Q, %, qo, A, F'), un seuil
6 €]0,1[;

Question : A accepte-t-il un mot avec probabilité > 6 ?

I1 est conseillé de montrer que le probleme reste indécidable si 6 est une
constante fixée dans |0, 1[, que ’on précisera. (Si vous étes curieux, le
probléme est en fait indécidable pour n’importe quelle constante 6 fixée
dans |0, 1]. Le cas < 1 a été traité par Bertoni, Mauri et Torelli en 1977, et
il a fallu attendre Gimbert et Oualhadj en 2010 pour obtenir la réponse dans
le cas # = 1. Le probleme est trivialement décidable si 6 = 0.)

Question 15 Le probleme suivant est-il décidable ?

Entrée : un automate probabiliste rationnel A = (Q, ¥, o, A, F) ;
Question : A accepte-t-il un mot avec probabilité > 0 ?



