Ecole normale supérieure de Paris-Saclay
L3 — Logique — Second devoir a la maison

Elimination des coupures en calcul des séquents

Les régles du calcul des séquents sont rappelée en Annexe. Le calcul des
séquents sans coupure est le systéme formé des régles du calcul des séquents, sauf
la régle coupure. De maniére évidente, si un séquent I' - A a une démonstration
dans le calcul des séquents sans coupure, il a une démonstration dans le calcul
des séquents.

Pour montrer la réciproque, deux voies sont possibles. La premiére consiste
a4 montrer la correction du calcul des séquents et la complétude du calcul des
séquents sans coupure, ainsi on montre que, si le séquent I' F A a une démons-
tration dans le calcul des séquents, alors il est valide dans tous les modéles et il a
donc une démonstration dans le calcul des séquents sans coupure. Une seconde
consiste & éliminer les coupures peu & peu en les remplagant par des coupures
sur des propositions plus petites, c’est-a-dire & construire progressivement une
démonstration dans le calcul des séquents sans coupure de I' = A, & partir de
deux démonstrations, dans ce méme systéme, de ' A, A et ', A - A.

On montre, plus généralement, que si les séquents I, A" - A et IV = A™ A/
ont des démonstrations 7 et 7’ dans le calcul des séquents sans coupure, alors
c’est aussi le cas du séquent I', IV = A, A’. La démonstration procéde par une
récurrence double, d’abord sur le nombre de connecteurs et quantificateurs de
la proposition A, puis sur la somme des tailles des démonstrations 7 et 7’.

1. Montrer, en utilisant les hypothéses de récurrence, que si la proposition
A ala forme B A C, la démonstration 7 la forme

p
A"V B,.CFA
— A-gauche
LA™ T BACFA
et la démonstration 7’ la forme
P 2

I'FB,A™ YA T'EC AL A

T'FBAC, A" LA /\-droite

alors les séquents I', TV + B, A A, T'’TVFC, A A et T, TV, B,C = A, A’
ont une démonstration dans le calcul des séquents sans coupure. En dé-
duire c’est également le cas des séquents I') TV, C' = A, A’ et T, TV = A A/

2. Montrer que si la proposition A a la forme BV C, la démonstration 7 la

forme
P1 P2
A" BFA T,A" 1 CFA
LAY BvCFA

V-gauche



et la démonstration 7’ la forme

/

p
I+ B,C,A™ 1 A
I'FBVC,A™ L A

V-droite

alors le séquent I,V = A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupure.

. Montrer que si la proposition A a la forme B = C, la démonstration 7
la forme
P1 P2
A" '+ B,A T,A" L CFA
A" B=CFA

et la démonstration 7’ la forme

=-gauche

/

p
I',BFC,A™ 1 A
I'FB=C,A" 1 A

; =-droite

alors le séquent I,V = A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupure.

. Montrer que si la proposition A a la forme —B, la démonstration 7 la
forme
- r
A" '+ B,A

DA™, -BrA e

et la démonstration 7’ la forme

/

p
I',BF A™ 1 A
I+ =B, A" A

—-droite

alors le séquent I', IV + A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupure.

. Montrer que si la proposition A a la forme Va B, la démonstration « la
forme
p
LA™Y (t/x)B A
A" Vz BFA

et le démonstration 7’ la forme

V-gauche

/

p
I'+B,A™ A
I'FVe B, A™ 1 A

V-droite

alors le séquent I,V = A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupure.



6.

10.

11.

12.

13.

Montrer que si la proposition A a la forme dx B, la démonstration 7 la
forme
Y
LA 1 BFA
A" 32 BFA

et la démonstration 7’ la forme

J-gauche

/

p
I+ (t/z)B, A™ 1 A
I'F3z B,A™ 1 A

J-droite

alors le séquent I',TV = A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupure.

Montrer que si la derniére régle de 7 est une régle logique sur la pro-
position A et celle de 7’/ une contraction sur la proposition A, alors le
séquent I',TV = A, A’ a une démonstration dans le calcul des séquents
sans coupure.

Montrer que si la derniére régle de 7w est une contraction sur la propo-
sition A et celle de 7’ une régle logique sur la proposition A, alors le
séquent I', TV = A, A’ a une démonstration dans le calcul des séquents
sans coupure.

(Admissibilité de la régles d’affaiblissement) Montrer, de maniére géné-
rale, que si un séquent I' H A a une démonstration dans le calcul des

séquents sans coupure, alors c’est également le cas des séquents I', A H A
et I'HAA.

Montrer que si la derniére régle de la démonstration 7 est la régle aziome,
alors le multiensemble A contient la proposition A. Montrer que le sé-
quent I'\ TV = A™ A, A’ a une démonstration dans le calcul des séquents
sans coupure. Montrer que c¢’est également le cas du séquent T', TV = A, A,

Montrer que si la derniére régle de la démonstration 7’ est la régle aziome,
alors le séquent I,V = A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupure.

Montrer que si les derniéres régles des démonstrations 7 et 7’ concernent
la proposition A, alors le séquent I', TV - A, A’ a une démonstration dans
le calcul des séquents sans coupure.

On considére, dans un second temps, les cas dans lesquels la derniére régle
de 7 ou celle de 7’ concerne une autre proposition que A. Par exemple,
si la derniére régle de 7 est la régle A-gauche, alors ' =11, BAC et 7 a
la forme

P
r,A",B,C+ A
Ir,A", BACFA
Montrer que, le séquent I'1, IV, B,C = A, A’ a une démonstration dans

le calcul des séquents sans coupre. En déduire que c’est également le cas
du séquent T'y, IV, BACF A, A/, c’est-a-dire I', T" = A, A/,

A-gauche
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17.
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Admettre que la démonstration précédente se généralise a tous les cas
dans lesquels la derniére régle de m ou celle de ©’ concerne une autre
proposition que A. Combien y a-t-il de cas & considérer ?

Conclure que si les séquents I', A" = A et IV = A™, A’ ont des démons-
trations dans le calcul des séquents sans coupure, alors c’est aussi le cas
du séquent I, TV F A, A/,

Montrer que siles séquents I', A - A et IV = A, A’ ont des démonstrations
dans le calcul des séquents sans coupure, alors c’est aussi le cas du séquent
DIV EAA.

Montrer que si les séquents I'; A+ A et I' H A, A sont démontrables dans

le calcul des séquents sans coupure, alors c’est aussi le cas du séquent
'k A.

Montrer que si un séquent a une démonstration dans le calcul des séquents
alors il a une démonstration dans le calcul des séquents sans coupure.

Montrer que le séquent P(c)VQ(c) F P(c) n’a pas de démonstration dans
le calcul des séquents sans coupure.

Montrer que le séquent P(c)VQ(c) F P(c) n’a pas de démonstration dans
le calcul des séquents.



Les régles du calcul des séquents

axiome

TLAF A A

TFAA T,AFA
TFA

LA AFA
T,AFA

THAAA
TFAA

coupure

contraction-gauche
contraction-droite

m T-droite

m J_—gauche
I A BFA
T.ANBFA

TEAA TFBA
T-AAB A

I''AFA T BFA
I AVBEFA
I'FABA
I'AvVB,A

T'FAA T.BFA
I'N'A= BFA
I'A+B,A
I'tA= B,A

I'FAA
I-AFA
I'AFA
I'F-AA
T, (t/x)AF A
I'Vz AF A
T'FAA
TFVs 4,A
AFA
I''dz AF A
'k (t/x)AA
TF3z 4 A

A-gauche

A-droite

V-gauche

V-droite

=--gauche

=-droite

—-gauche

—-droite

V-gauche

V-droite z non libre dans ', A

J-gauche = non libre dans I'; A

J-droite



