Guillaume Genestier 1er février 2018

TD2 - Calcul des séquents et déduction naturelle

Exercice 1. Quelques tautologies

Donner une preuve en déduction naturelle et en calcul des séquents classique
des formules suivantes, ou A, B et C sont des variables propositionnelles :

Question 1. Le tiers exclu AV —A

Question 2. La loi de Peirce (A — B) —» A) —» A

Question 3. La curryfication (AAB) - C) < (A— B — ()
Question 4. Une loi de De Morgan —(AV B) <> (-A A —-B)

Question 5. La contraposée (-B — —A) <> (A — B)

Exercice 2. Théoréme de la déduction - le retour

Question 6. Montrer que I', ¢ - A, 1) est prouvable en LK si et seulement si
I' - A, ¢ — 1 est prouvable en LK.

Exercice 3. Des régles nécessaires a la complé-
tude

Question 7. Montrer que si l'on retire la régle d’affaiblissement a NKjo, le
systéme de déduction reste complet.

Question 8. Montrer que si I’on retire les régles d’introduction de V a NKj,
le systéme de déduction n’est plus complet.

Exercice 4. Coupure en déduction naturelle

Question 9. Montrer que siI', ¢ 1) et T' = ¢ sont prouvables dans NKg, alors
I' F 9 Test aussi.

Question 10. Montrer que —(¢ V ¢)) b —=¢ et =(¢ V ¢») b —p sont prouvables
dans NKq



Exercice 5. Traduisons les preuves

On cherche une méthode effective de traduction entre calcul des séquents et la
déduction naturelle. On s’interdit donc dans cet exercice d’utiliser les théorémes
de complétude. On nomme LK le calcul des séquents avec la régle de coupure.

Question 11. Montrer que si le jugement I' - ¢ est prouvable en NKg, alors
le séquent I' F ¢ est prouvable en LKj

Question 12. Montrer que I' F ¢, ..., ¢, est prouvable en LKq si et seulement
sil,—¢q,...,7¢, F L est prouvable en LKy

Question 13. Montrer que si I' + ¢1,...,¢, est prouvable en LKq alors
I',=¢1,...,7¢, - L est prouvable en NKj

Question 14. Montrer que si I' - ¢1, ..., ¢, est prouvable en LKq alors T" -
¢1 V-V ¢, est prouvable en NKg

Exercice 6. Prouver c’est long...
Question 15. Expliquer pourquoi ’algorithme de décision de la validité résul-

tant du théoréme de complétude du calcul des séquents est exponentiel en la
taille du séquent.
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