Guillaume Genestier 23 mai 2018

TD12 - Syntheése

Exercice 1. Prouvable : classiquement ou intuition-
nistiquement ?

Pour chacun des séquents suivants, dire s’il est prouvable classiquement et/ou
intuitionnistiquement :

Question 1. B A= B
Question 2. (AVB)=B+FB=A
Question 3. ~(-AV-B)+F (AV B)

Exercice 2. Vrai ou faux

Parmi les énoncés suivants, certains sont vrais, d’autres faux et pour certains
on ne sait pas conclure. Justifier pour chacun d’entre-eux a quelle catégorie il
appartient :

Question 4. Toute théorie du premier ordre est incohérente ou incompléte.
Question 5. Toute théorie compléte est décidable.

Question 6. Toute théorie incohérente est décidable.

Question 7. L’arithmétique élémentaire n’a pas de modéle fini.

Question 8. Toute théorie engendrée par un sous-ensemble d’une théorie compléte
est elle-méme récursive.

Question 9. L’intersection de deux théories décidables est décidable.

Question 10. La cohérence de 'arithmétique de Peano peut s’exprimer comme
une formule de I'arithmétique de Peano, mais on ne peut pas prouver cet énoncé
dans l'arithmétique de Peano.

Exercice 3.

Soit F = {a(0),b(0), f(2)} et P ={P(2),Q(2)}.

Question 11. L’ensemble de 3 clauses suivant est-il satisfaisable 7 Justifier.

Vo. Q(x,a) Va.y.z. - Py, y)V-P(f(a,x), 2) Va.y.z. P(z,y)VP(y, f(z,b))V-Q(z,a)



Exercice 4. Théoréme de Lowenheim-Skolem ascen-
dant

Soit F,P un langage fini ou dénombrable, 7 une théorie dans ce langage et k
un ensemble infini quelconque.

Question 12. Montrer que si la théorie 7 a un modéle infini, elle a un modeéle de
cardinal supérieur a celui de k.

Exercice 5. Théoréme de Lowenheim-Skolem des-
cendant

Définition 1 (Sous-structure élémentaire). 9 est une sous-structure élémentaire
de M si M est une sous-structure de N telle que pour tout formule ¢(T) et tout
me M™,

M E ¢(m) si et seulement si N E ¢(m)
On note alors M < N.

Question 13. Soit 9t une sous-structure de M. Montrer que I < M si et seule-
ment si pour toute formule ¢(z,7) et tout m € M", si M F Jz. ¢(x,m) alors il
existe un mg € M tel que M E ¢(mg, m).

Question 14. Soit 9t une F,P-structure infinie et A un sous-ensemble de N.
Soit k un cardinal infini tel que max(|A|,|F]|,|P]) < & < |9]. Alors il y a une
sous-structure élémentaire 97 < O contenant A et de cardinal k.
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