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I. Les langages de la logique des prédicats



Les langages de la logique des prédicats

La logique des prédicats n'est pas une théorie, comme |'arithmétique ou la géométrie

C'est une logique : un cadre dans lequel il est possible de définir plusieurs théories

Chaque théorie a son langage propre



Les sortes

Ensemble S de sortes de termes (souvent une seule)
Par exemple : nat

Une sorte supplémentaire commune a tous les langages : Prop



Les symboles

» Les symboles de fonction f d'arité (si, ..., s,,s’)
Par exemple : 0, S, +, X

> Les symboles de prédicat P d'arité (s, ..., sp, Prop) (notée (si, ..., s,))
Par exemple : =, pair, impair

» Les symboles communs & tous les langages

T et L d'arité {Prop)

— d'arité (Prop, Prop)

A, V et = d'arité (Prop, Prop, Prop)

Vs et 35 d'arité ((s, Prop), Prop)

vV vy vVvyYy

Seuls symboles lieurs Vs et 3¢



Un exemple

Vx (impair(x) = pair(S(x)))



Il. Les régles de déduction naturelle



Une premiére (et presque bonne) idée

Un sous-ensemble de I'ensemble des propositions
inductivement défini par des régles de déduction

A B

AANB
ANB




Mais...

Pour démontrer A = B : supposons A et démontrons B

Non seulement la proposition & démontrer varie, mais aussi I'ensemble d'hypothéses

Un séquent I = A formé d'un ensemble d'hypothéses I et d'une conclusion A



Les régles de la Déduction naturelle

Un sous-ensemble de I'ensemble des séquents inductivement défini par des régles de
déduction

r'-A r=B
rN-AAB

rN-AAB
MN=-A

rN-AAB
r-B

N-A=B THA
M-B

rAFB
FA= B

FFASiAer



La classification des regles

La plupart des régles concernent un symbole (connecteur ou quantificateur) unique

r'-A r=B

F-AAB A-intro

Classification des régles en fonction du symbole concerné

Conclusion ou prémisse : introduction / élimination
fabriquer / utiliser

Quelques exceptions



Les régles une par une : T

T T-intro

Pas de régle d'élimination



Les régles une par une :

M= 1 o
mJ_—elm

Pas de régle d'introduction



Les régles une par une : A

N-A r-B .
“TEAAB /Mo
rN-AAB ol
W/\-EIml
rN-AAB

FC B A-élim2



Les régles une par une : V

M=A

m V-introl

N-B

m V-intro2

r-Ave IMAEC I,BEC i
- C V-élim

Démonstration par cas



Les régles une par une : =

AFB .
7r E A — B =-Intro

r-A=B TEA_ .
FCB =-élim

Contexte, raisonnement hypothético-déductif



Les régles une par une : —

FAFL .
TFSA —-Intro

r--A THFA
TrrL

Régles impures (L)
Possibilité de considérer =A comme A= L



Les régles une par une : V

N=A . .
mv-”]tro SI X g VL(r)
rhvxA
M (t/x)A M

Régle d'introduction : généricité
« Nous voulons montrer Vx (pair(x) = pair(x)). Considérons un entier x et montrons
pair(x) = pair(x) »

x n'apparait pas (libre) dans I’

Reégle d'élimination : substitution
(7/x)(pair(x) = pair(x)) = pair(7) = pair(7)



Les régles une par une :

M (t/x)A _
TFaxA Nt

N-3ixA ILAFB

- 3-élim si x ¢ VL(T, B)




Les régles une par une

A axiome if Ae Tl

Notion de contexte, raisonnement hypothético-déductif

m tiers exclu



Quelques variantes

A l'intérieur de la Déduction naturelle

r-AAB T,AB+-C i
e A-élim

M-——A |
TFA tiers exclu

Mais aussi des régles complétement différentes : le Calcul des séquents



I11. La substitution



V-élim et 3-intro : une opération annexe : la substitution (t/x)u
L'opération qui donne son sens au mot variable

Les langages de la logique des prédicats et tous les autres langages

Définition simple pour les langages sans symboles lieurs de variables
> (t/x)x =1t
> (t/x)y=ysix#y

> (t/x)(f(u1,...,upn)) = F((t/x)ur, ..., (t/x)up)



Dans les langages avec des symboles lieurs de variables

(4/x)(Vx P(x)) = Vx P(4) ou Vx P(x)?

Régle 1 : ne substituer que les variables libres

Premiére tentative :
» (t/x)(Vx A) =Vx A
> (t/x)(Yy A) = Vy ((t/x)A) si x # y



Exemples

(4/y)(¥x P(x +y)) =Vx P(x+4)

(z/y)(Vx P(x+y)) =Vx P(x+ z)

(x/y)(¥x P(x +y)) = Vx P(x+x)



Régle 2 : éviter les captures de variables

(x/y)(¥x P(x +y)) = (x/y)(vw P(w +y)) = Vw P(w + x)

Renommer la variable lige x en w

Pourquoi w plutét que v 7?
C'est équivalent (variable liée = variable muette)

Equivalence alphabétique (a-équivalence)



L'équivalence alphabétique

» Vx A~ Vy B si pour toute variable z qui n'apparait ni dans Vx A ni dans Vy B
nous avons (z/x)A ~ (z/y)B

Exemple : Vw P(w + x) et Yv P(v + x) sont équivalentes

Désormais nous ne raisonnons plus que sur des classes d’expressions modulo équivalence
alphabétique



La substitution (enfin ...)

> (t/x)(Vy A) =Vw (t/x){w/y)A
ol w est une variable quelconque différente de x et y et qui n'apparait ni dans t ni
dans A



Un empilement de notions : substitution avec captures — équivalence alphabétique —
classes d’expressions — substitution

De nombreuses erreurs dans les livres

De nombreuses erreurs dans les logiciels de calcul symbolique (systémes de vérification
de démonstrations, systémes de recherche de démonstrations, systémes de calcul
formel, compilateurs...)



IV. La notion de démonstration



Une démonstration : un arbre de dérivation avec les régles de la déduction naturelle



Un exemple

P/\QFP/\Qj\Xi,C?_mz P/\QFP/\Qj\Xi,ol_ml
PAQFQ /ve&Im PAQF P /&M
PAQF QAP A-Intro

F(PAQ) = (QAP) =-intro



La prochaine fois

La notion de théorie



