
1.1. LES DÉFINITIONS INDUCTIVES 9
a

b       c

est-elle faiblement 
omplète ? Est-elle fortement 
omplète ?Remarquons que si la relation d'ordre ≤ sur l'ensemble E est fortement 
om-plète, alors tout sous-ensemble de E a également une borne inférieure. En e�et,soit A un sous-ensemble quel
onque de E, soit B l'ensemble {y ∈ E | ∀ x ∈ Ay ≤ x} des minorants de A et l la borne supérieure de B. Par dé�nition, l estun majorant de l'ensemble B� ∀y ∈ B y ≤ let 
'est le plus petit� (∀y ∈ B y ≤ l') ⇒ l ≤ l'Il n'est pas di�
ile de démontrer que l est la borne inférieure de A. En e�et,si x est un élément de A, 
'est un majorant de B et 
omme l est le plus petit de
es majorants, l ≤ x. Don
 l est un minorant de A. Pour montrer que 
'est leplus grand, il su�t de remarquer que si m est un minorant de A, 
'est un élémentde B et don
 m ≤ l.La borne inférieure d'un sous-ensemble B de l'ensemble des parties d'unensemble A est, bien entendu, l'ensemble ⋂
C∈B

C.Se
ond théorème du point �xe. Soit ≤ une relation d'ordre fortement
omplète sur un ensemble E. Soit f une fon
tion de E dans E. Si f est 
roissantealors p = inf {
 | f 
 ≤ 
} est le plus petit point �xe de f.
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Démonstration. Soit C l'ensemble {
 | f 
 ≤ 
} et 
 un élément de C. On ap ≤ 
 
ar p est un minorant de C. La fon
tion f étant 
roissante, on en déduit fp ≤ f 
. Par ailleurs, f 
 ≤ 
 
ar 
 est un élément de C, don
 par transitivitéf p ≤ 
.L'élément f p est inférieur à tous les éléments de C, il est don
 inférieur àsa borne inférieure : f p ≤ p.


