
8 CHAPITRE 1. LES TERMES ET LES RELATIONSSoit A un ensemble quel
onque, la relation d'in
lusion ⊆ sur l'ensemble ℘(A)des parties de A est un autre exemple de relation d'ordre faiblement 
omplète.La limite d'une suite 
roissante U0, U1, U2, ... est l'ensemble ⋃
i∈N

Ui. Deplus, 
ette relation a un plus petit élément ∅.Soit f une fon
tion de E dans E. La fon
tion f est 
roissante si x ≤ y ⇒ fx ≤ f y. Elle est 
ontinue si, en outre, pour toute suite 
roissante lim (f ui)= f (lim ui).Premier théorème du point �xe. Soit ≤ une relation d'ordre faiblement
omplète sur un ensemble E qui a un plus petit élément m. Soit f une fon
tionde E dans E. Si f est 
ontinue alors p = lim (fi m) est le plus petit point �xede f.
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Démonstration. Tout d'abord, m étant le plus petit élément de E, m ≤ f m.La fon
tion f étant 
roissante, fi m ≤ fi+1 m. La suite fi m est 
roissante, ellea don
 bien une limite. La suite fi+1 m a également p pour limite. Don
 p =lim (f (fi m)) = f (lim (fi m)) = f p. De plus, p est le plus petit point�xe, 
ar si q est un point �xe, m ≤ q et la fon
tion f étant 
roissante, fi m ≤fi q = q. Don
 p = lim fi m ≤ q.Le se
ond théorème du point �xe donne l'existen
e d'un point �xe pour lesfon
tions 
roissantes, même si elles ne sont pas 
ontinues, en supposant unepropriété un peu plus forte sur la relation d'ordre.Une relation d'ordre ≤ sur un ensemble E est fortement 
omplète si tous lessous-ensembles de E ont une borne supérieure.La relation d'ordre ordinaire sur l'intervalle [0, 1℄ de la droite réelle est unexemple de relation d'ordre fortement 
omplète. La relation d'ordre ordinairesur R
+ n'est pas fortement 
omplète 
ar l'ensemble R

+ tout entier n'a pas deborne supérieure.Soit A un ensemble quel
onque, la relation d'in
lusion ⊆ sur l'ensemble ℘(A)des parties de A est un autre exemple de relation d'ordre fortement 
omplète.La borne supérieure d'un ensemble B est l'ensemble ⋃
C∈B

C.Exer
i
e 1.1 Montrer que toute relation fortement 
omplète est faiblement
omplète.La relation d'ordre


