
70 CHAPITRE 5. LE LANGAGE PCF AVEC DES TYPESpeut se formuler en disant que pour 
al
uler une approximation à n termes def x il su�t de 
onnaître une 
ertaine approximation de x.Soit u une suite entière et U l'élément de Jnat -> natK qui asso
ie ⊥ à ⊥et ui à i.Soit V la suite à valeur dans Jnat -> natK[⊥ 7→ ⊥, 0 7→ ⊥, 1 7→ ⊥, 2 7→ ⊥, 3 7→ ⊥, ...℄,[⊥ 7→ ⊥, 0 7→ u0, 1 7→ ⊥, 2 7→ ⊥, 3 7→ ⊥, ...℄,[⊥ 7→ ⊥, 0 7→ u0 , 1 7→ u1, 2 7→ ⊥, 3 7→ ⊥, ...℄,[⊥ 7→ ⊥, 0 7→ u0 , 1 7→ u1, 2 7→ u2, 3 7→ ⊥, ...℄,...Montrer que la suite V 
onverge vers U. Soit F une fon
tion 
ontinue de Jnat-> natK dans lui-même. Montrer que la suite F Vi 
onverge vers F U. Montrerque la suite F Vi p 
onverge vers F U p. Montrer qu'il existe un entier k tel queF Vk p = F U p. Montrer que pour 
al
uler F U p, il su�t de 
onnaître les kpremiers termes de U. Montrer que pour 
al
uler les n premiers termes de F Uil su�t de 
onnaître un nombre �ni de termes de U.La fon
tion qui à une suite u asso
ie 0 si u est identiquement nulle et 1sinon est-elle 
ontinue ? Est-elle programmable en PCF ?On pourra en�n remarquer que dans 
es deux exemples, les approximations� nombres dé
imaux ou suites �nies � 
ontiennent une quantité �nie d'in-formation alors que les objets approximés � nombres réels ou suite in�nies �
ontiennent une quantité in�nie d'information.Exer
i
e 5.13 (Le système T de Gödel) Pour éviter que 
ertains programmesbou
lent, on peut rempla
er la 
onstru
tion fix par une 
onstru
tion re
, quipermet de dé�nir des fon
tions par ré
urren
e. On obtient alors un langagedans lequel tous les programmes terminent, mais qui n'est plus 
omplet au sensde Turing. Il faut 
ependant une 
ertaine expertise en logique pour 
onstruireun exemple de programme qui n'est pas exprimable dans 
e langage.La fon
tion f dé�nie par f 0 = a et f (n + 1) = g n (f n) est notéere
 a g. Les règles de sémantique opérationnelle à petits pas asso
iées à 
ette
onstru
tion sont re
 a g 0 −→ are
 a g n −→ g (n - 1) (re
 a g (n - 1))si n est une 
onstante entière di�érente de 0.Programmer la fa
torielle dans 
e langage. Donner des règles de typage pourla 
onstru
tion re
. Donner la sémantique dénotationnelle de 
e langage.


