
68 CHAPITRE 5. LE LANGAGE PCF AVEC DES TYPESMontrons maintenant que 
es relations d'ordre sont faiblement 
omplètes.La relation d'ordre sur JnatK est faiblement 
omplète 
ar une suite 
roissanteest ou bien 
onstante, ou alors elle a la forme ⊥, ⊥, ..., ⊥, n, n, ... etelle a don
 une limite dans tous les 
as.Montrons maintenant que si les relations d'ordre sur JAK et JBK sont fai-blement 
omplètes, 
'est également le 
as de la relation d'ordre sur JA -> BK.Considérons pour 
ela une suite 
roissante fn à valeur dans JA -> BK. Par dé�ni-tion de la relation d'ordre sur JA -> BK, pour tout x dans JAK, la suite, à valeursdans JBK, fn x est 
roissante également, elle a don
 une limite. On appelle Fla fon
tion qui à x asso
ie limn (fn x). On peut montrer � mais nous ne leferons pas i
i � que la fon
tion F appartient à JA -> BK, 
'est-à-dire qu'elle est
ontinue, 
e qui demande un lemme de permutation de limites. Par 
onstru
-tion, la fon
tion F majore toutes les fon
tions fn, et 
'est la plus petite fon
tionqui les majore. C'est don
 la limite de la suite fn. Toute suite 
roissante a unelimite et la relation d'ordre sur JA -> BK est don
 faiblement 
omplète.Chaque ensemble JAK a un plus petit élément que l'on note ⊥A. Le pluspetit élément de JnatK est ⊥ et 
elui de JA -> BK est la fon
tion 
onstanteidentiquement égale à ⊥B.5.3.4 La sémantique du point �xeOn peut reprendre la dé�nition de la sémantique dénotationnelle d'un termede PCF typé en ajoutant le 
as de la 
onstru
tion fix� JxKe = a, si e 
ontient la dé�nition x = a,� Jfun x:A -> tKe = fun a:JAK -> JtKe,x=a,� Jt uKe = JtKe JuKe,� JnKe = n,� Jt ⊗ uKe = JtKe ⊗ JuKe, si JtKe et JuKe sont des entiers et ⊥ sinon,� Jifz t then u else vKe = JuKe si JtKe = 0, JvKe si JtKe est une 
onstanteentière di�érente de 0 et ⊥A, où A est le type de 
e terme, si JtKe = ⊥nat.� Jfix x:A tKe = FIX (fun a:JAK -> JtKe,x=a) où FIX(f) est le plus petitpoint �xe de la fon
tion 
ontinue f,� Jlet x:A = t in uKe = JuKe,x=JtKe .Pour que 
ette dé�nition soit 
orre
te, on doit démontrer que si t est unterme de type A alors JtK est bien un élément de JAK, 
'est-à-dire que 
'est unefon
tion 
ontinue. Nous ne donnerons pas 
ette démonstration i
i, mais 
'est le
as.Exer
i
e 5.7 Quelle est la sémantique du terme fun x:nat -> 0 ? Quelle estla sémantique du terme fix x:nat x ? Quelle est la sémantique du terme (funx:nat -> 0) (fix x:nat x) ?Exer
i
e 5.8 Quelle est la valeur de Jifz t then u else vKe, si JtKe = 0,
JuKe = 0 et JvKe = ⊥nat ?On peut maintenant énon
er le théorème d'équivalen
e des sémantiques. Soitt un terme 
los de type nat et n une 
onstante entière : t →֒ n en appel par


