
1.1. LES DÉFINITIONS INDUCTIVES 11m = b| a m 
Pour montrer qu'il y a toujours un plus petit sous-ensemble de A fermé parles fon
tions f1, f2, ..., on dé�nit une fon
tion F de ℘(A) dans ℘(A)F C = {x ∈ A | ∃i ∃y1... yni ∈ C x = fi y1 ... yni}Un sous-ensemble C de A est fermé par les fon
tions f1, f2, ... si et seulement siF C ⊆ C.La fon
tion F est trivialement 
roissante, 
'est-à-dire que si C ⊆ C' alors FC ⊆ F C'. Elle est, de plus, 
ontinue, 
'est-à-dire que si C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆...alors F (⋃
j
Cj) = ⋃

j
(F Cj). En e�et, si un élément x de A est dans F (⋃

j
Cj),alors il existe un entier i et des éléments y1, ..., yni de ⋃

j
Cj tels que x = fi y1... yni . Cha
un de 
es éléments est dans l'un des Cj. Comme la suite des Cjest 
roissante, ils sont tous dans Ck, le plus grand de 
es ensembles. L'élémentx appartient don
 à F Ck et don
 à ⋃

j(F Cj). Ré
iproquement, si x appartientà ⋃
j
(F Cj), il appartient à un 
ertain F Ck, il existe don
 un entier i et deséléments y1, ..., yni de Ck tels que x = fi y1 ... yni . Les éléments y1, ..., yniappartiennent à ⋃

j
Cj, et don
 x à F (⋃

j
Cj).On dé�nit l'ensemble E 
omme le plus petit point �xe de la fon
tion F. Cetensemble est le plus petit ensemble qui véri�e la propriété F E = E et d'aprèsle se
ond théorème du point �xe, 
'est aussi le plus petit ensemble qui véri�e lapropriété F E ⊆ E. C'est don
 bien le plus petit ensemble fermé par les fon
tionsf1, f2, ...L'ensemble des nombres pairs n'est pas l'unique sous-ensemble de N qui
ontient 0 et qui est fermé par la fon
tion n 7→ n + 2 � l'ensemble N, parexemple, véri�e également 
es propriétés � mais 
'est le plus petit. Il peut êtredé�ni 
omme l'interse
tion de tous 
es ensembles. Le se
ond théorème du point�xe nous permet de généraliser 
ette remarque et de dé�nir l'ensemble E 
ommel'interse
tion de tous les ensembles fermés par les fon
tions f1, f2, ...Le premier théorème du point �xe, quant à lui, montre qu'un objet x ap-partient à E si et seulement s'il existe un entier k tel que x appartient à Fk ∅.C'est-à-dire s'il existe une fon
tion fi telle que x = fi y1 ... yni où les y1,..., yni appartiennent à Fk−1

∅. En itérant 
ette remarque, 
'est-à-dire en fai-sant une démonstration par ré
urren
e sur k, on montre qu'un élément x de Aappartient à E si et seulement s'il existe un arbre dont les n÷uds sont étiquetéspar des éléments de A, dont la ra
ine est étiquetée par x, et tel que si un n÷udest étiqueté par un élément 
, alors ses enfants sont étiquetés par des objetsd1, ..., dn tels qu'il existe une règle f, telle que 
 = f d1 ... dn. Un tel arbres'appelle une dérivation de a. Cette notion de dérivation généralise la notionlogique de démonstration. On peut don
 dé�nir l'ensemble E 
omme l'ensembledes éléments x de A qui ont une dérivation.On utilise une é
riture parti
ulière pour les dérivations. Tout d'abord, oné
rit la ra
ine de l'arbre en bas et les feuilles en haut. Ensuite, on tra
e un traitau dessus de 
haque n÷ud de l'arbre et on é
rit ses enfants au dessus de 
e trait.


