
Chapitre 6L'inféren
e de typesDans beau
oup de langages de programmation, 
omme Java, C, ..., les pro-grammeurs doivent indiquer eux-mêmes le type des variables du programme,et é
rire par exemple fun x:nat -> x + 1. Pourtant, sa
hant que + ne peutprendre que des arguments entiers, il n'est pas di�
ile de montrer que, dans leterme fun x -> x + 1, la variable x ne peut être que de type nat. On peutdon
 dispenser les programmeurs de l'é
riture des types et laisser l'ordinateurinférer 
es types. C'est l'objet des algorithmes d'inféren
e de types.6.1 L'inféren
e de types monomorphes6.1.1 L'attribution d'un type aux termes sans typesOn revient don
 à la syntaxe de PCF dans laquelle les variables ne sont pasexpli
itement typées. On n'é
rit don
 plus fun x:nat -> x + 1, mais, 
ommeau 
hapitre 2, fun x -> x + 1.Le langage des termes et le langage des types peuvent maintenant se dé�nirindépendamment l'un de l'autre. Le langage PCF se dé�nit 
omme au 
hapitre2 et le langage des types est formé� d'une 
onstante nat,� et d'un symbole -> à deux arguments ne liant pas de variable dans sesarguments.A = X| nat| A -> AComme pré
édemment, nous dé�nissons indu
tivement la relation e ⊢ t : A� le terme t a le type A dans l'environnement e �.si e 
ontient x : Ae ⊢ x : A71



72 CHAPITRE 6. L'INFÉRENCE DE TYPESe ⊢ u : A e ⊢ t : A -> Be ⊢ t u : B(e, x : A) ⊢ t : Be ⊢ fun x -> t : A -> Be ⊢ n : nate ⊢ u : nat e ⊢ t : nate ⊢ t ⊗ u : nate ⊢ t : nat e ⊢ u : A e ⊢ v : Ae ⊢ ifz t then u else v : A(e, x : A) ⊢ t : Ae ⊢ fix x t : Ae ⊢ t : A (e, x : A) ⊢ u : Be ⊢ let x = t in u : BCertains termes, par exemple le terme fun x -> x, ont maintenant plu-sieurs types, on peut par exemple dériver l'énon
é ⊢ fun x -> x : nat -> natet l'énon
é ⊢ fun x -> x : (nat -> nat) -> (nat -> nat). Également, unterme 
los peut avoir un type qui 
ontient des variables libres. C'est par exemplele 
as du terme fun x -> x qui a le type X -> X dans l'environnement vide.On peut démontrer que quand un terme 
los t a un type A qui 
ontient desvariables dans l'environnement vide, alors le terme t a également le type θApour toute substitution θ. Par exemple, en substituant la variable X par le typenat -> nat dans le type X -> X, on obtient le type (nat -> nat) -> (nat-> nat) qui est bien l'un des types du terme fun x -> x.6.1.2 L'algorithme de HindleyVenons-en maintenant à l'algorithme d'inféren
e de types proprement dit.Le premier algorithme que nous allons voir pro
ède en deux étapes. La premièreressemble beau
oup à l'algorithme de véri�
ation de types : 
'est une étape depar
ours ré
ursif du terme où on véri�e à 
haque étape que les 
ontraintes detypes sont bien véri�ées et où on 
al
ule le type du terme. Il y a 
ependant deuxdi�éren
es ave
 la véri�
ation de types : quand on 
her
he à typer un terme de laforme fun x -> t dans un environnement e, 
omme on ne 
onnaît pas le typede la variable x on 
rée une variable de type X, on ajoute à l'environnemente la dé
laration x : X et on type le terme t dans 
et environnement étendu.Se
onde di�éren
e : quand on type une appli
ation t u après avoir 
al
ulé ré-
ursivement les types A de u et B de t, on ne peut pas se 
ontenter de véri�erque le type B a la forme A -> C, mais 
omme 
es deux types peuvent 
ontenirdes variables, on doit poser une équation entre types B = A -> X. La se
ondeétape de l'algorithme d'inféren
e de types 
onsiste à résoudre 
es équations.Prenons un exemple : pour typer le terme fun f -> 2 + (f 1) on doittyper le terme 2 + (f 1) dans l'environnement f : X. Pour 
ela, on doit typer



6.1. L'INFÉRENCE DE TYPES MONOMORPHES 73le terme 2 dont le type est nat et le terme f 1. Le type du terme 1 est nat et
elui du terme f est X. On pose don
 l'équation X = nat -> Y et le type de f1 est Y. Une fois le terme 2 et f 1 typés, on pose les équations nat = nat etY = nat et le type du terme 2 + (f 1) est nat. Finalement, le type du termefun f -> 2 + (f 1) est X -> nat et les équations à résoudre sontX = nat -> Ynat = natY = natCe système d'équations a une solution unique X = nat -> nat, Y = nat, etl'unique type du terme fun f -> 2 + (f 1) est don
 (nat -> nat) -> nat.Comme l'algorithme de véri�
ation de types, la première étape de l'algo-rithme peut se dé
rire par un ensemble de règles de sémantique opérationnelleà grands pas, où le résultat de l'interprétation du terme n'est ni sa valeur, nison type, mais un 
ouple formé d'un type et d'un ensemble d'équations entretypes. On é
rit e ⊢ t ; A, E la relation liant l'environnement e, le terme t,le type A et l'ensemble d'équations E. si e 
ontient x : Ae ⊢ x ; A, ∅e ⊢ u ; A, E e ⊢ t ; B, Fe ⊢ t u ; X, E ∪ F ∪ {B = A -> X}(e, x : X) ⊢ t ; A, Ee ⊢ fun x -> t ; (X -> A), Ee ⊢ n ; nat, ∅e ⊢ u ; A, E e ⊢ t ; B, Fe ⊢ t ⊗ u ; nat, E ∪ F ∪ {A = nat, B = nat}e ⊢ t ; A, E e ⊢ u ; B, F e ⊢ v ; C, Ge ⊢ ifz t then u else v ; B, E ∪ F ∪ G ∪ {A = nat, B = C}(e, x : X) ⊢ t ; A, Ee ⊢ fix x t ; A, E ∪ {X = A}e ⊢ t ; A, E (e, x : A) ⊢ u ; B, Fe ⊢ let x = t in u ; B, E ∪ FDans la règle de l'appli
ation, la variable X est une variable quel
onque quin'apparaît pas dans e, A, B, E et F. Dans la règle du fun et du fix, 
'est unevariable quel
onque qui n'apparaît pas dans e.Soit t un terme 
los et A et E le type et l'ensemble d'équations 
al
ulés par
et algorithme, 
'est-à-dire tels que ⊢ t ; A, E. Une substitution σ = B1/X1,..., Bn/Xn est une solution de l'ensemble E si pour toute équation C = D de E,les types σC et σD sont identiques. On peut démontrer que pour toute substitu-tion σ solution de l'ensemble E, le type σA est un type de t dans l'environnement



74 CHAPITRE 6. L'INFÉRENCE DE TYPESvide. Plus généralement, si e ⊢ t ; A, E, alors pour toute substitution σ so-lution de l'ensemble E, le type σA est un type de t dans l'environnement σe.Ré
iproquement, pour tout type A' de t dans l'environnement vide, il existe unesubstitution σ telle que A' = σA et σ est une solution de l'ensemble d'équationsE. La se
onde étape de l'algorithme 
onsiste à résoudre les équations sur lestypes. Le langage des types est un langage sans variables liées formé d'une
onstante nat et d'un symbole -> à deux arguments. Pour résoudre les équationssur les types, on utilise l'algorithme d'uni�
ation de Robinson qui permet derésoudre des équations dans n'importe quel langage sans variables liées. Cetalgorithme rappelle, par 
ertains aspe
ts, l'algorithme du pivot de Gauss. Ilpro
ède par transformations progressives du système d'équations� si une équation du système a la forme A -> B = C -> D, la rempla
er parles équations A = C et B = D,� si une équation du système a la forme nat = nat, la supprimer,� si une équation du système a la forme nat = A -> B ou A -> B = nat,é
houer,� si une équation du système a la forme X = X, la supprimer,� si une équation du système a la forme X = A ou A = X, si X apparaît dansA et si A est distin
t de X, é
houer,� si une équation du système a la forme X = A ou A = X, si X n'apparaît pasdans A et si X apparaît dans les autres équations du système, substituer Xpar A dans toutes les autres équations du système.On peut démontrer, bien que 
e ne soit pas absolument trivial, que 
etalgorithme termine. S'il é
houe, alors le système dont on était parti n'avait pasde solution. S'il termine sans é
houer alors le système �nal a la forme X1 = A1,..., Xn = An, les Xi sont des variables distin
tes et n'apparaissent pas dansles Ai. Dans 
e 
as, la substitution σ = A1/X1, ..., An/Xn est une solution dusystème initial. On peut également démontrer que 
ette substitution est unesolution prin
ipale de 
e système, 
'est-à-dire que pour toute substitution θsolution du système initial, il existe une substitution η telle que θ = η ◦ σ. Oné
rit 
ette substitution σ = mgu(E) �most general uni�er : solution prin
ipale.Soit t un terme 
los, soient A et E tels que ⊢ t ; A, E, soit σ une solutionprin
ipale de E alors le terme t est de type σA dans l'environnement vide. Deplus, σA est un type prin
ipal de t, 
'est-à-dire que pour tout type B de t, ilexiste une substitution η telle que B = ησA.6.1.3 L'algorithme de Hindley ave
 résolution immédiateUne variante de l'algorithme de Hindley 
onsiste à ne pas attendre la �nde la première étape pour s'attaquer à la résolution des équations, mais à lesrésoudre au fur et à mesure qu'on les 
onstruit. Dans 
e 
as, au lieu de retournerun type et un ensemble d'équations, on retourne un type A et une substitution ρ,solution prin
ipale des équations. On peut également appliquer la substitution
ρ au type A au fur et à mesure de sa 
onstru
tion.



6.1. L'INFÉRENCE DE TYPES MONOMORPHES 75La propriété de l'algorithme est don
 que si e ⊢ t ; A, ρ, alors A est untype prin
ipal de t dans l'environnement ρe. L'algorithme se présente alors ainsisi e 
ontient x : Ae ⊢ x ; A, ∅e ⊢ u ; A, ρ ρe ⊢ t ; B, ρ′e ⊢ t u ; σX, σ ◦ ρ′ ◦ ρsi σ = mgu(B = ρ′A -> X)(e, x : X) ⊢ t ; A, ρe ⊢ fun x -> t ; (ρX -> A), ρe ⊢ n ; nat, ∅e ⊢ u ; A, ρ σρe ⊢ t ; B, ρ′e ⊢ t ⊗ u ; nat, σ′ ◦ ρ′ ◦ σ ◦ ρsi σ = mgu(A = nat) et σ′ = mgu(B = nat)e ⊢ t ; A, ρ σρe ⊢ u ; B, ρ′ ρ′σρe ⊢ v ; C, ρ′′e ⊢ ifz t then u else v ; σ′ C, σ′ ◦ ρ′′ ◦ ρ′ ◦ σ ◦ ρsi σ = mgu(A = nat) et σ′ = mgu(ρ′′ B = C)(e, x : X) ⊢ t ; A, ρ si σ = mgu(A = ρX)e ⊢ fix x t ; σA, σ ◦ ρe ⊢ t ; A, ρ (ρe, x : A) ⊢ u ; B, ρ′e ⊢ let x = t in u ; B, ρ′ ◦ ρI
i en
ore, dans la règle de l'appli
ation, la variable X est une variable quel
onquequi n'apparaît pas dans e, A, B, ρ et ρ', et dans les règles du fun et du fix,
'est une variable qui n'apparaît pas dans e.Exer
i
e 6.1 Donner un type prin
ipal du terme fun x -> fun y -> (x (y+ 1)) + 2 ? Quels sont tous ses types ? Donner un type prin
ipal du terme funx -> x ? Quels sont tous ses types ?Exer
i
e 6.2 (Uni
ité du type prin
ipal) Une substitution σ est appelée unrenommage si 
'est une inje
tion et si elle asso
ie une variable à 
haque variable.Par exemple, la substitution y/x, z/y est un renommage. Soit A un type et σ et
σ′ deux substitutions, montrer que si σ′σA = A alors σ|VL(A) est un renommage.En déduire que si A et A' sont deux types prin
ipaux d'un terme t alors ilexiste un renommage θ, dont le domaine est VL(A), tel que A' = θA.Exer
i
e 6.3 Dans le 
as général d'un langage sans variables liées on rem-pla
e les trois premières règles de l'algorithme de Robinson par les deux règlessuivantes



76 CHAPITRE 6. L'INFÉRENCE DE TYPES� si une équation a la forme f(u1, ..., un) = f(v1, ..., vn), la rem-pla
er par les équations u1 = v1, ..., un = vn,� si une équation a la forme f(u1, ..., un) = g(v1, ..., vp) où f et gsont des symboles distin
ts, é
houer.Dans un langage formé d'un symbole + à deux arguments et des 
onstantesentières, l'équation (2 + (3 + X)) = (X + (Y + 2)) a-t-elle une solution ? Etl'équation X + 2 = 4 ?Quelle di�éren
e y a-t-il entre les équations dans 
e langage et les équationssur les entiers que l'on étudie au 
ollège ?Comment peut-on dé�nir, en utilisant la sémantique opérationnelle à petitspas de PCF, une autre notion de solution pour 
es équations qui 
orresponde àla notion étudiée au 
ollège ? L'équation X + 2 = 4 a-t-elle une solution dans
e 
as ?6.2 Le polymorphismeNous avons vu qu'un type prin
ipal du terme id = fun x -> x était X ->X. De 
e fait, le terme id a le type A -> A pour tout type A. On peut don
 luiattribuer un nouveau type ∀X (X -> X) et ajouter une règle selon laquelle si leterme t a le type ∀X A alors il a le type (B/X)A pour tout type B. Un langagede types qui 
ontient ainsi un quanti�
ateur universel est appelé polymorphe.Dans le système de la se
tion pré
édente, le terme let id = fun x -> xin id id n'était pas typable. En e�et, la règle de typage du let nous demandede typer les deux termes fun x -> x et id id et 
e se
ond terme n'est pastypable, 
ar on ne peut pas attribuer le même type aux deux o

urren
es dela variable id. De 
e fait, le terme 
omplet let id = fun x -> x in id idn'est pas typable. Cela peut être 
onsidéré 
omme un défaut du système detype, 
ar le terme (fun x -> x) (fun x -> x), obtenu en remplaçant id parsa dé�nition, est, en revan
he, typable. Il su�t, en e�et, pour typer 
e terme,d'attribuer le type nat -> nat à la première variable liée x et le type nat à lase
onde.Donner le type ∀X (X -> X) au symbole id dans le terme let id = fun x-> x in id id permet de donner un type di�érent à 
ha
une des o

urren
esde id dans le terme id id et don
 de typer 
e terme.On peut penser qu'il est ane
dotique de pouvoir typer ou non le terme letid = fun x -> x in id id et qu'ajouter des quanti�
ateurs au langage destypes est un prix élevé pour obtenir une extension quelque peu marginale. Iln'en est rien. En e�et, quand on étend PCF ave
 des listes � voir l'exer
i
e3.14 �, on peut ainsi développer un algorithme de tri unique, qui s'applique àtoutes les listes quel que soit le type de leurs éléments : let sort = t in u. Lepolymorphisme permet don
 une beau
oup plus grande réutilisabilité du 
ode,et don
 une programmation beau
oup plus 
on
ise.Nous allons don
 donner un type quanti�é aux variables liées par un let,mais nous laisserons un type ordinaire aux variables liées par un fun ou un fix.



6.2. LE POLYMORPHISME 776.2.1 Le langage PCF ave
 des types polymorphesNous devons distinguer les types sans quanti�
ateurs � que nous 
ontinue-rons d'appeler types � et les types quanti�és que nous appellerons s
hémas detypes. Un s
héma a la forme ∀X1 ... ∀Xn A où A est un type. Nous dé�nis-sons don
 un langage à deux sortes : l'une pour les types et une autre pour less
hémas. Comme l'ensemble des termes d'une sorte et d'une autre sont toujoursdisjoints dans un langage à plusieurs sortes, l'ensemble des types ne peut pasêtre un sous-ensemble de 
elui des s
hémas, et nous avons besoin d'un symbole[ ℄ pour inje
ter un type dans la sorte des s
hémas. Ainsi, si A est un type, [A℄est le s
héma formé du type A dans lequel au
une variable n'est quanti�ée. Lelangage des types et des s
hémas est don
 formé� d'une 
onstante de type nat,� d'un symbole de type -> à deux arguments, dont les deux arguments sontdes types, ne liant pas de variable dans ses arguments,� d'un symbole de s
héma [ ℄ à un argument, dont l'argument est un type,ne liant pas de variable dans son argument,� d'un symbole de s
héma ∀ à un argument, dont l'argument est un s
héma,liant une variable de type dans son argument.A = X| nat| A -> AS = Y| [A℄| ∀X SCe langage 
ontient des variables de toutes les sortes, en parti
ulier des variablesde s
héma. Cependant, 
es variables ne seront pas utilisées.Un environnement est maintenant une liste qui asso
ie un s
héma à 
haquevariable, et on dé�nit indu
tivement la relation � le terme t a le s
héma S dansl'environnement e � si e 
ontient x : Se ⊢ x : Se ⊢ u : [A℄ e ⊢ t : [A -> B℄e ⊢ t u : [B℄(e, x : [A℄) ⊢ t : [B℄e ⊢ fun x -> t : [A -> B℄e ⊢ n : [nat℄e ⊢ u : [nat℄ e ⊢ t : [nat℄e ⊢ t ⊗ u : [nat℄e ⊢ t : [nat℄ e ⊢ u : [A℄ e ⊢ v : [A℄e ⊢ ifz t then u else v : [A℄



78 CHAPITRE 6. L'INFÉRENCE DE TYPES(e, x : [A℄) ⊢ t : [A℄e ⊢ fix x t : [A℄e ⊢ t : S (e, x : S) ⊢ u : [B℄e ⊢ let x = t in u : [B℄e ⊢ t : S si X n'apparaît pas libre dans ee ⊢ t : ∀X Se ⊢ t : ∀X Se ⊢ t : (A/X)SCette dé�nition indu
tive attribue un s
héma à 
haque terme, en parti
ulieraux variables. De 
e fait, dans l'environnement, les variables sont asso
iées àdes s
hémas. Cependant, quand on 
her
he à typer un terme de la forme fun x-> t ou fix x t, on type le terme t dans un environnement étendu dans lequella variable x est asso
iée à un s
héma sans quanti�
ateurs de la forme [A℄. C'estseulement quand on type un terme de la forme let x = t in u que l'on peutdonner un s
héma quel
onque au terme t et attribuer ensuite 
e même s
hémaà la variable x.Pour pouvoir introduire des quanti�
ateurs dans le s
héma asso
ié au termet, on utilise l'avant dernière règle qui permet de quanti�er une variable dus
héma S à 
ondition que 
ette variable n'apparaisse pas dans e. Ainsi, dansl'environnement vide, après avoir donné le s
héma [X -> X℄ au terme fun x ->x on peut lui donner le s
héma ∀X [X -> X℄. En revan
he, dans l'environnementx : [X℄, après avoir donné le s
héma [X℄ à la variable x, on ne peut pas luidonner le s
héma ∀X [X℄.En�n, quand on a attribué un s
héma quanti�é à une variable, ou à unterme quel
onque, on peut supprimer un quanti�
ateur et substituer la variableainsi libérée en utilisant la dernière règle. Par exemple dans l'environnementx : ∀X [X -> X℄ on peut donner le s
héma [nat -> nat℄ à la variable x.6.2.2 L'algorithme de Damas et MilnerVenons-en maintenant à l'algorithme d'inféren
e de types proprement dit.Comme dans la se
onde variante de l'algorithme de Hindley, nous allons résoudreles équations au fur et à mesure. L'algorithme s'applique don
 à un terme t etun environnement e et il retourne un type A et une substitution ρ, tels que letype t ait le s
héma [A℄ dans l'environnement ρe. La seule di�éren
e ave
 lase
onde variante de l'algorithme de Hindley réside dans la première et dans ladernière règle e ⊢ x ; (Y1/X1 ... Yn/Xn)A,∅si e 
ontient x : ∀X1 ... ∀Xn [A℄ et Y1, ..., Yn sont de nouvelles variablese ⊢ t ; A,ρ (ρe, x : Gen(A,ρe) ⊢ u ; B,ρ′e ⊢ let x = t in u ; B, ρ′ ◦ ρ



6.2. LE POLYMORPHISME 79où Gen(A,e) est le s
héma obtenu en quanti�ant dans [A℄ toutes les variablesde type qui sont libres dans [A℄ mais pas dans e.On peut alors démontrer que si t est un terme 
los, alors le type A 
al
ulépar l'algorithme de Damas et Milner est un type prin
ipal de t en 
e sens quesi ⊢ t :[B℄ alors B est une instan
e de A.Exer
i
e 6.4 On étend PCF en ajoutant un symbole de type list à un argu-ment, dont l'argument est un type. On note alors nat list le type des listesd'entiers, (nat -> nat) list le type des listes de fon
tions des entiers dansles entiers et (nat list) list le type des listes de listes d'entiers.On ajoute les 
onstru
tions suivantes : une 
onstante nil de type (A list)pour tout type A et qui est la liste vide, 
ons a l qui est de type (A list) pourtout type A si a est de type A et l de type A list, et qui est la liste dont lepremier élément est a et le reste l, ifnil t then u else v qui est de type Asi t est de type B list et u et v sont de type A et qui teste si la liste t est videou non, hd l qui est de type A si l est de type A list et qui est le premierélément de la liste l et tl l qui est de type A list si l est de type A list etqui est la liste l privée de son premier élément. Donner les règles de typage pour
ette extension de PCF. É
rire un véri�
ateur de types pour 
ette extension dePCF.Programmer la fon
tion map qui a une fon
tion f et une liste t1, ..., tnasso
ie la liste f t1, ..., f tn. Quel est son type ?Programmer un algorithme de tri. Quel est son type ?Dans le système de types présenté dans 
e 
hapitre, on peut donner un typequanti�é aux variables liées par un let. On peut, de même, vouloir donner untype quanti�é aux variables liées par un fun. Par exemple, donner le type ∀X (X-> X) à la variable x dans le terme fun x -> x x rend 
e terme typable. Lelangage de types obtenu s'appelle le système F de Girard et Reynolds. Cepen-dant, la typabilité est indé
idable dans le système F � théorème de Wells � etde 
e fait, il ne peut y avoir d'algorithme d'inféren
e de type pour le système F.De même, rendre polymorphe la variable liée par un fix rend la typabilité indé-
idable � théorème de Kfoury. Restreindre le polymorphisme au let est don
un bon 
ompromis qui permet à la fois la réutilisabilité du 
ode et l'inféren
ede types.




