
Chapitre 2Le langage PCFNous allons illustrer 
es di�érentes manières d'exprimer la sémantique d'unlangage de programmation par un exemple : le langage PCF � Programminglanguage for 
omputable fun
tions �, aussi appelé Mini-ML.2.1 Un langage fon
tionnel : PCF2.1.1 Les programmes sont des fon
tionsNous avons remarqué au 
hapitre pré
édent qu'un programme déterministe
al
ule une fon
tion et nous en avons tiré les prin
ipes d'une sémantique : la sé-mantique dénotationnelle. Cette remarque sert aussi de base à 
ertains langagesde programmation : les langages fon
tionnels 
omme Caml, Haskell ou Lisp, quisont traditionnellement 
eux par lesquels on 
ommen
e l'étude des langages deprogrammation.Dans 
es langages, on 
her
he à réduire la distan
e qui sépare la notion infor-matique de programme de la notion mathématique de fon
tion. Autrement dit,on 
her
he à réduire la distan
e entre un programme et sa sémantique dénota-tionnelle. Les deux 
onstru
tions de base du langage PCF sont : la 
onstru
tionexpli
ite d'une fon
tion que l'on note fun x -> t, et l'appli
ation d'une fon
tionà son argument que l'on note t u.Le langage PCF 
ontient également une 
onstante pour 
haque entier na-turel, les quatre opérations +, -, *, / et le test à zéro ifz t then u elsev. Sur les entiers naturels, l'addition et la multipli
ation sont toujours dé�nies,
'est également le 
as de la soustra
tion, ave
 la 
onvention n - m = 0 quand n< m. La division est la division eu
lidienne, mais la division par 0 produit uneerreur.2.1.2 Les fon
tions sont des objets de première 
lasseDans beau
oup de langages de programmation, il est possible de dé�nir unefon
tion qui prend une autre fon
tion en argument, ou qui retourne une autre21



22 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCFfon
tion, même si 
ette 
onstru
tion a une syntaxe parfois di�érente du passaged'un argument ordinaire, 
omme un entier ou une 
haîne de 
ara
tères. Dans unlangage fon
tionnel, une fon
tion se dé�nit de la même manière, qu'elle prenneun entier ou une fon
tion en argument.Par exemple, la 
omposition d'une fon
tion ave
 elle-même se dé�nit ainsifun f -> fun x -> f (f x).Pour exprimer le fait que les fon
tions ne sont pas distinguées, et don
qu'elles peuvent être prises en argument et retournées par d'autres fon
tions,on dit parfois que les fon
tions sont des objets de première 
lasse.2.1.3 Les fon
tions de plusieurs argumentsIl n'y a pas en PCF de symbole permettant de 
onstruire une fon
tion deplusieurs arguments. On 
onstruit 
es fon
tions 
omme des fon
tions d'un argu-ment unique en utilisant l'isomorphisme (A × B) -> C = A -> (B -> C). Parexemple, la fon
tion qui à x et y asso
ie le nombre x * x + y * y est dé�nie
omme la fon
tion qui à x asso
ie la fon
tion qui à y asso
ie le nombre x * x+ y * y : fun x -> fun y -> x * x + y * y.Appliquer 
ette fon
tion f aux nombres 3 et 4 demande de l'appliquerd'abord à 3, 
e qui donne le terme f 3, qui est la fon
tion qui à y asso
ie 3* 3 + y * y, puis à 4, 
e qui donne le terme (f 3) 4. On 
onvient que l'ap-pli
ation asso
ie à gau
he et on note 
e terme f 3 4.2.1.4 L'absen
e d'a�e
tationsPar rapport à un langage 
omme Caml ou Java, la prin
ipale originalité dePCF est l'absen
e d'a�e
tations, il n'y a pas de 
onstru
tion de la forme x :=t ou x = t permettant d'a�e
ter une valeur à une � variable �. Nous verrons,au 
hapitre 7, une extension de PCF ave
 des a�e
tations.2.1.5 Les dé�nitions ré
ursivesEn mathématiques, 
ertaines fon
tions ne peuvent pas être 
onstruites ex-pli
itement. Par exemple, dans un manuel pour le 
ollège ou le ly
ée, on dé�nitla fon
tion puissan
e en utilisant des points de suspensionx, n 7→ x × · · · × x
︸ ︷︷ ︸n foisou en
ore par une dé�nition par ré
urren
e.Dans les langages de programmation, on utilise des 
onstru
tions similaires :les bou
les et les dé�nitions ré
ursives. Le langage PCF 
ontient une 
onstru
-tion qui permet les dé�nitions ré
ursives.On dit souvent qu'une fon
tion est dé�nie ré
ursivement si on peut l'utiliserelle-même dans sa propre dé�nition. Ce prin
ipe est absurde : dans les langagesde programmation, 
omme ailleurs, les dé�nitions 
ir
ulaires sont in
orre
tes.



2.1. UN LANGAGE FONCTIONNEL : PCF 23On ne peut don
 pas � dé�nir � la fon
tion fa
t 
omme la fon
tion fun n ->ifz n then 1 else n * (fa
t (n - 1)). De manière générale, on ne peutpas dé�nir une fon
tion f par un terme G dans lequel 
ette fon
tion f a uneo

urren
e. En revan
he, on peut dé�nir la fon
tion f 
omme le point �xe de lafon
tion fun f -> G. Par exemple, on peut dé�nir la fon
tion fa
t 
omme lepoint �xe de la fon
tion fun f -> fun n -> ifz n then 1 else n * (f (n- 1)).Cette fon
tion a-t-elle un point �xe ? et si elle en a un, 
e point �xe est-ilunique ? et sinon de quel point �xe parle-t-on ? Laissons 
es questions pour lemoment, et souvenons-nous simplement qu'une dé�nition ré
ursive est la dé�-nition d'un point �xe.Le langage PCF 
ontient un symbole fix qui lie une variable dans son argu-ment, tel que le terme fix f G exprime le point �xe de la fon
tion fun f -> G.La fon
tion fa
t se dé�nit alors ainsi : fix f fun n -> ifz n then 1 elsen * (f (n - 1)).I
i en
ore, on peut remarquer que 
ette notation fix permet de 
onstruirela fa
torielle sans né
essairement lui donner un nom.2.1.6 Les dé�nitionsOn peut, en théorie, se passer de dé�nitions et rempla
er partout les symbolesdé�nis par le 
orps de leur dé�nition. Cependant, l'introdu
tion d'un mé
anismede dé�nition permet de rendre les programmes plus simples et plus 
lairs.On ajoute don
 une dernière 
onstru
tion à PCF, la 
onstru
tion let x =t in u. Les o

urren
es de la variable x dans u sont liées par 
ette 
onstru
-tion, mais pas 
elles de x dans t. Le symbole let est don
 un symbole à deuxarguments et il lie une variable dans son se
ond argument.2.1.7 Le langage PCFLe langage PCF 
ontient� un symbole fun à un argument, liant une variable dans son argument,� un symbole α à deux arguments, ne liant pas de variables dans ses argu-ments,� une in�nité de 
onstantes pour les entiers,� quatre symboles +, -, * et / à deux arguments, ne liant pas de variablesdans leurs arguments,� un symbole ifz à trois arguments, ne liant pas de variables dans ses ar-guments,� un symbole fix à un argument, liant une variable dans son argument,� un symbole let à deux arguments, liant une variable dans son se
ondargument.Autrement dit, la syntaxe de PCF est indu
tivement dé�nie part = x| fun x -> t



24 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCF| t t| n| t + t | t - t | t * t | t / t| ifz t then t else t| fix x t| let x = t in tMalgré sa petite taille, le langage PCF est 
omplet au sens de Turing, 
'est-à-dire que toutes les fon
tions 
al
ulables des entiers dans les entiers sont pro-grammables en PCF.Exer
i
e 2.1 É
rire un programme en PCF qui prend deux nombres entiers net p en arguments et retourne np.Exer
i
e 2.2 É
rire un programme en PCF qui prend un nombre entier n enargument et retourne l'entier 1 ou 0 selon que 
e nombre est premier ou non.Exer
i
e 2.3 (Les polyn�mes en PCF) É
rire un programme en PCF qui prendun nombre entier q en argument et retourne le plus grand entier u tel que u (u+ 1) / 2 ≤ q.La fon
tion K de Cantor est la fon
tion de N
2 dans N fun n -> fun p ->(n + p) (n + p + 1) / 2 + n. Et la fon
tion K' est la fon
tion de N dans

N
2 fun q -> (q - (u (u + 1) / 2), u - q + u (u + 1) / 2) où u est leplus grand entier tel que u (u + 1) / 2 ≤ q.Montrer que K ◦ K' = id. Soit n et p deux entiers, montrer que le plusgrand entier u tel que u (u + 1) / 2 ≤ (n + p) (n + p + 1) / 2 + n estn + p. En déduire que K' ◦ K = id. En déduire que K est une bije
tion de N

2dans N.Soit L la fon
tion fun n -> fun p -> (K n p) + 1. Un polyn�me à 
oef-�
ients entiers a0 + a1 X + · · · + ai Xi + · · · +an Xn peut se représenter parl'entier L a0 (L a1 (L a2 ... (L an 0)...)).É
rire en PCF un programme qui prend deux entiers en arguments et re-tourne la valeur du polyn�me représenté par le premier entier appliqué au se-
ond.2.2 La sémantique opérationnelle à petits pas dePCF2.2.1 Les règlesConsidérons le programme fun x -> 2 * x et appliquons-le à la 
onstante3. Nous obtenons le terme (fun x -> 2 * x) 3. Conformément à l'esprit de lasémantique opérationnelle à petits pas, tentons de 
al
uler peu à peu 
e termejusqu'à obtenir un résultat : 6 si tout se passe bien. La première étape de 
ettesimpli�
ation est 
elle du passage d'arguments, le rempla
ement de l'argument



2.2. LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE À PETITS PAS DE PCF 25formel x par l'argument réel 3. Le terme initial se transforme don
, lors d'unpremier petit pas, en le terme 2 * 3. Dans un se
ond petit pas, le terme 2 *3 se 
al
ule en 6. Le premier petit pas, le passage d'arguments, se généralise àtous les termes de la forme (fun x -> t) u où une fon
tion de la forme fun x-> t est appliquée à un argument u. Cela mène à la règle suivante appelée règlede β-rédu
tion (fun x -> t) u −→ (u/x)tLa relation t −→ u se lit � t se réduit � ou se réé
rit � en u �. La se
onderègle se généralise en la règlep ⊗ q −→ n (si p ⊗ q = n)où⊗ est l'un des quatre opérateurs arithmétiques. On ajoute des règles similairespour la 
onditionnelle ifz 0 then t else u −→ tifz n then t else u −→ u (si n est une 
onstante entière di�érente de 0)une règle pour le point �xefix x t −→ (fix x t/x)tet une règle pour le let let x = t in u −→ (t/x)uOn appelle radi
al un terme t qui peut être réduit par la relation −→, 
'est-à-dire un terme tel qu'il existe un terme u tel que t −→ u.2.2.2 Les nombresOn peut obje
ter, à juste titre, que la règle p ⊗ q −→ n (si p ⊗ q = n)dont une instan
e est 2 * 3 −→ 6 n'explique pas réellement la sémantique desopérateurs arithmétiques, puisqu'elle ne fait que ramener la multipli
ation dePCF à 
elle des mathématiques. Ce 
hoix est motivé par le fait que 
e n'estpas tant la sémantique des opérateurs arithmétiques que nous voulons mettreen lumière que 
elle des autres 
onstru
tions du langage.Si on veut détailler la sémantique des opérateurs arithmétiques sans se repo-ser sur leurs homologues mathématiques, il faut 
onsidérer une variante de PCFdans laquelle on supprime les 
onstantes entières et on introduit une 
onstantepour le nombre 0 et un symbole S � pour � su

esseur � � à un argument. Lenombre 3, par exemple, se représente désormais par le terme S(S(S(0))). Onajoute alors les règles de sémantique opérationnelle à petits pas0 + u −→ uS(t) + u −→ S(t + u)0 - u −→ 0t - 0 −→ tS(t) - S(u) −→ t - u



26 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCF0 * u −→ 0S(t) * u −→ t * u + ut / S(u) −→ ifz t - u then 0 else S((t - S(u)) / S(u))Remarquons que, en toute rigueur, nous devrions en
ore ajouter une règle pourla division par 0 qui produirait un terme ex
eptionnel : erreur.Exer
i
e 2.4 (Les entiers de Chur
h) Au lieu d'introduire des symboles 0 etS, on peut exprimer l'entier n, non par le terme S(S(...(0)...)), mais par leterme fun z -> fun s -> s (s (...(s z)...)). Montrer que l'on peut pro-grammer l'addition et la multipli
ation sur 
es entiers. Montrer que l'on peutprogrammer le test à 0.Exer
i
e 2.5 (La numération à position) On peut obje
ter, à juste titre, quela représentation des entiers ave
 les symboles 0 et S ou 
omme des entiers deChur
h est une régression historique puisque l'on représente alors un entier parun terme dont la taille est linéaire en l'entier � 
omme quand on représentele nombre n par n bâtons � et non logarithmique 
omme ave
 la numération àposition.Une alternative 
onsiste à se donner un symbole z pour le nombre 0 et deuxfon
tions O et I pour les fon
tions n 7→ 2 * n et n 7→ 2 * n + 1. Le nombre26 se représente alors par le terme O(I(O(I(I(z))))), en retournant 
e terme,on obtient IIOIO qui est la représentation binaire de 
e nombre.É
rire la sémantique opérationnelle à petits pas des opérateurs arithmétiquesdans 
e langage.2.2.3 La 
ongruen
eEn utilisant les règles de la sémantique opérationnelle à petits pas de PCF,on obtient que (fun x -> 2 * x) 3 −→ 2 * 3 −→ 6Si on note −→∗ la fermeture ré�exive-transitive de la relation −→, on endéduit (fun x -> 2 * x) 3 −→∗ 6.Cependant, ave
 
ette dé�nition, le terme (2 + 3) + 4 ne se réduit pas surle terme 9 par la relation −→∗. En e�et, pour réduire un terme de la forme t+ u il est né
essaire que les termes t et u soient des 
onstantes entières. Or, lepremier terme 2 + 3 n'est pas une 
onstante entière mais une somme. Il fautdon
, dans un premier temps, 
al
uler 2 + 3 en 5, puis, dans un se
ond temps,
al
uler 5 + 4 en 9. Le problème est que, ave
 notre dé�nition, si le terme 2 +3 se réduit sur 5, le terme (2 + 3) + 4, en revan
he, ne se réduit pas sur 5 +4. Il est don
 né
essaire de dé�nir une autre relation dans laquelle on peutappliquer une règle à n'importe quel sous-terme du terme que l'on 
her
he àréduire. On dé�nit don
 indu
tivement une relation � ainsisi t −→ ut � u



2.2. LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE À PETITS PAS DE PCF 27t � ut v � u vt � uv t � v ut � ufun x -> t � fun x -> ut � ut + v � u + v...On démontre qu'un terme est un radi
al pour la relation � si et seulementsi l'un de ses sous-termes est un radi
al pour la relation −→.2.2.4 Un exemplePour illustrer les règles de la sémantique opérationnelle à petits pas de PCF,
al
ulons la fa
torielle du nombre 3.(fix f fun n -> ifz n then 1 else n * (f (n - 1))) 3
� (fun n -> ifz n then 1 else n * ((fix f fun n -> ifz n then 1else n * (f (n - 1))) (n - 1))) 3
� ifz 3 then 1 else 3 * ((fix f fun n -> ifz n then 1 else n* (f (n - 1))) (3 - 1))
� 3 * ((fix f fun n -> ifz n then 1 else n * (f (n - 1)))(3 - 1))
� 3 * ((fix f fun n -> ifz n then 1 else n * (f (n - 1))) 2)
� 3 * ((fun n -> ifz n then 1 else n * ((fix f fun n -> ifz nthen 1 else n * (f (n - 1))) (n - 1))) 2)
� 3 * (ifz 2 then 1 else 2 * ((fix f fun n -> ifz n then 1else n * (f (n - 1))) (2 - 1)))
� 3 * (2 * ((fix f fun n -> ifz n then 1 else n * (f (n - 1)))(2 - 1)))
� 3 * (2 * ((fix f fun n -> ifz n then 1 else n * (f (n - 1))) 1))
� 3 * (2 * ((fun n -> ifz n then 1 else n * ((fix f fun n ->ifz n then 1 else n * (f (n - 1))) (n - 1))) 1))
� 3 * (2 * (ifz 1 then 1 else 1 * ((fix f fun n -> ifz n then 1else n * (f (n - 1))) (1 - 1))))
� 3 * (2 * (1 * ((fix f fun n -> ifz n then 1 elsen * (f (n - 1))) (1 - 1))))
� 3 * (2 * (1 * ((fix f fun n -> ifz n then 1else n * (f (n - 1))) 0)))
� 3 * (2 * (1 * ((fun n -> ifz n then 1 else n * ((fix f fun n ->ifz n then 1 else n * (f (n - 1))) (n - 1))) 0)))
� 3 * (2 * (1 * ((ifz 0 then 1 else 0 * ((fix f fun n ->ifz n then 1 else n * (f (n - 1))) (0 - 1))))))
� 3 * (2 * (1 * 1)) � 3 * (2 * 1) � 3 * 2 � 6



28 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCF2.2.5 Les termes irrédu
tibles et 
losUn terme t est dit irrédu
tible s'il ne peut pas être réduit par la relation �,
'est-à-dire s'il n'existe pas de terme u tel que t � u.On peut alors dé�nir la relation � le terme u est le résultat du 
al
ul duterme t �, où t est un terme 
los par : t →֒ u si et seulement si t �
∗ u et u estirrédu
tible. Dans 
e 
as, le terme u est né
essairement 
los. En�n, la relation� le programme p sur les entrées e1, ..., en donne la sortie s � est simplement larelation p e1 ... en →֒ s.Exer
i
e 2.6 (La 
lassi�
ation des termes irrédu
tibles et 
los) Montrer qu'unterme est irrédu
tible et 
los si et seulement s'il est de l'une des formes suivantes� fun x -> t où t est irrédu
tible et ne 
ontient pas d'autres variables libresque x,� n où n est une 
onstante entière,� V1 V2, où V1 et V2 sont des termes irrédu
tibles et 
los et V1 n'est pas dela forme fun x -> t,� V1 ⊗ V2, où V1 et V2 sont des termes irrédu
tibles et 
los qui ne sont pastous les deux des 
onstantes entières,� ifz V1 then V2 else V3 où V1, V2 et V3 sont des termes irrédu
tibles et
los et V1 n'est pas une 
onstante entière.Les 
onstantes entières et les termes irrédu
tibles et 
los de la forme fun x-> t sont appelés des valeurs. Quand le résultat du 
al
ul d'un terme est unevaleur, on dit aussi que 
'est la valeur de 
e terme. Cal
uler la valeur d'un termes'appelle l'évaluer.Les valeurs ne sont malheureusement pas les seuls résultats possibles pourle 
al
ul d'un terme. Par exemple, le terme (fun x -> x) 1 2 se réduit surle terme 1 2 qui est irrédu
tible et 
los, et qui est don
 le résultat du 
al
uldu terme (fun x -> x) 1 2. Ce résultat est indésirable 
ar il n'y a pas grandsens à appliquer un objet, 
omme 1, qui n'est pas une fon
tion. Un tel termeirrédu
tible et 
los qui n'est pas une valeur s'appelle un terme bloqué. Les termesbloqués sont de la forme V1 V2, où V1 et V2 sont des termes irrédu
tibles et 
loset V1 n'est pas de la forme fun x -> t, par exemple 1 2, V1 ⊗ V2, où V1 et V2sont des termes irrédu
tibles et 
los qui ne sont pas tous les deux des 
onstantesentières, par exemple 1 + (fun x -> x), et ifz V1 then V2 else V3 où V1, V2et V3 sont des termes irrédu
tibles et 
los et V1 n'est pas une 
onstante entière,par exemple ifz (fun x -> x) then 1 else 2.Exer
i
e 2.7 Quelle valeur la sémantique opérationnelle à petits pas donne-t-elle aux termes(fun x -> fun x -> x) 2 3et(fun x -> fun y -> ((fun x -> (x + y)) x)) 5 4?



2.2. LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE À PETITS PAS DE PCF 29Exer
i
e 2.8 (La liaison statique) La sémantique opérationnelle à petits pasdonne-t-elle la valeur 10 ou 11 au termelet x = 4 in let f = fun y -> y + x in let x = 5 in f 6? La sémantique des premiers diale
tes de Lisp donnait 11 et non 10 
ommevaleur de 
e terme. On parle, dans 
e 
as, de liaison dynamique.2.2.6 La non-terminaisonIl est fa
ile de remarquer que la relation →֒ n'est pas totale, 
'est-à-dire qu'ily a des termes t tels qu'il n'existe pas de terme u tels que t →֒ u. Par exemple,le terme b = fix x x se réduit sur lui-même, et 
'est le seul terme sur lequel ilse réduise. De 
e fait, il n'existe pas de terme irrédu
tible sur lequel b se réduise.Exer
i
e 2.9 Soit b1 = (fix f (fun x -> (f x))) 0. Sur quels termes 
eterme se réduit-il ? Le 
al
ul de 
e terme donne-t-il un résultat ?Exer
i
e 2.10 (Le point �xe de Curry) Soit t un terme et u le terme (fun y-> (t (y y)))(fun y -> (t (y y))). Montrer que u se réduit sur t u.Soit t un terme et v le terme (fun y -> ((fun x -> t) (y y)))(fun y-> ((fun x -> t) (y y))). Montrer que v se réduit sur (v/x)t.En déduire que le symbole fix est super�u en PCF. Il 
essera 
ependant del'être quand on ajoutera des types à PCF.Quel est le terme u ne 
ontenant pas le symbole fix et exprimant le terme b= fix x x ? Sur quels termes se réduit-il ? Le 
al
ul de 
e terme donne-t-il unrésultat ?2.2.7 La 
on�uen
eLe 
al
ul d'un terme 
los peut-il donner plusieurs résultats ? Et, plus généra-lement, un terme peut-il se réduire sur plusieurs termes irrédu
tibles ? On peutmontrer que 
e n'est pas le 
as, 
'est-à-dire que tous les programmes é
rits enPCF sont déterministes. Cette propriété n'est pas absolument triviale. Essayonsde 
omprendre pourquoi.Le terme (3 + 4) + (5 + 6) a deux sous-termes qui sont des radi
aux. Onpeut don
 
ommen
er par réduire le terme 3 + 4 en 7 ou alors le terme 5 +6 en 11. De 
e fait, le terme (3 + 4) + (5 + 6) se réduit à la fois en 7 +(5 + 6) et en (3 + 4) + 11. Heureusement, au
un de 
es deux termes n'estirrédu
tible, et si on poursuit le 
al
ul, on aboutit, dans un 
as 
omme dansl'autre, au terme 18.Démontrer qu'un terme quel
onque se réduit sur un terme irrédu
tible auplus 
onsiste don
 à démontrer que si deux 
al
uls issus du même terme partentdans des dire
tions di�érentes pour aboutir à deux termes irrédu
tibles, alors
es deux termes sont identiques.



30 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCFCette propriété est une 
onséquen
e d'un autre propriété de la relation � :la 
on�uen
e. Une relation R est dite 
on�uente si 
haque fois que a R∗ b1 et aR∗ b2, alors il existe 
 tel que b1 R∗ 
 et b2 R∗ 
.Il n'est pas di�
ile de démontrer que la 
on�uen
e implique qu'un termese réduise sur un terme irrédu
tible au plus. Si le terme t se réduit sur deuxtermes irrédu
tibles u1 et u2, alors on a t �
∗ u1 et t �

∗ u2. La relation �étant 
on�uente, il existe un terme v tel que u1 �
∗ v et u2 �

∗ v. Comme u1est irrédu
tible, le seul terme v tel que u1 �
∗ v est u1 lui-même. On en déduitu1 = v et de même u2 = v. On en 
on
lut que u1 = u2. Autrement dit, le termet se réduit sur un terme irrédu
tible au plus.Nous ne donnerons pas i
i la démonstration de la 
on�uen
e de la relation

�. L'idée est que quand un terme t 
ontient deux radi
aux r1 et r2, et quet1 est le terme obtenu en réduisant r1 et t2 le terme obtenu en réduisant r2,alors on peut retrouver les résidus de r2 dans t1 et les réduire. De même, onpeut réduire les résidus de r1 dans t2, et on obtient alors le même terme. Parexemple, en réduisant 5 + 6 dans 7 + (5 + 6) et en réduisant 3 + 4 dans (3+ 4) + 11, on obtient le même terme : 7 + 11.2.3 Les stratégies de rédu
tion2.3.1 La notion de stratégieD'après la propriété d'uni
ité des résultats, quel que soit l'ordre dans lequelon réduit les radi
aux d'un terme, si on aboutit à un terme irrédu
tible, alors onaboutit toujours au même. En revan
he, il se peut qu'une 
ertaine manière deréduire les radi
aux mène à un terme irrédu
tible et une autre non. Par exemple,si on note C le terme fun x -> 0 et b1 le terme (fix f (fun x -> (f x)))0. Le terme b1 se réduit sur le terme b2 = (fun x -> (fix f (fun x -> (fx)) x)) 0 puis sur b1 à nouveau. Le terme C b1 
ontient plusieurs radi
auxet il se réduit sur 0 et sur C b2 qui 
ontient, à son tour, plusieurs radi
aux etse réduit, parmi d'autres termes, sur 0 et sur C b1. En réduisant toujours leradi
al interne, on 
onstruit une suite de rédu
tions in�nie C b1 � C b2 � Cb1 �..., alors qu'en réduisant le radi
al externe on aboutit au résultat 0.Ce 
ontre-exemple peut paraître ex
eptionnel puisqu'il 
ontient une fon
tionC qui n'utilise pas son argument. Mais on peut remarquer que la 
onstru
tionifz est similaire et que dans l'exemple de la fa
torielle de 3, le même phéno-mène se produit : le terme ifz 0 then 1 else 0 * ((fix f fun n -> ifzn then 1 else n * (f (n - 1))) (0 - 1)) 
ontient plusieurs radi
aux, ré-duire le radi
al le plus externe donne le résultat 1 en faisant disparaître les autresradi
aux, alors que réduire le radi
al fix f fun n -> ifz n then 1 else n* (f (n - 1)) mène à une rédu
tion à l'in�ni. Autrement dit, le terme fa
t3 peut se réduire en 6, mais aussi à l'in�ni.Les 
al
uls des termes C b1 et fa
t 3 ont don
 un résultat unique, maistous les 
hemins de rédu
tion ne mènent pas à 
e résultat.Comme, ave
 notre dé�nition de la sémantique de PCF, le résultat du 
al
ul



2.3. LES STRATÉGIES DE RÉDUCTION 31du terme C b1 est 0, quand on é
rit un évaluateur, 
'est-à-dire un programmequi prend en argument un terme de PCF et retourne sa valeur, si on veutsuivre 
ette sémantique de PCF, il faut que le 
al
ul du terme C b1 termineet produise le résultat 0. Essayons ave
 quelques 
ompilateurs du mar
hé. EnCaml, le programmelet re
 f x = f x in let g x = 0 in g (f 0)bou
le. En Java, 
'est également le 
as du programme
lass Omega {stati
 int f (int x) {return f(x);}stati
 int g (int x) {return 0;}stati
 publi
 void main (String [ ℄ args) {System.out.println(g(f(0)));}}Seul un petit nombre de 
ompilateurs, en appel par nom ou paresseux, 
ommeHaskell, Lazy-ML ou Gaml terminent sur 
e terme.La sémantique opérationnelle à petits pas de PCF ne 
orrespond don
 pasà la sémantique de Caml ou de Java, 
ar elle est trop générale. Fa
e à un termequi 
ontient plusieurs radi
aux, elle n'indique pas quel radi
al doit être réduit,et, par défaut, elle impose la terminaison de tous les programmes qui terminentd'une manière ou d'une autre. Il manque un ingrédient à 
ette dé�nition de lasémantique d'un langage : la notion de stratégie qui permet de pré
iser l'ordredans lequel on doit réduire les radi
aux d'un terme.Une stratégie est une fon
tion partielle qui, à 
haque terme de son domainede dé�nition, asso
ie une o

urren
e de 
e terme qui est un radi
al. Une foisdonnée une stratégie s on peut dé�nir une autre sémantique. Au lieu de dé�nirla relation �, on dé�nit une relation �s telle que t �s u si s t est dé�ni et u estobtenu en réduisant le radi
al s t dans t. Puis on dé�nit la relation �
∗

s 
ommela fermeture ré�exive-transitive de �s et la relation →֒s 
omme pré
édemment.Une alternative à la dé�nition d'une stratégie 
onsiste à a�aiblir les règlesde rédu
tion, en parti
ulier les règles de 
ongruen
e, a�n de n'autoriser que larédu
tion de 
ertains radi
aux.2.3.2 La rédu
tion faibleAvant de dé�nir les stratégies qui, dans le terme C b1 réduisent d'abord leradi
al extérieur ou d'abord le radi
al intérieur, donnons un autre exemple quimontre que la sémantique opérationnelle à petits pas est trop libérale, et qu'ilest né
essaire de la pré
iser, par une stratégie ou un a�aiblissement des règlesde rédu
tion. Appliquons le programme fun x -> x + (4 + 5) à la 
onstante3. Nous obtenons le terme (fun x -> x + (4 + 5)) 3 qui 
ontient deux radi-
aux. Nous pouvons ou bien le réduire en 3 + (4 + 5) ou alors en (fun x -> x+ 9) 3. La première rédu
tion dé
rit 
e qui se passe quand on exé
ute un pro-gramme, mais pas la se
onde. Commen
er à exé
uter une fon
tion avant d'avoirreçu ses arguments ne s'appelle pas exé
uter un programme, mais l'optimiser oule spé
ialiser.



32 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCFUne stratégie est une stratégie de rédu
tion faible si elle ne réduit jamais unradi
al qui se trouve sous un fun. Ainsi, la rédu
tion faible ne spé
ialise pas lesprogrammes, elle les exé
ute.De 
e fait, pour la rédu
tion faible, les termes de la forme fun x -> t sonttoujours irrédu
tibles.De manière équivalente, on peut dé�nir la rédu
tion faible en a�aiblissantles règles de rédu
tion. On supprime alors la règle de 
ongruen
et � ufun x -> t � fun x -> uExer
i
e 2.11 (La 
lassi�
ation des termes irrédu
tibles pour rédu
tion faibleet 
los) Montrer que, pour la rédu
tion faible, un terme est irrédu
tible et 
lossi et seulement s'il est de l'une des formes suivantes� fun x -> t, où t ne 
ontient pas d'autres variables libres que x,� n où n est une 
onstante entière,� V1 V2, où V1 et V2 sont des termes irrédu
tibles et 
los et V1 n'est pas dela forme fun x -> t,� V1 ⊗ V2, où V1 et V2 sont des termes irrédu
tibles et 
los qui ne sont pastous les deux des 
onstantes entières,� ifz V1 then V2 else V3 où V1, V2 et V3 sont des termes irrédu
tibles et
los et V1 n'est pas une 
onstante entière.Quelle est la di�éren
e ave
 l'exer
i
e 2.6 ?Les 
onstantes entières et les termes 
los de la forme fun x -> t sont appelésvaleurs.2.3.3 L'appel par nomRevenons maintenant à la question de l'ordre dans lequel on réduit les radi-
aux dans le terme C b1. Cette question se ramène à 
elle de savoir si on doitévaluer les arguments de la fon
tion C avant de les passer à la fon
tion ou si onpeut passer à la fon
tion des arguments non en
ore évalués.La stratégie de rédu
tion en appel par nom 
onsiste à toujours réduire leradi
al le plus à gau
he dans le terme et la stratégie de rédu
tion faible en appelpar nom 
onsiste à toujours réduire le radi
al le plus à gau
he dans le termeparmi 
eux qui ne sont pas sous un fun. Ainsi, le terme C b1 se réduit sur 0. Lastratégie en appel par nom doit son intérêt à la propriété suivante � le théorèmede standardisation � : si un terme se réduit sur un terme irrédu
tible, alors larédu
tion en appel par nom termine. Autrement dit, →֒n = →֒.De plus, quand on évalue le terme (fun x -> 0) (fa
t 10) en appel parnom, on n'a pas besoin de 
al
uler la fa
torielle de 10. En revan
he, quandon évalue le terme (fun x -> x + x) (fa
t 10), on 
al
ule 
ette fa
torielledeux fois 
ar 
e terme se réduit en (fa
t 10) + (fa
t 10). La plupart desévaluateurs en appel par nom utilisent une forme de partage pour éviter 
etteredondan
e des 
al
uls. On parle alors de rédu
tion paresseuse.



2.4. LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE À GRANDS PAS DE PCF 332.3.4 L'appel par valeurLa rédu
tion en appel par valeur, en revan
he, 
onsiste à toujours évaluerles arguments d'une fon
tion avant de les passer à la fon
tion. Elle repose surla 
onvention suivante : on peut réduire un terme de la forme (fun x -> t) uuniquement quand u est une valeur. Ainsi, quand on évalue le terme (fun x ->x + x) (fa
t 10), on 
ommen
e par réduire l'argument jusqu'à obtenir (funx -> x + x) 3628800 avant de réduire le radi
al de gau
he. De 
e fait, on ne
al
ule la fa
torielle de 10 qu'une seule fois.Toutes les stratégies qui évaluent les arguments d'une fon
tion avant de lespasser à la fon
tion sont en appel par valeur. Par exemple, la stratégie qui réduitsystématiquement le radi
al le plus à gau
he parmi 
eux qui sont autorisés.Ainsi, l'appel par valeur n'est pas une stratégie unique, mais une famille destratégies.Cette 
onvention peut également s'exprimer 
omme un a�aiblissement de larègle β : le terme (fun x -> t) u n'est un radi
al que si le terme u est unevaleur.Une stratégie de rédu
tion faible est en appel par valeur si elle réduit unterme de la forme (fun x -> t) u uniquement quand 
e terme n'est pas sousun fun et que, de plus, le terme u est une valeur.2.3.5 Un peu de paresse est né
essaireCependant, même en appel par valeur, la 
onstru
tion ifz doit toujoursrester en appel par nom : pour évaluer un terme de la forme ifz t then uelse v, il ne faut surtout pas évaluer les trois arguments, mais il faut évaluert puis, en fon
tion du résultat de 
ette évaluation, évaluer ou bien u ou bien v.Il est fa
ile de montrer que si on évalue systématiquement les trois argumentsd'un ifz, alors l'évaluation du terme fa
t 3 ne termine pas.Exer
i
e 2.12 Pour la rédu
tion faible en appel par nom, quels sont les termesirrédu
tibles et 
los ? Et pour la rédu
tion faible en appel par valeur ?2.4 La sémantique opérationnelle à grands pas dePCFAu lieu de dé�nir une stratégie, ou d'a�aiblir les règles de rédu
tion, unealternative pour 
ontr�ler l'ordre dans lequel les radi
aux sont réduits est dedé�nir une sémantique opérationnelle à grands pas.La sémantique opérationnelle à grands pas d'un langage de programmation
onsiste à dé�nir indu
tivement la relation →֒ sans passer par les relations −→et �.



34 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCF2.4.1 En appel par nomCommençons par la sémantique de PCF en appel par nom. Imaginons unterme de la forme t u que l'on réduit en appel par nom jusqu'à obtenir unterme irrédu
tible V. On 
ommen
e par réduire les radi
aux qui se trouventdans t jusqu'à obtenir un terme irrédu
tible. Si 
e terme a la forme fun x ->t', alors le terme 
omplet a été réduit en (fun x -> t') u et le radi
al le plusà gau
he est désormais le terme lui-même. On le réduit sur le terme (u/x)t',que l'on réduit ensuite sur le terme irrédu
tible V. On peut don
 dire que leterme t u se réduit en appel par nom sur le terme irrédu
tible V si t se réduiten fun x -> t' et (u/x)t' se réduit en V.Cela s'exprime par une règlet →֒ fun x -> t' (u/x)t' →֒ Vt u →֒ Vqui parti
ipe à une dé�nition indu
tive de la relation →֒ sans passer par lesrelations −→ et �.D'autres règles expriment que le résultat du 
al
ul d'un terme de la formefun est 
e terme lui-même, 
'est-à-dire que l'on ne fait que de la rédu
tion faiblefun x -> t →֒ fun x -> tet que le résultat du 
al
ul d'un terme de la forme n est 
e terme lui-mêmen →֒ nune règle exprime la sémantique des opérateurs arithmétiquesu →֒ q t →֒ p si p ⊗ q = nt ⊗ u →֒ ndeux règles expriment la sémantique de la 
onstru
tion ifzt →֒ 0 u →֒ Vifz t then u else v →֒ Vt →֒ n v →֒ V si n 
onstanteentière 6= 0ifz t then u else v →֒ Vune règle exprime la sémantique du point �xe(fix x t/x)t →֒ Vfix x t →֒ Vet une dernière règle exprime la sémantique du let(t/x)u →֒ Vlet x = t in u →֒ V



2.4. LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE À GRANDS PAS DE PCF 35On peut montrer par ré
urren
e stru
turelle sur la relation d'évaluationque le résultat du 
al
ul d'un terme est toujours une valeur, 
'est-à-dire une
onstante entière ou un terme 
los de la forme fun. On s'est don
 débarrassédes termes bloqués. Le 
al
ul du terme ((fun x -> x) 1) 2 qui donnait unterme bloqué 1 2 
omme un résultat, en sémantique opérationnelle à petitspas, ne donne pas de résultat en sémantique opérationnelle à grands pas, 
arau
une règle ne s'applique à 
e terme. En e�et, il n'y a pas, en sémantique opé-rationnelle à grands pas, de règle qui indique 
omment évaluer une appli
ationdont la partie gau
he s'évalue sur une 
onstante entière.2.4.2 En appel par valeurLes règles de l'appel par valeur sont les mêmes que 
elles de l'appel par nomà l'ex
eption de la règle de l'appli
ation : on 
al
ule la valeur de l'argumentavant de la passer à la fon
tionu →֒ W t →֒ fun x -> t' (W/x)t' →֒ Vt u →֒ Vet de la règle du let t →֒ W (W/x)u →֒ Vlet x = t in u →֒ VCela donne les règles suivantesu →֒ W t →֒ fun x -> t' (W/x)t' →֒ Vt u →֒ Vfun x -> t →֒ fun x -> tn →֒ nu →֒ q t →֒ p si p ⊗ q = nt ⊗ u →֒ nt →֒ 0 u →֒ Vifz t then u else v →֒ Vt →֒ n v →֒ V si n 
onstanteentière 6= 0ifz t then u else v →֒ V(fix x t/x)t →֒ Vfix x t →֒ Vt →֒ W (W/x)u →֒ Vlet x = t in u →֒ VRemarquons que, même en appel par valeur, on garde les règles qui exprimentla sémantique de la 
onstru
tion ifzt →֒ 0 u →֒ Vifz t then u else v →֒ V



36 CHAPITRE 2. LE LANGAGE PCFt →֒ n v →֒ V si n 
onstanteentière 6= 0ifz t then u else v →֒ V
'est-à-dire que l'on évalue le deuxième ou le troisième argument du ifz quequand 
ela est né
essaire.Remarquons également que, même en appel par valeur, on garde la règle(fix x t/x)t →֒ Vfix x t →֒ VIl faut, en e�et, résister à la tentation d'évaluer le terme fix x t en une valeurW avant de le substituer dans t, 
ar la règlefix x t →֒ W (W/x)t →֒ Vfix x t →֒ Vdemanderait, pour évaluer fix x t, de 
ommen
er par évaluer fix x t 
e quiest 
ir
ulaire et le terme fa
t 3 n'aurait pas de valeur � son évaluation mène-rait à des 
al
uls in�nis.Remarquons en�n que d'autres 
ombinaisons de règles sont possibles. Parexemple, 
ertaines variantes de la sémantique en appel par nom utilisent la règledu let en appel par valeur.Exer
i
e 2.13 Quelle valeur la sémantique opérationnelle à grands pas donne-t-elle aux termes(fun x -> fun x -> x) 2 3et(fun x -> fun y -> ((fun x -> (x + y)) x)) 5 4? Comparer ave
 l'exer
i
e 2.7.Exer
i
e 2.14 La sémantique opérationnelle à grands pas donne-t-elle la valeur10 ou 11 au termelet x = 4 in let f = fun y -> y + x in let x = 5 in f 6? Comparer ave
 l'exer
i
e 2.8.2.5 L'évaluation de PCFUn évaluateur de PCF est un programme qui prend en argument un terme
los de PCF et retourne sa valeur. Quand on les lit de bas en haut, les règles de lasémantique opérationnelle à grands pas donnent le squelette d'un tel évaluateur :pour évaluer une appli
ation t u il faut 
ommen
er par évaluer u et t, ... 
elase programme simplement dans un langage 
omme Caml



2.5. L'ÉVALUATION DE PCF 37let re
 eval p = mat
h p with| App(t,u) -> let w = eval uin let v = eval tin ...| ...Dans le 
as d'une appli
ation, les règles de la sémantique opérationnellede PCF laissent la liberté d'évaluer u en premier ou t en premier � 
e quitraduit le fait que l'appel par valeur n'est pas une stratégie, mais une famillede stratégies �, mais le terme (W/x)t' doit être évalué en troisième 
ar il est
onstruit à partir du résultat des deux premières évaluations.Exer
i
e 2.15 É
rire un évaluateur en appel par nom pour PCF, 
'est-à-direun programme qui prend en argument un terme 
los et 
al
ule sa valeur. É
rireun évaluateur en appel par valeur. Évaluer le terme fa
t 6 et le terme C b1dans les deux 
as.La sémantique dénotationnelle de PCF est beau
oup plus di�
ile à dé�nir.On peut y voir un paradoxe 
ar, PCF étant un langage fon
tionnel, interpréterles programmes 
omme des fon
tions ne devrait pas être trop di�
ile. Cepen-dant, en PCF, n'importe quel objet peut s'appliquer à n'importe quel objet, rienn'empê
he, par exemple de 
onstruire le terme fun x -> (x x). Contrairementaux fon
tions mathématiques, les fon
tions de PCF n'ont don
 pas de domainede dé�nition. Nous ne donnerons don
 une sémantique dénotationnelle à PCFqu'après avoir ajouté des types, au 
hapitre 5.


