82 3. Les fonctions calculables

une projection, une fonction constante égale a 0 ou la fonction successeur, alors
ff(w,z1,. .., xn) = xn+ (W) X f(21,...,2,) et la fonction f* appartient a I’en-
semble C. Si f est définie comme la composition de fonctions h et g1, ..., gm,
alors, par hypothése de récurrence, les fonctions h*, g7,..., g’ appartiennent
acCet fY(w,z1,...,2,) = h*(w, g7 (W, z1,...,2n),..., 95 (w,21,...,2,)). La
fonction f* est donc la composition d’une projection, de g7, ..., g5, et de h*.
Elle appartient donc & ’ensemble C. Si f est définie par récurrence a partir de
deux fonctions g et h, alors, par hypothése de récurrence, les fonctions g* et
h* appartiennent a 'ensemble C et d’aprés la proposition 3.17, la fonction f*
également. Si f est définie par minimisation & partir d’une fonction g, alors, par
hypothése de récurrence, la fonction ¢g* appartient & C et la fonction f* est la
fonction qui & w, x1, . .., x, associe le plus petit ¢ tel que g*(w, z1, ..., Tn, 1) =0,
c’est donc la fonction définie par minimisation & partir de g* et elle appartient
ac.

Puisque la fonction f* appartient & C, c’est également le cas de la fonction
qui & x1, ..., x, associe lentier f*(1,xz1,...,z,) qui n’est autre que la fonction

1.

3.4 Les programmes

L’ensemble des fonctions calculables est défini de maniére inductive. Pour
chaque fonction calculable, il existe donc une ou plusieurs dérivations de cette
fonction. Ces dérivations sont des arbres, que l'on appelle des programmes.

Les nceuds de ces arbres sont étiquetés par des symboles qui correspondent
aux huit régles de la définition 3.9 : 7", avec ¢ et n entiers tels que ¢ soit compris
entre 1 et n, pour la régle des projections, Z™ pour la régle des fonctions iden-
tiquement nulle, Succ pour la régle du successeur, 4+ pour la régle de ’addition,
x pour la régle de la multiplication, x< pour la régle de la fonction caracté-
ristique de la relation d’ordre, o pour la régle de composition et u™ pour la
régle de la minimisation. Les programmes sont donc des arbres étiquetés par
les symboles 7', Z", Suce, +, X, X<, o, et u™ qui sont eux-mémes des arbres
étiquetés par les éléments d’un ensemble fini.

Naturellement, si, au lieu de s’appuyer sur la définition 3.9, on s’appuie sur
la définition 3.1, les programmes sont des arbres étiquetés par les symboles 7",
Z", Suce, o), p' et Rec™ pour la régle de récurrence.

Définition 3.12 (Terminaison, valeur)

On dit qu’un programme termine en p1,...,p, si la fonction f calculée par ce



