
76 3. Les fon
tions 
al
ulables3.2.2 La 
al
ulabilité sur les arbresIl est également utile d'étendre la notion de 
al
ulabilité aux expressionsd'un langage et plus généralement aux arbres, 
ar 
ela nous permettra, entreautres exemples, de 
al
uler ave
 des programmes, des propositions et des dé-monstrations.Pour étendre ainsi la notion de fon
tion 
al
ulable, on 
ommen
e par asso-
ier un entier à 
haque arbre, son numéro, puis on dit qu'une fon
tion qui à unarbre t asso
ie un arbre F (t) est 
al
ulable si la fon
tion qui au numéro de tasso
ie le numéro de F (t), qui est une fon
tion des entiers dans les entiers, est
al
ulable.Dé�nition 3.7 (La numérotation des arbres)Soit E un ensemble muni d'une inje
tion dans N qui, à 
haque élément f de E,asso
ie son numéro pfq. On asso
ie, à 
haque arbre t, étiqueté par des élémentsde E, un numéro ptq, par ré
urren
e stru
turelle, de la manière suivante
pf(t1, . . . , tn)q = pfq; (pt1q; (pt2q; . . . (ptnq; 0) . . .))On peut ainsi numéroter tous les arbres étiquetés par les éléments d'unensemble �ni E : il su�t pour 
ela d'asso
ier un entier quel
onque à 
haqueélément de E. Et on montre que l'ensemble des fon
tions 
al
ulables est indé-pendant de la numérotation 
hoisie des éléments de l'ensemble E.Mais bien souvent l'ensemble E est in�ni et est lui-même un ensembled'arbres. Ainsi, les démonstrations sont des arbres étiquetés par des séquents,qui sont eux-mêmes des arbres étiquetés par des propositions, qui sont elles-mêmes des arbres étiquetés par des variables, des symboles de fon
tion et dessymboles de prédi
at, qui sont eux-mêmes des arbres étiquetés par les élé-ments d'un ensemble �ni. L'ensemble des démonstrations est don
 un ensembled'arbres arti
ulé.Il su�t alors d'asso
ier un entier arbitraire à 
haque élément de 
et ensemble�ni et la dé�nition 3.7 permet de numéroter su

essivement les variables, lessymboles de fon
tion et les symboles de prédi
at, puis les propositions, puis lesséquents et en�n les démonstrations.On peut pro
éder de même pour tous les ensembles d'arbres arti
ulés. Eton montre que l'ensemble des fon
tions 
al
ulables est indépendant de la nu-mérotation 
hoisie des symboles de l'ensemble �ni de départ.


