
1.5 Des exemples de théories 37En théorie des ensembles, le 
ouple (a, b) est l'ensemble qui 
ontient leséléments {a} et {a, b}. É
rire une proposition utilisant uniquement les symboles
= et ∈ qui exprime que le 
ouple formé des éléments x et y est égal à z. É
rireune proposition qui exprime que le 
ouple formé des éléments x et y est unélément de z.Exer
i
e 1.15 (La réunion de deux ensembles)Cet exer
i
e demande d'avoir fait l'exer
i
e 1.13.Montrer que la proposition

∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ⇔ (w ∈ x ∨ w ∈ y))est démontrable dans ZF .Exer
i
e 1.16Cet exer
i
e demande d'avoir fait les exer
i
es 1.12 et 1.15.Montrer que les propositions suivantes sont démontrables.
∃x Vide[x]

∀x∃y Su

[x, y]

∀x∀y ((Vide[x] ∧ Vide[y]) ⇒ x = y)

∀x∀y∀y′ ((Su

[x, y] ∧ Su

[x, y′]) ⇒ y = y′)

∀x∀y ¬(Su

[x, y] ∧ Vide[y])Exer
i
e 1.17 (Les entiers de Von Neumann)Cet exer
i
e demande d'avoir fait les exer
i
es 1.11 et 1.16.En théorie des ensembles, les entiers sont les ensembles suivants 0 = ∅, 1 =

{0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, . . . Un ensemble est don
 un entier s'il appartientà tous les ensembles qui 
ontiennent 0 et qui sont 
los par su

esseur. É
rireune proposition N 
ontenant une variable libre x et utilisant uniquement lessymboles = et ∈ qui exprime que x est un entier. On é
rit N [t] la proposition
(t/x)N . On peut remarquer que tous les entiers appartiennent à l'ensemble Idont l'axiome de l'in�ni énon
e l'existen
e. Démontrer la proposition

∃N (x ∈ N ⇔ N [x])É
rire une proposition qui exprime le prin
ipe de ré
urren
e : si un ensemble
ontient 0 et est 
los par su

esseur, alors il 
ontient tous les entiers. Montrerque 
ette proposition est démontrable dans ZF .


