
1.5 Des exemples de théories 35Dé�nition 1.36 (ZF : La théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel)Le langage de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel 
ontient deux sortesde termes ι et σ, un symbole de prédi
at ǫ2 d'arité (ι, ι, σ), un symbole de prédi-
at = d'arité (ι, ι) et un symbole de prédi
at ∈ d'arité (ι, ι) pour l'appartenan
ed'un ensemble à un autre. Outre les axiomes de l'égalité et le s
héma de 
om-préhension binaire, la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel 
ontient lesaxiomes suivants.L'axiome d'extensionalité, qui énon
e que deux ensembles sont égaux quand ilsont les mêmes éléments
∀x∀y ((∀z (z ∈ x ⇔ z ∈ y)) ⇒ x = y)L'axiome de la réunion, qui énon
e que, quand on a 
onstruit un ensemble xqui 
ontient des éléments v0, v1, . . ., on peut 
onstruire la réunion des ensembles

v0, v1, . . .

∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))L'axiome des parties, qui énon
e que quand on a 
onstruit un ensemble x onpeut 
onstruire un ensemble qui 
ontient les parties de x

∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∀v (v ∈ w ⇒ v ∈ x)))L'axiome de l'in�ni, qui énon
e que l'on peut 
onstruire un ensemble in�ni. SoitVide la proposition ∀y (¬(y ∈ x)). On é
rit Vide[t] la proposition (t/x)Vide.Soit Su

 la proposition ∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∨ z = x)). On é
rit Su

[t, u]la proposition (t/x, u/y)Su

. Intuitivement, 
ela signi�e que u est l'ensemble
t ∪ {t}. L'axiome de l'in�ni est

∃I (∀x (Vide[x] ⇒ x ∈ I) ∧ ∀x∀y ((x ∈ I ∧ Su

[x, y]) ⇒ y ∈ I))L'axiome de rempla
ement qui énon
e que quand on a 
onstruit un ensemble aet une 
lasse binaire fon
tionnelle r, on peut 
onstruire l'ensemble des objetsreliés à un élément de a par la 
lasse binaire r. Soit fon
tionnelle la proposition
∀y∀z∀z′ ((y, z ǫ2 r∧y, z′ ǫ2 r) ⇒ z = z′). On é
rit fon
tionnelle[t] la proposition
(t/r)fon
tionnelle. L'axiome de rempla
ement est

∀r (fon
tionnelle[r] ⇒ ∀a∃b∀z (z ∈ b ⇔ ∃y (y ∈ a ∧ y, z ǫ2 r)))Exer
i
e 1.10 (Le s
héma de rempla
ement)Cet exer
i
e demande d'avoir fait l'exer
i
e 1.5.Soit A une proposition ne 
ontenant pas le symbole ǫ2 et dont les variableslibres sont parmi x1, . . . , xn, y, z. On é
rit A[t, u] la proposition (t/y, u/z)A.Montrer que la proposition


