
1.4 Les démonstrations 31Démonstration. Si la théorie est 
ontradi
toire, elle démontre toutes les propo-sitions, don
, en parti
ulier, la proposition ⊥. Ré
iproquement, si une théoriedémontre la proposition ⊥, alors il existe un sous-ensemble �ni Γ de T tel quele séquent Γ ⊢ ⊥ ait une démonstration π. Soit A une proposition quel
onque.Le séquent Γ ⊢ A a la démonstration
π

Γ ⊢ ⊥
⊥-élim

Γ ⊢ Aet la proposition A est don
 démontrable dans la théorie T .Proposition 1.10Une théorie T est 
ontradi
toire si et seulement s'il existe une proposition Atelle que la théorie démontre A et ¬A.Démonstration. Si la théorie est 
ontradi
toire elle démontre toutes les propo-sitions, don
, en parti
ulier, les propositions ⊤ et ¬⊤.Ré
iproquement, si une théorie démontre les propositions A et ¬A, alorsil existe deux sous-ensembles �nis Γ et Γ ′ tels que les séquents Γ ⊢ A et
Γ ′ ⊢ ¬A soient démontrables. D'après la proposition 1.6, les séquents Γ, Γ ′ ⊢ Aet Γ, Γ ′ ⊢ ¬A ont des démonstrations π1 et π2. Le séquent Γ, Γ ′ ⊢ ⊥ a alors ladémonstration

π2

Γ, Γ ′
⊢ ¬A

π1

Γ, Γ ′
⊢ A

¬-élim
Γ, Γ ′

⊢ ⊥La proposition ⊥ est don
 démontrable dans la théorie T et, d'après la propo-sition 1.9, la théorie T est 
ontradi
toire.Exer
i
e 1.5Montrer que si le séquent Γ ⊢ A ⇔ A′ est démontrable, alors les séquents
Γ ⊢ (A ∧ B) ⇔ (A′ ∧ B), Γ ⊢ (B ∧ A) ⇔ (B ∧ A′), Γ ⊢ (A ∨ B) ⇔ (A′ ∨ B),
Γ ⊢ (B∨A) ⇔ (B∨A′), Γ ⊢ (A ⇒ B) ⇔ (A′ ⇒ B), Γ ⊢ (B ⇒ A) ⇔ (B ⇒ A′),
Γ ⊢ (¬A) ⇔ (¬A′), Γ ⊢ (∀x A) ⇔ (∀x A′) et Γ ⊢ (∃x A) ⇔ (∃x A′) sontdémontrables.Exer
i
e 1.6Une théorie à plusieurs sortes de termes peut se relativiser en une théorie à uneseule sorte de termes. À 
haque symbole de fon
tion f d'arité (s1, . . . , sn, s′),


