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Démonstration. Soit F la fonction de p(F) dans p(E)
FC={x€FE|3idy1...yn, €Cx=fiy1 ... Yn;}

Un sous-ensemble C' de E est fermé par les fonctions fi, fa, ... si et seulement
si FC C C.

La fonction F est trivialement croissante : si C C C’, alors FC C FC’. On
définit I’ensemble A comme le plus petit point fixe de cette fonction : comme
I'intersection de tous les ensembles C tels que FC C C, c’est-a-dire comme
I'intersection de tous les ensembles fermés par les fonctions f1, fo, ...

D’aprés le second théoréme du point fixe, cet ensemble est un point fixe de
F, FA= A, et donc FFA C A. Il est donc fermés par les fonctions f1, fa, ...
Et par définition, il est plus petit que tous les ensembles C' tels que FC C C,
c’est donc le plus petit ensemble fermé par ces fonctions.

Le premier théoréme du point fixe nous donne une autre caractérisation de
cet ensemble.

Proposition 1.5

Soit E un ensemble et f1, fo, ... des régles sur I’ensemble E. Le plus petit sous-
ensemble A de E fermé par les fonctions fi, fo, ... est Pensemble | J, (F*@) ot
la fonction F' est définie par

FC={x€FE|3iTy1...yn, €Cx=fiy1 ... Yn;}

Démonstration. On a vu que la fonction F' est croissante. Elle est, de plus,
continue : si Cp C C; C Cy C ..., alors F(UJ C;) = Uj(FCj). En effet, si un
élément z de E est dans F(|J; C;), alors il existe un entier i et des éléments
Yly - -y Yn, de Uj Cj tels que x = f; y1 ... yn,. Chacun de ces éléments est
dans I'un des C;. Comme la suite des C; est croissante, ils sont tous dans Cf,
le plus grand de ces ensembles. L’élément x appartient donc & FCy et donc
a Uj(FCj). Réciproquement, si x appartient & Uj(FCj), il appartient & un
certain F'CY, il existe donc un entier i et des éléments yi,...,y,, de Cy tels
que £ = f; Y1 ... Yn,. Les éléments y1, ..., y,, appartiennent & Uj Cj; et donc

On a vu que le plus petit sous-ensemble A de E fermé par les fonctions fi,
fa, ... est le plus petit point fixe de la fonction F'. D’aprés le premier théoréme
du point fixe, cet ensemble est A = J, (F*2).



