
1.1 Les dé�nitions indu
tives 13Démonstration. Soit F la fon
tion de ℘(E) dans ℘(E)

FC = {x ∈ E | ∃i∃y1 . . . yni
∈ C x = fi y1 . . . yni

}Un sous-ensemble C de E est fermé par les fon
tions f1, f2, . . . si et seulementsi FC ⊆ C.La fon
tion F est trivialement 
roissante : si C ⊆ C′, alors FC ⊆ FC′. Ondé�nit l'ensemble A 
omme le plus petit point �xe de 
ette fon
tion : 
ommel'interse
tion de tous les ensembles C tels que FC ⊆ C, 
'est-à-dire 
ommel'interse
tion de tous les ensembles fermés par les fon
tions f1, f2, . . .D'après le se
ond théorème du point �xe, 
et ensemble est un point �xe de
F , FA = A, et don
 FA ⊆ A. Il est don
 fermés par les fon
tions f1, f2, . . .Et par dé�nition, il est plus petit que tous les ensembles C tels que FC ⊆ C,
'est don
 le plus petit ensemble fermé par 
es fon
tions.Le premier théorème du point �xe nous donne une autre 
ara
térisation de
et ensemble.Proposition 1.5Soit E un ensemble et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E. Le plus petit sous-ensemble A de E fermé par les fon
tions f1, f2, . . . est l'ensemble ⋃

k(F k
∅) oùla fon
tion F est dé�nie par

FC = {x ∈ E | ∃i∃y1 . . . yni
∈ C x = fi y1 . . . yni

}Démonstration. On a vu que la fon
tion F est 
roissante. Elle est, de plus,
ontinue : si C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ . . ., alors F (
⋃

j Cj) =
⋃

j(FCj). En e�et, si unélément x de E est dans F (
⋃

j Cj), alors il existe un entier i et des éléments
y1, . . . , yni

de ⋃
j Cj tels que x = fi y1 . . . yni

. Cha
un de 
es éléments estdans l'un des Cj . Comme la suite des Cj est 
roissante, ils sont tous dans Ck,le plus grand de 
es ensembles. L'élément x appartient don
 à FCk et don
à ⋃
j(FCj). Ré
iproquement, si x appartient à ⋃

j(FCj), il appartient à un
ertain FCk, il existe don
 un entier i et des éléments y1, . . . , yni
de Ck telsque x = fi y1 . . . yni

. Les éléments y1, . . . , yni
appartiennent à ⋃

j Cj et don

x à F (

⋃
j Cj).On a vu que le plus petit sous-ensemble A de E fermé par les fon
tions f1,

f2, . . . est le plus petit point �xe de la fon
tion F . D'après le premier théorèmedu point �xe, 
et ensemble est A =
⋃

k(F k
∅).


