
120 4. Le 
al
ul 
omme une suite de petits pasbâtons de la 
inquième bande en é
rivant un bâton sur la troisième à 
haquefois.Une ma
hine qui 
al
ule la fon
tion 
ara
téristique de la relation d'ordrese 
onstruit ainsi. Tant que les deux premières lignes 
ontiennent deux bâtons,elle avan
e sa tête vers la droite, si elle ren
ontre la 
on�guration (b, |) ou (b, b)elle passe dans un état s, si elle ren
ontre la 
on�guration (|, b) elle passe dansun état s′. Dans les deux 
as, elle ramène la tête à gau
he de bande, si elle estdans l'état s′ elle passe alors dans son état �nal, si elle est dans l'état s, elledépla
e sa tête à droite, é
rit un bâton sur la troisième bande, dépla
e sa têteà gau
he et passe dans son état �nal.On peut don
 
on
lure.Théorème 4.3Toutes les fon
tions 
al
ulables sont représentables par une ma
hine de Turing.Cette proposition a une ré
iproque : toutes les fon
tions représentables parune ma
hine de Turing sont 
al
ulables. Il y a, en e�et, de nombreuses manièresde dé
rire l'état d'une ma
hine de Turing, 
'est-à-dire l'état des bandes, la po-sition de la tête et son état, 
omme un arbre. On peut, par exemple, introduireune 
onstante pour 
haque état et une 
onstante pour 
haque élément de Σ. Lapartie des bandes située à gau
he de la tête peut être représentée 
omme uneliste de k-uplet � le premier élément de la liste étant le k-uplet des symbolessitués juste à gau
he de la tête � et, de même, la partie des bandes situées àdroite de la tête 
omme une autre liste de k-uplets de symboles � le premierélément de la liste étant le k-uplet des symboles situés juste à droite de la tête.Un terme est don
 un triplet formé d'un état, d'un k-uplet représentant les
ases des bandes situées à la position de la tête et de deux listes de k-upletsreprésentant les parties gau
hes et droites des bandes. Ce états peuvent dontêtre numérotés. Il su�t ensuite de montrer que la fon
tion qui dé
rit un pasélémentaire de 
al
ul est 
al
ulable.Exer
i
e 4.10Donner une démonstration dire
te du fait que l'ensemble des fon
tions 
al
u-lables par une ma
hine de Turing est 
los par dé�nition par ré
urren
e.Exer
i
e 4.11Numéroter les arbres est une bonne idée quand on s'intéresse à l'existen
e desalgorithmes, mais non quand on s'intéresse à leur 
omplexité, 
ar 
es opérations


