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Introdu
tion

Plusieurs méthodes permettent de déterminer l'aire de 
e segment de pa-rabole. Une première 
onsiste à le dé
ouper en une in�nité de petits triangles,puis à déterminer l'aire de 
ha
un d'eux par une démonstration et à faire lasomme des aires obtenues. C'est grosso modo la méthode qu'Ar
himède a em-ployée pour démontrer que 
ette aire était égale à 4/3. Depuis le XVIIe siè
le,toutefois, on peut utiliser une autre méthode, qui donne le même résultat, etqui 
onsiste à déterminer la valeur de l'intégrale ∫
1

−1
(1− x

2)dx. Intégrer 
ettefon
tion polynomiale ne demande pas de 
onstruire une démonstration, maissimplement d'appliquer un algorithme.Construire une démonstration, appliquer un algorithme, 
es deux types deméthodes 
oexistent depuis longtemps au sein des mathématiques, mais lesméthodes algorithmiques ont 
onnu un nouvel essor depuis l'apparition desordinateurs, qui permettent de les utiliser à une toute autre é
helle que par lepassé.La 
oexisten
e de 
es deux méthodes de résolution des problèmes mèneà s'interroger sur leurs relations. Jusqu'à quel point peut-on rempla
er la
onstru
tion d'une démonstration par l'appli
ation d'un algorithme ? Ce livre
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onsa
ré à un ensemble de résultats, tant négatifs que positifs, qui répondentpartiellement à 
ette question.Pour parvenir à 
es résultats, nous devrons 
ommen
er par dé�nir pré
isé-ment 
es notions de démonstration, dans la première partie, et d'algorithme,dans la deuxième. Dé�nir la notion de démonstration permettra de 
omprendre
omment démontrer des théorèmes d'indépendan
e, qui a�rment qu'il n'existepas de démonstration pour résoudre 
ertains problèmes. Dé�nir la notion d'al-gorithme permettra de 
omprendre 
omment démontrer des théorèmes d'in-dé
idabilité, qui a�rment qu'il n'existe pas d'algorithme pour résoudre 
er-tains problèmes. Cela nous permettra aussi de 
omprendre que les algorithmespeuvent se présenter sous de nombreuses formes : ensembles de règles de ré-é
riture, termes du lambda-
al
ul, ma
hines de Turing, mais que 
ette diversitémasque une profonde unité : l'idée qu'un 
al
ul est une suite de petits pas.La troisième partie aborde en�n les liens entre les notions de démonstrationet d'algorithme. Le résultat 
entral de 
ette partie est le théorème de Chur
h,qui montre que la démontrabilité dans la logique des prédi
ats est un problèmeindé
idable, et dont un 
orollaire est le 
élèbre théorème de Gödel. Ce résultatnégatif sera 
ependant nuan
é par deux résultats positifs. Tout d'abord, s'il estindé
idable, 
e problème est semi-dé
idable, 
e qui nous mènera à développerdes algorithmes de re
her
he de démonstrations. Ensuite, ajouter des axiomesà la logique des prédi
ats permet, dans 
ertains 
as, de rendre la démontrabilitédé
idable, 
e qui nous mènera à développer des algorithmes de dé
ision pourdes théories parti
ulières.Un dernier 
hapitre nous montrera un lien di�érent entre les démonstrationset les algorithmes : 
ertaines démonstrations, que l'on appelle 
onstru
tives,peuvent être utilisées 
omme des algorithmes.Au �l des pages, se révélera don
 la ri
hesse des liens entre 
es notions dedémonstration et d'algorithme, mais aussi la 
omplexité qui se 
a
he derrièrel'apparente éviden
e de la notion de vérité.


