
5Le théorème de Chur
h

Une partie importante de l'a
tivité mathématique 
onsiste à 
on
evoir desalgorithmes qui permettent de résoudre des problèmes, par exemple 
al
uler leplus grand diviseur 
ommun de deux entiers, la solution d'un système linéaireou la primitive d'une fon
tion polynomiale, sans 
onstruire de démonstration.Jusqu'à quel point est-il possible de rempla
er la re
her
he d'une démonstrationpar l'exé
ution d'un algorithme ? Un ensemble de résultats, tant négatifs quepositifs, pré
ise 
e qu'il est possible de faire.Ce 
hapitre est 
onsa
ré à deux résultats, l'un négatif et l'autre positif,qui montrent que l'ensemble des propositions démontrables dans la logique desprédi
ats n'est pas dé
idable, mais qu'il est semi-dé
idable.Comme tous les arbres, les propositions peuvent se numéroter. Ces résultatsmontrent don
, plus pré
isément, que l'ensemble des numéros des propositionsdémontrables dans la logique des prédi
ats n'est pas dé
idable, mais qu'il estsemi-dé
idable.5.1 La notion de rédu
tionCommençons par montrer que l'ensemble des propositions démontrablesdans la logique des prédi
ats n'est pas dé
idable. L'idée de la démonstrationpeut se formuler en une phrase : le fait qu'un programme f termine peuts'exprimer par la proposition � Le programme f termine � et, puisqu'il est im-possible de dé
ider la terminaison des programmes, il est impossible de dé
ider
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hla démontrabilité des propositions de 
e type et don
 de la démontrabilité despropositions en général.Qu'est-
e que la proposition : � Le programme f termine � ? Répondre à
ette question 
onsiste à asso
ier à 
haque programme f , une proposition qui estdémontrable si et seulement si le programme f termine. Comme nous allons levoir, la fon
tion T qui, au programme f , asso
ie la proposition � Le programme
f termine � est 
al
ulable. De 
e fait, s'il existait une fon
tion 
al
ulable Fpour dé
ider si une proposition est démontrable ou non, la fon
tion F ◦T serait
al
ulable en 
ontradi
tion ave
 le théorème d'indé
idabilité du problème del'arrêt.On voit apparaître i
i une méthode assez générale pour montrer qu'un pro-blème est indé
idable : 
onstruire un algorithme qui permet de réduire, au pro-blème en question, un problème déjà démontré indé
idable, dans 
et exemple,le problème de l'arrêt. Cela peut se formuler de manière abstraite 
omme lefait que, l'ensemble des fon
tions 
al
ulables étant 
los par 
omposition, si Test 
al
ulable et F ◦ T ne l'est pas, alors F ne l'est pas non plus.5.2 La représentation des programmesOn 
ommen
e par asso
ier à 
haque programme f d'arité n une proposition
A de l'arithmétique dont les variables libres sont parmi x1, . . . , xn, y qui repré-sente le programme f . Cela signi�e que la proposition (p1/x1, . . . , pn/xn, q/y)A,où p est le terme Sp(0), est démontrable si et seulement si f prend la valeur q en
p1, . . . , pn. Pour simpli�er les notations, on é
rit A[t1, . . . , tn, u] la proposition
(t1/x1, . . . , tn/xn, u/y)A.Si f = πn

i , on peut poserA = (y = xi). Si f = Zn, A = (y = 0). Si f = Su

,
A = (y = S(x1)). Si f = +, A = (y = x1 + x2). Si f = ×, A = (y = x1 × x2).Si f = χ≤, A = (x1 ≤ x2 ∧ y = 1) ∨ (x2 < x1 ∧ y = 0) où la proposition x ≤ yest une abréviation pour ∃z (z +x = y) et la proposition x < y pour S(x) ≤ y.Si f = ◦n

m(h, g1, . . . , gm), on 
ommen
e par 
onstruire des propositions B1,. . . , Bm et C représentant les programmes g1, . . . , gm et h et on pose
A = ∃w1 . . . ∃wm (B1[x1, . . . , xn, w1]∧. . .∧Bm[x1, . . . , xn, wm]∧C[w1, . . . , wm, y])En�n, si f = µn(g), on 
ommen
e par 
onstruire une proposition B repré-sentant le programme g et on pose

A = (∀z (z < y ⇒ ∃w (B[x1, . . . , xn, z, S(w)]))) ∧ B[x1, . . . , xn, y, 0]Nous pourrions alors démontrer que f prend la valeur q en p1, . . . , pn si etseulement si la proposition A[p1, . . . , pn, q] est démontrable dans l'arithmétique,et 
on
lure que la démontrabilité dans l'arithmétique est indé
idable.



5.2 La représentation des programmes 129Cependant, avant d'entreprendre 
ette démonstration, nous allons étendrequelque peu la dé�nition 
i-avant. Celle-
i suppose, en e�et, que le langage
ontient des symboles 0, S, +, × et = et également que l'univers du dis
oursest limité aux entiers. Ces deux hypothèses sont véri�ées dans le 
as de l'arith-métique, mais elles seront des obsta
les, quand nous voudrons généraliser 
erésultat à d'autres théories. Par exemple, nous avons vu que dans le langagede la théorie des ensembles, il n'y a pas de symbole S pour le su

esseur, maisil y a une proposition, 
ontentant deux variables libres x et y, qui exprime lefait que y est le su

esseur de x

∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∨ z = x))Nous 
onsidérons don
 un langage quel
onque, dans lequel il est possible de
onstruire des propositions N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq. Nous é
rivons N[t]la proposition (t/x)N, Su

[t, u] la proposition (t/x, u/y)Su

, . . . Par exemple,dans l'arithmétique, N est la proposition ⊤, Null la proposition x = 0, Su

la proposition y = S(x), Plus la proposition z = x + y, Mult la proposition
z = x × y et Eq la proposition x = y. En théorie des ensembles, la propositionN est 
elle 
onstruite dans l'exer
i
e 1.17, la proposition Su

 est la proposition
∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∨ z = x)), . . .La proposition Inf, relation d'ordre, se dé�nit 
omme ∃z (N [z]∧Plus[z, x, y])et InfS, relation d'ordre stri
t, 
omme ∃x′ (N [x′] ∧ Su

[x, x′] ∧ Inf[x′, y]).Dans 
e langage, nous asso
ions une proposition à 
haque programme.Dé�nition 5.1 (Proposition représentant un programme)Soit f un programme d'arité n, la proposition A représentant f est dé�nie parré
urren
e sur la 
onstru
tion de f .� Si f = πn

i , on pose A = Eq[xi, y].� Si f = Zn, on pose A = Null[y].� Si f = Su

, on pose A = Su

[x1, y].� Si f = +, on pose A = Plus[x1, x2, y].� Si f = ×, on pose A = Mult[x1, x2, y].� Si f = χ≤, on pose A = (Inf[x1, x2] ∧ ∃z (Null[z] ∧ Su

[z, y])) ∨

(InfS[x2, x1] ∧ Null[y]).� Si f = ◦n
m(h, g1, . . . , gm), alors soient B1, . . . , Bm et C les propositionsreprésentant les programmes g1, . . . , gm et h, on pose

A = ∃w1 . . . ∃wm (N[w1] ∧ . . . ∧ N[wm]

∧B1[x1, . . . , xn, w1] ∧ . . . ∧ Bm[x1, . . . , xn, wm] ∧ C[w1, . . . , wm, y]).� Si f = µn(g), alors soit B la proposition représentant le programme g,on pose
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A = (∀z (N[z] ∧ InfS[z, y] ⇒ ∃w∃w′ (N[w′] ∧ Su

[w′, w]∧

B[x1, . . . , xn, z, w]))) ∧ (∀w (Null[w] ⇒ B[x1, . . . , xn, y, w])).Nous voulons alors démontrer que f prend la valeur q en p1, . . . , pn si etseulement si la proposition A relie les nombres p1, . . . , pn, q. Cependant, nousne pouvons plus exprimer 
ela simplement en substituant aux variables destermes de la forme Sp(0) dans la proposition A, 
ar nous ne disposons plusné
essairement des symboles 0 et S. Nous devons alors introduire, pour 
haqueentier, une proposition Nn qui 
ara
térise l'entier n, en posant N0 = Null[x] etNn+1 = ∃y (Nn[y] ∧ Su

[y, x]). Si une proposition A 
ontient potentiellementune variable libre x, nous pouvons exprimer le fait que la propriété expriméepar A s'applique à l'entier n par la proposition ∀x (Nn[x] ⇒ A).Nous pouvons alors démontrer que f prend la valeur q en p1, . . . , pn si etseulement si la proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable. Naturellement, pour démontrer 
ette proposition, nous avonsbesoin de quelques propriétés des propositions N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq.De façon surprenante, peu de propriétés su�sent. Ces propriétés sont rassem-blées dans la théorie T0 suivante.Dé�nition 5.2 (La théorie T0)La théorie T0 est formée des axiomes suivants.Prédi
at N :

∀x (Null[x] ⇒ N[x])

∀x∀y ((N[x] ∧ Su

[x, y]) ⇒ N[y])Existen
e des entiers :
∃x Null[x]

∀x (N[x] ⇒ ∃y Su

[x, y])Égalité :
∀x Eq[x, x]

∀x∀y (Null[x] ⇒ (Null[y] ⇔ Eq[x, y]))

∀x∀y∀x′∀y′ ((N[x] ∧ Su

[x, x′] ∧ Eq[x, y]) ⇒ (Su

[y, y′] ⇔ Eq[x′, y′]))Inje
tivité du su

esseur :
∀x∀y∀x′∀y′ (Su

[x, x′] ∧ Su

[y, y′] ∧ Eq[x′, y′]) ⇒ Eq[x, y])
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esseur est non nul :
∀x∀x′ (Su

[x, x′] ⇒ ¬Null[x′])Tout entier est nul ou un su

esseur :

∀x (N[x] ⇒ (Null[x] ∨ ∃y (N[y] ∧ Su

[y, x])))Addition :
∀x∀y∀z ((Null[x] ∧ N[y]) ⇒ (Eq[y, z] ⇔ Plus[x, y, z]))

∀x∀y∀z∀x′∀z′ ((N[x]∧N[y]∧Plus[x, y, z]∧Su

[x, x′]) ⇒ (Su

[z, z′] ⇔ Plus[x′, y, z′]))

∀x∀y∀x′∀y′ ((N[x]∧N[y]∧Su

[x, x′]∧Su

[z, z′]∧Plus[x′, y, z′]) ⇒ Plus[x, y, z])

∀x∀y∀y′∀z′ ((N[x]∧N[y]∧N[y′]∧Su

[y, y′]∧Plus[x, y′, z′]) ⇒ ∃z (Plus[x, y, z]∧Su

[z, z′]))Multipli
ation :
∀x∀y∀z ((Null[x] ∧N[y]) ⇒ (Null[z] ⇔ Mult[x, y, z]))

∀x∀y∀z∀x′∀z′ ((N[x]∧N[y]∧Mult[x, y, z]∧Su

[x, x′]) ⇒ (Plus[y, z, z′] ⇔ Mult[x′, y, z′])Proposition 5.1Les propositions suivantes sont démontrables dans la théorie T0.1. ∀x (Np[x] ⇒ N[x])2. ∃x Np[x]3. ∀x∀y (Np[x] ⇒ (Np[y] ⇔ Eq[x, y]))4. ∀x∀y∀z ((Np[x] ∧ Nq[y]) ⇒ (Np+q[z] ⇔ Plus[x, y, z]))5. ∀x∀y∀z ((Np[x] ∧ Nq[y]) ⇒ (Np×q[z] ⇔ Mult[x, y, z]))6. ∀x1∀x2 ((Np1
[x1] ∧ Np2

[x2]) ⇒ Inf[x1, x2]), où p1 ≤ p27. ∀x1∀x2 ((Np1
[x1] ∧ Np2

[x2]) ⇒ InfS[x1, x2]), où p1 < p28. ∀x∀y∀y′ ((N[x] ∧ Inf[x, y′] ∧ Su

[y, y′]) ⇒ (Eq[x, y′] ∨ Inf[x, y]))9. ∀x∀y∀y′ ((N[x] ∧ InfS[x, y′] ∧ Su

[y, y′]) ⇒ (Eq[x, y] ∨ InfS[x, y]))10. ∀x∀y ((N [x] ∧ InfS[x, y]) ⇒ ¬Null[y])Démonstration.1. Par ré
urren
e sur p, en utilisant les axiomes du prédi
at N.2. Par ré
urren
e sur p, en utilisant les axiomes d'existen
e des entiers et (1.).3. Par ré
urren
e sur p, en utilisant les axiomes de l'égalité et (1.).
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h4. Par ré
urren
e sur p, en utilisant les deux premiers axiomes de l'addition,(1.), (2.) et (3.).5. Par ré
urren
e sur p, en utilisant les axiomes de la multipli
ation, (1.), (2.)et (4.).6. Comme p1 ≤ p2, il existe un entier q tel que q + p1 = p2. Des hypothèses
Nq[z], Np1

[x1] et Np2
[x2], on déduit, en utilisant (1.) et (4.), les propositions

N [z] et Plus[z, x1, x2] et don
 Inf[x1, x2]. On élimine ensuite l'hypothèse
Nq[z] ave
 (2.).7. On a p1 < p2, et don
 p1 + 1 ≤ p2. Des hypothèses Np1

[x1], Su

[x1, w] etNp2
[x2], on déduit Np1+1[w] puis, en utilisant (1.) et (6.), les propositionsN[w] et Inf[w, x2] et don
 la proposition InfS[x1, x2]. On élimine ensuitel'hypothèse Su

[x1, w] en utilisant ∃w Su

[x1, w], qui se montre ave
 lese
ond axiome d'existen
e des entiers.8. La proposition Inf[x, y′] est ∃z′ (N[z′] ∧ Plus[z′, x, y′]). On utilise l'axiomeTout entier est nul ou un su

esseur pour distinguer le 
as où z′ est nul et
elui où 
'est le su

esseur d'un entier z. Dans le premier 
as, le premieraxiome de l'addition donne Eq[x, y′]. Dans le se
ond, le troisième axiomede l'addition donne Plus[z, x, y] et don
 Inf [x, y].9. Conséquen
e de (8.) et de l'axiome Inje
tivité du su

esseur.10. Conséquen
e du quatrième axiome de l'addition et de l'axiome Un su

es-seur est non nul.Proposition 5.2Soit A une proposition. On é
rit A[t] la proposition (t/x)A. Si les propo-sitions ∀x (N0[x] ⇒ A[x]), ∀x (N1[x] ⇒ A[x]), . . . , ∀x (Np−1[x] ⇒ A[x])sont démontrables dans la théorie T0, alors 
'est aussi le 
as de la proposition

∀x∀y ((N[x] ∧Np[y] ∧ InfS[x, y]) ⇒ A[x]).Démonstration. Par ré
urren
e sur p en utilisant la proposition 5.1 (9.).Dé�nition 5.3 (N-modèle)Soit L un langage et N, Null, Su

, Plus, Mult des propositions de 
e langage.Un modèle M de 
e langage est un N-modèle si
{a ∈ M | JNKx=a = 1} = N

{a ∈ N | JNullKx=a = 1} = {0}

{(a, b) ∈ N
2 | JSu

Kx=a,y=b = 1} = {(a, b) ∈ N

2 | b = a + 1}
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{(a, b, c) ∈ N

3 | JPlusKx=a,y=b,z=c = 1} = {(a, b, c) ∈ N
3 | c = a + b}

{(a, b, c) ∈ N
3 | JMultKx=a,y=b,z=c = 1} = {(a, b, c) ∈ N

3 | c = a × b}

{(a, b) ∈ N
2 | JEqKx=a,y=b = 1} = {(a, b) ∈ N

2 | a = b}Si T est une théorie dans le langage L, un N-modèle de T est un N-modèlede L qui est, par ailleurs, un modèle de T .Les axiomes de la théorie T0 sont valides dans tous les N-modèles.On peut alors démontrer la proposition suivante.Proposition 5.3Soit L un langage, N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq des propositions de 
elangage et T une théorie dans 
e langage qui démontre au moins les axiomesde la théorie T0 et qui a un N-modèle M. Alors, si f est un programme et Ala proposition représentant f , les trois propositions suivantes sont équivalentes� f prend la valeur q en p1, . . . , pn,� la proposition
∀x1 . . . ∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans la théorie T ,� 
ette proposition est valide dans le modèle M.Démonstration. On suppose que f prend la valeur q en p1, . . . , pn et on montre,par ré
urren
e sur la stru
ture de f , que la proposition

∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans T .� Si f = πn
i alors A = Eq[y, xi] et la proposition

∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn] ∧ Npi
[y]) ⇒ Eq[xi, y])est une 
onséquen
e de la proposition 5.1 (3.). On pro
ède de mêmepour le programme zéro, le su

esseur, l'addition et la multipli
ation enutilisant la proposition 5.1 (4.) et (5.).� Si f = χ≤, et p1 ≤ p2, alors, d'après la proposition 5.1 (6.), la propo-sition Inf[x1, x2] est démontrable sous les hypothèses Np1

[x1] et Np2
[x2].La proposition ∃z′ (Null[z′] ∧ Su

[z′, y]), quant à elle, est démontrablesous l'hypothèse N1[y] et don
 la proposition A est démontrable sous leshypothèses Np1

[x1], Np2
[x2] et N1[y]. On pro
ède de même en utilisant laproposition 5.1 (7.) dans le 
as où p2 < p1.



134 5. Le théorème de Chur
h� Si f = ◦n
m(h, g1, . . . , gm), alors 
omme f termine en (p1, . . . , pn), g1, . . . ,

gm terminent en (p1, . . . , pn) et si on appelle ri le nombre gi(p1, . . . , pn),
h termine en r1, . . . , rm et q = h(r1, . . . , rm). Soient B1, . . . , Bm et C lespropositions représentant les programmes g1, . . . , gm et h. Par hypothèsede ré
urren
e, sous les hypothèses Np1

[x1], . . . , Npn
[xn], Nr1

[w1], . . . ,Nrm
[wm] et Nq[y], les propositions B1[x1, . . . , xn, w1], . . . ,

Bm[x1, . . . , xn, wm] et C[w1, . . . , wm, y] sont démontrables et d'après laproposition 5.1 (1.), sous 
es mêmes hypothèses, les propositions N[w1],. . . , N[wn] sont démontrables. On en déduit que la proposition A est dé-montrable. On élimine les hypothèses Nr1
[w1], . . . , Nrm

[wm] en utilisantla proposition 5.1 (2.).� Si f = µn(g) alors, 
omme f termine en (p1, . . . , pn) et vaut q, g termineen (p1, . . . , pn, 0), . . . , (p1, . . . , pn, q−1) et prend une valeur non nulle et gest dé�nie en (p1, . . . , pn, q) et prend la valeur 0. Il existe don
 des entiers
r0, . . . , rq−1 tels que g(p1, . . . , pn, 0) = r0 + 1, . . . , g(p1, . . . , pn, q − 1) =

rq−1 + 1.Soit B la proposition représentant le programme g. Par hypothèse deré
urren
e, sous les hypothèses Np1
[x1], . . . , Npn

[xn] et Nq[y], pour tout
i 
ompris entre 0 et q − 1, les propositions

∀v∀w ((Ni[v] ∧Nri+1[w]) ⇒ B[x1, . . . , xn, v, w])sont démontrables. En utilisant la proposition 5.1 (1.) et (2.), on en déduitque la proposition
∀v (Ni[v] ⇒ ∃w∃w′ (N[w′] ∧ Su

[w′, w] ∧ B[x1, . . . , xn, v, w]))est démontrable. Ave
 la proposition 5.2, on en déduit que la proposition

∀v (InfS[v, y] ⇒ ∃w∃w′ (N[w′] ∧ Su

[w′, w] ∧ B[x1, . . . , xn, v, w]))est démontrable. De même la proposition
∀w (Null[w] ⇒ B[x1, . . . , xn, y, w])est démontrable. On en 
on
lut que la proposition A est démontrable.Le modèle M étant un modèle de la théorie T , si la proposition

∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans T elle est valide dans le modèle M.En�n, si la proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])
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h 135est valide dans M, il existe des entiers p1, . . . , pn, q tels que
JA[x1, . . . , xn, y]Kx1=p1,...,xn=pn,y=q = 1et, en utilisant le fait que M est un N-modèle, on montre, par ré
urren
e surla stru
ture de f , que f prend la valeur q en p1, . . . , pn.5.3 Le théorème de Chur
hDé�nition 5.4Soit f un programme et A la proposition représentant 
e programme. La pro-position � Le programme f termine en p1, . . . , pn � est la proposition 
lose

∀x1 . . . ∀xn ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn]) ⇒ ∃y (N[y] ∧ A[x1, . . . , xn, y]))Proposition 5.4Soit L un langage, N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq des propositions de 
elangage et T une théorie dans 
e langage qui démontre au moins les axiomesde la théorie T0 et qui a un N-modèle M. Alors, si f est un programme, lestrois propositions suivantes sont équivalentes� le programme f termine en p1, . . . , pn,� la proposition � Le programme f termine en p1, . . . , pn � est démontrabledans T ,� 
ette proposition est valide dans M.Démonstration. Si le programme f termine en p1, . . . , pn alors il existe unentier q tel que f prenne la valeur q en p1, . . . , pn. D'après la proposition 5.3,la proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans T . On en déduit, en utilisant la proposition 5.1 (1.) et(2.), que la proposition ∀x1 . . . ∀xn ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn]) ⇒ ∃y (N[y] ∧

A[x1, . . . , xn, y])) est démontrable dans T .Le modèle M étant un modèle de la théorie T , si 
ette proposition estdémontrable dans T elle est valide dans le modèle M.En�n si 
ette proposition est valide dans M, il existe un entier q tel que
JA[x1, . . . , xn, y]Kx1=p1,...,xn=pn,y=q = 1
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hLa proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est don
 valide dans M. D'après la proposition 5.3, f prend la valeur q en

p1, . . . , pn et termine don
 en p1, . . . , pn.Proposition 5.5La fon
tion T asso
iant au numéro d'un programme f et à p1, . . . , pn, le numérode la proposition � Le programme f termine en p1, . . . , pn � et prenant la valeur
0 sur les entiers qui ne sont pas le numéro d'un programme est 
al
ulable.Démonstration. Cette fon
tion est dé�nie par ré
urren
e bien fondée.Nous obtenons ainsi un premier résultat d'indé
idabilité de la démontrabi-lité.Proposition 5.6Soit L un langage, N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq des propositions de 
elangage et T une théorie dans 
e langage qui démontre au moins les axiomesde la théorie T0 et qui a un N-modèle. Alors l'ensemble des propositions 
losesde L démontrables dans T est indé
idable.Démonstration. S'il existait une fon
tion 
al
ulable F asso
iant 1 ou 0 aunuméro d'une proposition selon que 
ette proposition est démontrable dans Tou non, la fon
tion F ◦ T serait 
al
ulable, en 
ontradi
tion ave
 le théorèmed'indé
idabilité du problème de l'arrêt.Nous montrons ensuite que l'hypothèse, selon laquelle la théorie T doitdémontrer les axiomes de la théorie T0, est super�ue.Proposition 5.7Soit L un langage, N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq des propositions de 
elangage et T une théorie dans 
e langage qui a un N-modèle. Alors, l'ensembledes propositions 
loses de L démontrables dans la théorie T est indé
idable.Démonstration. La théorie T ∪ T0 démontre les axiomes de T0 et elle a un
N-modèle. D'après la proposition 5.6, la démontrabilité dans 
ette théorie estdon
 indé
idable.
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h 137On utilise ensuite, en
ore une fois, une rédu
tion. Soit H la 
onjon
tion desaxiomes de la théorie T0. La proposition H ⇒ A est démontrable dans la théorie
T si et seulement si la proposition A est démontrable dans la théorie T ∪ T0.Soit T la fon
tion qui asso
ie le numéro de la proposition H ⇒ A au numérode la proposition A. La fon
tion T est 
al
ulable et la proposition de numéro
T (pAq) est démontrable dans la théorie T si et seulement si la proposition Aest démontrable dans T ∪ T0. S'il existait un algorithme de dé
ision F pour lathéorie T , F ◦ T serait un algorithme de dé
ision pour T ∪ T0 en 
ontradi
tionave
 le fait que T ∪ T0 est indé
idable.Proposition 5.8Soit L un langage,N, Null, Su

, Plus,Mult et Eq des propositions de 
e langage.Si L a un N-modèle, alors l'ensemble des propositions 
loses de L démontrablesdans la théorie vide est indé
idable.Démonstration. D'après 5.7, en prenant T = ∅.Théorème 5.1 (L'indé
idabilité de l'arithmétique)L'ensemble des propositions 
loses démontrables dans l'arithmétique, ou dansn'importe quelle extension de l'arithmétique qui a (N, 0, x 7→ x + 1, +,×, =)pour modèle, est indé
idable.Démonstration. On pose N = ⊤, Null = (x = 0), Su

 = (y = S(x)), Plus =

(z = x+y), Mult = (z = x×y) et Eq = (x = y). Le modèle N est un N-modèle.On peut don
 appliquer la proposition 5.7.On peut généraliser 
e théorème à toutes les extensions 
ohérentes de l'arith-métique, 
'est-à-dire à toutes les extensions de l'arithmétique qui ont un modèle,que 
e modèle soit N ou non, 
e qui permet de montrer également l'indé
ida-bilité d'extensions exotiques de l'arithmétique qui, 
omme 
elles que l'on a
onstruites dans la démonstration du théorème de Löwenheim-Skolem, sont 
o-hérentes sans avoir N pour modèle. Mais on ne le fera pas i
i. Il est 
ependantimportant de remarquer que 
e résultat ne s'étend pas aux extensions 
ontra-di
toires de l'arithmétique. Si on ajoute l'axiome ⊥ par exemple, alors toutesles propositions sont démontrables et la théorie devient alors trivialement dé-
idable.
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hThéorème 5.2 (Chur
h)Soit un langage 
ontenant au moins un symbole de prédi
at binaire, alors l'en-semble des propositions 
loses démontrables dans la théorie vide dans 
e langageest indé
idable.Démonstration. On démontre que l'on peut dé�nir des propositions N, Null,Su

, Plus, Mult et Eq et un N-modèle M de 
e langage et on 
on
lut ave
 laproposition 5.8. Soit M = N ⊎ (N × N). On pose R̂ = {(a, (a, b)) | a ∈ N, b ∈

N} ∪ {((a, b), b) | a ∈ N, b ∈ N} ∪ {((a, b), (a + b, a × b)) | a ∈ N, b ∈ N}. Ondé�nit les propositions Eq = ∀z (x R z ⇔ y R z)N = ∃y1∃y2∃y3 (¬Eq[y1, y2]∧¬Eq[y1, y3]∧¬Eq[y2, y2]∧x R y1∧x R y2∧x R y3)Plus = N[x] ∧ N[y] ∧N[z] ∧ ∃w∃w′ (x R w ∧ w R y ∧ w R w′ ∧ z R w′)Mult = N[x] ∧N[y] ∧ N[z] ∧ ∃w∃w′ (x R w ∧ w R y ∧ w R w′ ∧ w′ R z)Null = N[x] ∧ ∀y (N[y] ⇒ Plus[x, y, y])Un = N[x] ∧ ∀y (N[y] ⇒ Mult[x, y, y])Su

 = ∃u (Un[u] ∧ Plus[x, u, y])Il n'est pas di�
ile de montrer que JEq[x, y]Kx=u,y=v = 1 si et seulementsi u = v en distinguant su

essivement le 
as où u est un entier et 
elui ou
'est un 
ouple, que JN[x]Kx=u = 1 si et seulement si u est un entier, que
JPlus[x, y, z]Kx=p,y=q,z=r = 1 si et seulement si p, q et r sont des entiers et
p + q = r, que JMult[x, y, z]Kx=p,y=q,z=r = 1 si et seulement si p, q et r sontdes entiers et p × q = r, que JNull[x]Kx=p = 1 si et seulement si p = 0, et que
JSu

[x, y]Kx=p,y=q = 1 si et seulement si p et q sont des entiers et p + 1 = q.Si le langage L 
ontient un prédi
at d'arité n pour n ≥ 2, la 
onstru
tiond'un N-modèle se généralise simplement. Un langage qui 
ontient au moins unsymbole de prédi
at unaire P et un symbole de fon
tion f d'arité n ≥ 2 estégalement indé
idable, 
ar ave
 un symbole de prédi
at unaire P et un symbolede prédi
at n-aire f on peut 
onstruire la proposition P (f(x1, . . . , xn)) quisimule un symbole de prédi
at n-aire.Restent le 
as où tous les symboles de prédi
at sont d'arité nulle � auquel
as peu importent les symboles de fon
tion qui ne peuvent pas être utilisés dansles propositions � et 
elui où tous les symboles de fon
tion et de prédi
at sontau plus unaire. On peut montrer que la démontrabilité est dé
idable dans 
esdeux 
as.Le théorème de Chur
h permet d'appré
ier la révolution qu'a 
onstituéel'introdu
tion par G. Frege de prédi
ats binaires. Toutes les logiques antérieures
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h 139� la logique des syllogismes d'Aristote, . . . � qui ne 
omportent que dessymboles au plus unaires � Homme, Mortel, . . . � sont dé
idables.Il faut prendre garde au fait que, bien que la démontrabilité dans la logiquedes prédi
ats dans un langage 
ontenant au moins un symbole de prédi
atbinaire soit indé
idable, en ajoutant des axiomes, on peut rendre la démontra-bilité dé
idable. C'est naturellement le 
as si on ajoute l'axiome ⊥, puisqu'unethéorie 
ontradi
toire est trivialement dé
idable, mais 
'est par exemple aussile 
as si on ajoute l'axiome ∀x∀y (x R y) qui est 
ohérent. Le théorème deChur
h ne 
ondamne don
 pas a priori la re
her
he d'algorithmes pour desthéories parti
ulières, à 
ondition que 
elles-
i n'aient pas de N-modèle, mêmesi elles utilisent un symbole de prédi
at binaire. Ainsi, A. Tarski a démontréque la géométrie élémentaire est dé
idable, bien qu'elle utilise de nombreuxprédi
ats binaires. Nous verrons, au 
hapitre 7, un autre exemple de théoriedé
idable.Pour terminer 
ette se
tion, mentionnons une autre généralisation du théo-rème d'indé
idabilité de l'arithmétique. Nous avons vu que, quand nous nousdonnons un programme f et des entiers p1, . . . , pn, nous pouvons 
onstruireune proposition 
lose de l'arithmétique qui est démontrable si et seulement sile programme f termine en p1, . . . , pn. En 1970, Y. Matiyasevi
h a montré qu'ilest possible de 
onstruire une telle proposition de la forme ∃z1 . . . ∃zm (t = u).De 
e fait, l'ensemble des propositions de la forme ∃z1 . . .∃zm (t = u) démon-trables dans l'arithmétique est indé
idable. Or, une proposition de 
ette formeexprime simplement l'existen
e d'une solution dans le domaine des entiers pourl'équation polynomiale à 
oe�
ients entiers t = u. De 
e fait, il n'existe pasd'algorithme permettant de dé
ider si une équation polynomiale à 
oe�
ientsentiers a une solution dans le domaine des entiers ou non. Ce théorème résout,par la négative, un problème posé par D. Hilbert en 1900 (le dixième problèmede Hilbert) : trouver un algorithme qui indique si une équation polynomiale àplusieurs variables et à 
oe�
ients entiers a une solution dans le domaine desentiers ou non. La 
onstru
tion d'une proposition de la forme ∃z1 . . . ∃zm (t = u)a 
ependant demandé un peu de travail, puisque si le lien entre le théorèmede Chur
h et une potentielle solution négative du dixième problème de Hilbertavait été entrevu en 1953 par M. Davis, qui avait proposé une première sim-pli�
ation de la forme des propositions représentant les programmes, 
e n'estqu'en 1970 que la 
onstru
tion a été a
hevée par Matiyasevi
h.
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h5.4 La semi-dé
idabilitéSi l'ensemble des propositions démontrables dans la logique des prédi
atsest indé
idable, on peut, en revan
he, montrer que les règles de dédu
tion sonte�e
tives et don
 en déduire, en utilisant la proposition 3.14, que l'ensembledes propositions démontrables est semi-dé
idable. Ce résultat s'étend à toutesles théories formées d'un nombre �ni d'axiomes et même à toutes 
elles dontl'ensemble des axiomes est dé
idable.A�n de préparer la démonstration de la proposition 5.10, nous redonnonsi
i la démonstration de 
ette proposition en partant de la proposition 3.13.Proposition 5.9Soit T une théorie dont l'ensemble des axiomes est dé
idable, les propositionsdémontrables dans T forment un ensemble semi-dé
idable.Démonstration. Les règles de dédu
tion étant e�e
tives, d'après la proposition3.13, l'ensemble des démonstrations est dé
idable. Et l'ensemble des axiomesde la théorie T étant dé
idable, on peut 
onstruire une fon
tion 
al
ulable g quiprend en argument le numéro d'un arbre π et le numéro d'une proposition A,véri�e que π est une démonstration bien formée, que sa ra
ine est un séquent
Γ ⊢ B tel que B = A et tel que tous les éléments de Γ soient des axiomes de T .La fon
tion h dé�nie par h(A) est le plus petit entier π tel que 1 −̇ g(π, A) = 0
omposée ave
 la fon
tion 
onstante égale à 1 est un algorithme de semi-dé
isionpour l'ensemble des propositions démontrables dans la théorie T . Si A estdémontrable dans T , alors h(A) = 1, sinon h n'est pas dé�nie en A.L'ensemble des démonstrations est don
 un ensemble dé
idable et 
elui despropositions démontrables un ensemble semi-dé
idable. Ces deux résultats sontà l'origine de la 
on
eption de deux types de programmes informatiques : lesprogrammes de véri�
ation de démonstrations et les programmes de démonstra-tion automatique. Les programmes de la première 
atégorie prennent en entréeun arbre π, ils terminent toujours et indiquent si π est une démonstration bienformée ou non. Les programmes de la se
onde 
atégorie, dont nous verrons unexemple au 
hapitre 6, prennent en entrée une proposition A et re
her
hentune démonstration π de 
ette proposition. Quand la proposition n'est pas dé-montrable, 
ette re
her
he se poursuit à l'in�ni.
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omplétude de Gödel 1415.5 Le premier théorème d'in
omplétude deGödelLa 
onstru
tion des fon
tions g et h dans la démonstration de la proposition5.9 mène à se demander 
e qu'il se passe si on modi�e la dé�nition de lafon
tion h, en une fon
tion h′, de manière à re
her
her simultanément unedémonstration de la proposition A et de la proposition ¬A dans la théorie T , età retourner 1 ou 0 selon que l'on a trouvé une démonstration de l'une ou l'autreproposition. Cha
une des propositions A et ¬A pouvant être démontrable ounon, quatre 
as peuvent se produire1. les proposition A et ¬A sont toutes les deux démontrables,2. la proposition A est démontrable, mais pas ¬A,3. la proposition ¬A est démontrable, mais pas A,4. ni la proposition A ni la proposition ¬A ne sont démontrables.Si on suppose la théorie T 
ohérente, au
une proposition n'est dans le 
as (1.),dans le 
as numéro (2.), h′(A) = 1, dans le 
as numéro (3.), h′(A) = 0 et dansle 
as numéro (4.), h′ n'est pas dé�nie en A.Il est fa
ile de donner des exemples de propositions qui sont dans le 
as(2.) et de propositions qui sont dans le 
as (3.), mais on peut s'interroger surl'existen
e de propositions qui sont dans le 
as (4.). Existe-t-il des propositions
A telles que ni A ni ¬A ne soient démontrables dans la théorie T ?On montre par l'absurde que la réponse est positive dans toutes les théoriesdans lesquelles l'ensemble des propositions démontrables est indé
idable : s'iln'existait pas de propositions dans le 
as (4.), la fon
tion h′ serait un algorithmede dé
ision pour la démontrabilité dans la théorie T , or, par hypothèse, un telalgorithme n'existe pas.Dé�nition 5.5 (Théorie 
omplète)Soit L un langage. Une théorie T , exprimée dans L, est dite 
omplète si pourtoute proposition 
lose A de L, A est démontrable dans T ou ¬A est démon-trable dans T .Proposition 5.10Soit L un langage, N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq des propositions de 
elangage et T une théorie dont l'ensemble des axiomes est dé
idable et qui a un
N-modèle. Alors, la théorie T est in
omplète : il existe une proposition 
lose Gtelle que ni G ni ¬G ne soient démontrables dans 
ette théorie.
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hDémonstration. Soit g la fon
tion 
al
ulable qui au numéro d'un arbre π et aunuméro d'une proposition 
lose A asso
ie la valeur 1 si π est une démonstrationbien formée dont la ra
ine est un séquent Γ ⊢ B tel que B = A et tous leséléments de Γ sont des axiomes de T , et la valeur 0 sinon. Soit r la fon
tion
al
ulable qui à une démonstration, dont la ra
ine est un séquent Γ ⊢ B, asso
iela proposition B. Soit ¬̂ la fon
tion qui asso
ie le numéro de la proposition ¬Aà 
elui de la proposition A : ¬̂(x) = p¬q; (x; 0). Soit | la fon
tion ou sur lesbooléens : x | y = x + y −̇(x× y) et χ= la fon
tion 
ara
téristique de l'égalité.Soit h1 la fon
tion 
al
ulable dé�nie par h1(A) est le plus petit entier π tel que
1 −̇ (g(π, A) | g(π, ¬̂(A))) = 0. Soit h′ la fon
tion h′(A) = χ=(r(h1(A)), A).Si la théorie T était 
omplète, h′ serait un algorithme de dé
ision pour ladémontrabilité dans T en 
ontradi
tion ave
 la proposition 5.7.Théorème 5.3 (Le premier théorème d'in
omplétude de Gödel)L'arithmétique et toutes ses extensions qui ont (N, 0, x 7→ x+1, +,×, =) 
ommemodèle et dont l'ensemble des axiomes est dé
idable sont in
omplètes.Démonstration. On pose N = ⊤, Null = (x = 0), Su

 = (y = S(x)), Plus =

(z = x + y), Mult = (z = x × y) et Eq = (x = y). L'ensemble des axiomes dela théorie est dé
idable et le modèle N est un N-modèle de la théorie. On peutdon
 appliquer la proposition 5.10.On peut généraliser 
e théorème à toutes les extensions 
ohérente de l'arith-métique, 
'est-à-dire à toutes les extensions de l'arithmétique dont l'ensembledes axiomes est dé
idable et qui ont un modèle, que 
e modèle soit N ou non,
e qui permet de montrer également l'in
omplétude d'extensions exotiques del'arithmétique, qui sont 
ohérentes sans avoir N pour modèle. Mais on ne lefera pas i
i.Il est 
ependant important de remarquer que 
e résultat ne s'étend pasaux extensions 
ontradi
toires de l'arithmétique. Si on ajoute l'axiome ⊥, parexemple, alors toutes les propositions sont démontrables et la théorie est alorstrivialement 
omplète. Ce résultat ne s'étend pas non plus aux extensionsde l'arithmétique dont l'ensemble d'axiomes est indé
idable. Ainsi, la théo-rie dont les axiomes sont toutes les propositions valides dans le modèle N estun exemple d'extension de l'arithmétique 
ohérente et 
omplète. Mais le théo-rème 5.3 montre que l'ensemble des axiomes de 
ette théorie est indé
idable.De même, dans la démonstration de la proposition 2.5, on montre que toutethéorie T a une extension 
ohérente et 
omplète U , mais, en général, l'ensembledes axiomes de 
ette théorie n'est pas dé
idable.
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omplétude de Gödel 143Exer
i
e 5.1 (Un exemple de proposition indéterminée)La proposition 5.10 montre qu'il existe une proposition 
lose G, telle que ni Gni ¬G ne soient démontrables dans la théorie T , mais ne donne pas d'exempled'une telle proposition. On montre dans 
et exer
i
e que l'on peut la modi�erde manière à 
onstruire une telle proposition.Soit L un langage, N, Null, Su

, Plus, Mult et Eq des propositions de 
elangage et T une théorie dont l'ensemble des axiomes est dé
idable et qui a un
N-modèle M. Soit T ′ la théorie T ∪ T0.Soit f la fon
tion 
al
ulable telle que f(n, p, q) = 1 si n = pπq, p = pAq etl'arbre π est une démonstration dans T ′ de la proposition ∀w (Nq[w] ⇒ A) et
f(n, p, q) = 0 sinon.Soit F la proposition représentant un programme exprimant 
ette fon
tion.On é
rit F [t1, t2, t3, u] la proposition (t1/x1, t2/x2, t3/x3, u/y)F .D'après la proposition 5.3, les trois propositions suivantes sont équivalentes� f(n, p, q) = r,� la proposition

∀x1∀x2∀x3∀y (Nn[x1] ∧ Np[x2] ∧ Nq[x3] ∧ Nr[y] ⇒ F [x1, x2, x3, y])est démontrable dans T ′,� dans le modèle M, JF Kx1=n,x2=p,x3=q,x4=r = 1.Soit T la proposition
∀x∀y ((N[x] ∧ N1[y]) ⇒ ¬F [x, w, w, y])

m = pT q et G la proposition 
lose
∀w (Nm[w] ⇒ T )Montrer que si G est démontrable dans T ′ alors1. JGK = 1,2. pour tout entier n, JF Kx1=n,x2=m,x3=m,y=1 = 0,3. pour tout n, f(n, m, m) = 0,4. la proposition ∀w (Nm[w] ⇒ T ) n'est pas démontrable dans T ′,5. la proposition G n'est pas démontrable dans T ′.En déduire que la proposition G n'est pas démontrable dans T ′.En déduire que la proposition G n'est pas démontrable dans T .Montrer que si ¬G est démontrable dans T ′ alors1. J¬GK = 1,2. il existe un entier n tel que JF Kx1=n,x2=m,x3=m,y=1 = 1,3. il existe un entier n tel que f(n, m, m) = 1,
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h4. la proposition ∀w (Nm[w] ⇒ T ) est démontrable dans T ′,5. la proposition G est démontrable dans T ′,6. la théorie T ′ est 
ontradi
toire.En déduire que la proposition ¬G n'est pas démontrable dans T ′.En déduire que la proposition ¬G n'est pas démontrable dans T .Exer
i
e 5.2Dans 
et exer
i
e on admettra le théorème de Matiyasevi
h, 
'est-à-dire quel'ensemble des propositions démontrables dans l'arithmétique de la forme
∃x1 . . . ∃xm (t = u) est indé
idable.1. Montrer qu'il existe une proposition 
lose A de la forme ∃x1 . . . ∃xm (t = u)telle que ni A ni ¬A ne soient démontrables dans l'arithmétique.2. Montrer que la proposition ∀x1 . . . ∀xm ¬(t = u) n'est pas démontrable.3. Montrer que si a est un terme 
los de l'arithmétique, alors il existe un entier

n tel que la proposition a = n soit démontrable. Montrer que si n et p sontdeux entiers, alors ou bien la proposition n = p est démontrable ou bienla proposition ¬(n = p) est démontrable. Montrer que si a et b sont deuxtermes 
los de l'arithmétique, alors la proposition a = b est démontrableou la proposition ¬(a = b) est démontrable.4. Soit une équation t = u dont les variables sont parmi x1, . . . , xm et
p1, . . . , pm des entiers tels que la proposition (p1/x1, . . . , pm/xm)(t = u)soit démontrable. Montrer que la proposition ∃x1 . . . ∃xm (t = u) est dé-montrable. Montrer que si la proposition ∃x1 . . . ∃xm (t = u) n'est pas dé-montrable, alors pour tout p1, . . . , pm, la proposition
(p1/x1, . . . , pm/xm)(t = u) n'est pas démontrable.5. Montrer que si la proposition ∃x1 . . .∃xm (t = u) n'est pas démontrable,alors pour tout p1, . . . , pm, la proposition (p1/x1, . . . , pm/xm)¬(t = u) estdémontrable.6. Montrer qu'il existe une proposition A de la forme ¬(t = u) dont les va-riables sont parmi x1, . . . , xm et telle que� pour tous p1, . . . , pm la proposition (p1/x1, . . . , pm/xm)A est démon-trable,� la proposition ∀x1 . . . ∀xm A n'est pas démontrable.


