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Automates d’arbres
comme ensembles de clauses de Horn



Définition des automates d'arbres comme ensembles de clauses du
premier ordre. Langages = modeles de Herbrand.

+

un formalisme uniforme pour représenter plusieurs classes
d'automates (automates alternants, a contraintes...)

utilisation de techniques et outils de déduction automatiques
pour résoudre les problemes de décision classiques

complexité

approche pas constructive



Clauses : syntaxe

» termes de 7 (X, X) sur signature X (X,, : symboles d'arité n)
» ensemble P de symboles de prédicats P, @,. .. (notation P,)
on ne considérera que des prédicats d'arité 1 ou 0.
» litéraux positifs :  P(¢),  noté +P(t)
négatifs : —P(t), noté —P(t)
» clause : disjonction de litéraux £P;(t1) V...V £ Py (tx)
clause vide (k = 0), notée L.

» clause de Horn : au plus un litéral positif
—Pi(t1) V...V —=Py(tg) V +P(t), notée
Pl(tl), .. ,Pk(tk) = P(t)
» but = clause négative
—Pl(tl) V...V —Pk(tk), notée Pl(tl), ... ,Pk(tk) = 1.



Clauses : sémantique

» structure M de domaine D :
M=(D,QMCD"|QEP,, fM:D"—=D|fex,)
pour Q € Py, QM € {true, false}.

> interprétation p: X — D

> valuation des termes [, : 7(X,X) — D

- [l = pla),
- UG t) e o= M (T Mg - - T mup)
> M,p = C ssi
- il existe +P(t) € C tel que [tJnm,, € PM
ou bien

- il existe —P(t) € C tel que [t[am,, ¢ PM

» M est un modéle d'un ensemble de clauses S (noté M = 5)
ssi pour toute C' € S, pour toute interprétation p, M, p = C.

» S est dit satisfiable ssi il a un modele.



Modeles de Herbrand

» une structure de Herbrand H a pour domaine 7 (X) et
fonctions f*(t1,...,t,) := f(t1,...,t,) (terme clos avec
symbole f en téte).

» H peut-&tre définie par I'ensemble des atomes clos P(t) tels

que H = P(t).

Theorem :
Un ensemble de clauses S est satisfiable ssi il admet un modéle de

Herbrand.



Plus petit modele de Herbrand

Theorem :
Tout ensemble satisfiable de clauses de Horn S admet un plus petit
modele de Herbrand Hg (pour I'inclusion).

un ensemble de clauses de Horn S définit I'opérateur Ts sur les
ensembles d’atomes clos par :

Ts(L) = {P(ta) gg‘l’z)Pl(tl)Pn(tn Sn(etnL) = P(t) € 5, }
U {J_} si Pl(tl), R ,Pn(tn) = 1e5,
Py(t10), ..., Py(tao) € L

Le plus petit point fixe de T’s est |J,,~; T¢(0),
> si il contient L, S est insatisfiable,

> sinon, il est le plus petit modeéle de Herbrand de S.



Langages et automates

Le /langage d'un ensemble S satisfiable de clauses de Horn pour un
prédicat () est :

L(S,Q) = {t| Q(t) € Hs}

Soit A= (%,{q1,...,q}, F,A) un automate d'arbre ascendant.
Soit P = {Q1,...,Qk} ensemble de prédicats unaires.
On associe a A I'ensemble (satisfiable) de clauses de Horn

o Q1(r1), ..., Qnlzy) = Q(f(ml,,xn))
SA'_{\ fla, ) =g €A }

Lemma :
Pour tout état g, L(A,q) = L(S4, Q).



Clauses/classes d'automates
clauses d'automate standard (x1,..., 2, 2 a 2 distinctes)

Q1(x1),. .., Qn(xy) = Q(f(xl,,xn))

e-transitions

Q1(z) = Q(x)
clauses alternantes

Q1(z),...,Qn(z) = Q)

clauses bidirectionelles (z1,...,x, 2 a 2 distinctes)

(reg)

(alt)

(bidi)



Problémes de décision et satisfiabilité

Soit S un ensemble satisfiable de clauses de Horn et ) un prédicat.

> le terme clos t € L(S,Q) ssi SU{Q(t) = L} est insatisfiable.

> il existe o telle que to € L(S,Q) ssi SU{Q(t) = L} est
insatisfiable.

> L(S,Q) # 0 ssi SU{Q(x) = L} est insatisfiable.

> L(S,Q1)N...NL(S,Qp) # 0 ssi
SU{Qi(z),...,Qp(r) = L} est insatisfiable.

= on s'intéresse aux techniques pour décider la satisfiabilité quand
S représente un automate.



Résolution

CV+Q(s) DV —-Q(t)
CoV Do
ou o est I'unificateur le plus général (mgu) de s et t.

clauses de Horn :

Pl(sl), ey, Py (Sm) = Ql( ) Q (tl), C ,Qn(tn) = Q(t)
P1(510)7 : (Sma) Q2( )7 s aQn(th) = Q(ta)

ol 0 mgu de s et t;.

Theorem : correction, complétude

Un ensemble S de clauses de Horn est insatisfiable ssi on peut dériver
L a partir de S par résolution.



Terminaison de la résolution

L'application de la regle de résolution a des clauses d'automates
(reg) ne termine pas.

Pi(z1), - Po(@m) = Qi(9(T)  Qi(y1), - -, @nlyn) = QU ()

1)y~ T
Pl(xl)v s 7Pm(xm)v Q2(y2)7 cee 7Qn(yn) = Q(f(g(f)’y% s ayn))



Stratégies completes pour la résolution

C D
Pl(Sl), R ,Pm(sm) = Ql(S) Ql(tl), - ,Qn(tn) = Q(t)
Pi(s10),..., Pn(sm0),Qa2(teo),...,Qn(tho) = Q(to)

résolution ordonnée pour > :
> (Q1(s) maximal pour > dans C,
» (Q1(t1) maximal pour > dans D.

résolution ordonnée avec sélection :

fonction de sélection : clause +— sous-ensemble de litéraux négatifs.
» aucun litéral sélectionné dans C,
» (Q1(s) maximal pour > dans C,
> Q1(t1) sélectionné dans D ou bien

» aucun litéral sélectionné dans D et QQ1(t) maximal dans D.



Complétude de la résolution

Theorem :

La résolution ordonnée avec sélection est compléte pour les clauses
de Horn : a partir de tout ensemble insatisfiable S, on dérive L.



Transformation des automates alternants

Proposition :

Etant donné un automate d'arbres alternant A sur X, on peut
construire en temps exponentiel un automate d'arbres ascendant
déterministe A’ reconnaissant le méme langage.

Construction par application de la résolution ordonnée avec
sélection, suivant une stratégie appropriée.



Choix d'une stratégie ordonnée avec sélection

» ordre t.q. P(s) > Q(t) ssi s >t pour I'ordre > de sous-terme.
» fonction de sélection sel :
» litéraux négatifs —Q)(t) ou ¢ n'est pas une variable.

Lemma :

Tout automate d'arbres (ensemble de clauses (reg)) est saturé par
résolution ordonnée avec .



Transformation des automates alternants

pr.: (proposition automate alternant — automate ascendant
déterministe).

v

on part d'un ensemble A de clauses de la forme (reg) et (alt).

» on sature par résolution ordonnée (par ) avec sélection (par
sel).

> toutes les clauses produites appartiennent a un type contenant
un nombre exp. de clauses
» — saturation termine avec A"

» déduction par résolution de A" U {Q(t) = L} (pour t clos)
n'implique que des clauses de la forme (reg).

» donc pour tout @, L(A”,Q) = L(A"|1eq, Q).



Transformation des automates bidirectionnels alternants

Pour généraliser le résultat précédent (reg + alt — reg)
a reg + alt + bidi — reg, on utilise le méme principe avec
» d'autres ordre et fonction de sélection pour définir la stratégie
de résolution,

> et une régle supplémentaire de e-splitting.

Proposition :

Etant donné un automate d'arbres bidirectionnel alternant A sur
>, on peut construire en temps exponentiel un automate d’arbres
ascendant déterministe A’ reconnaissant le méme langage.



e-splitting

Un e-bloc B(x) est un ensemble de litéraux négatifs
—Pi(x) V...V —=P,(x).

B(x),Q1(t1), ..., Qun(ts) = Q(1)
B(z) = qp qB,Q1(t1),...,Qn(tn) = Q(1)

> ¢p est un prédicat O-aire associé de maniere unique a B(z),

>z d Qitr),. .., Qu(tn),Q(t).

Theorem :

La résolution ordonnée avec sélection et e-splitting est compléte pour
les clauses de Horn.



Choix d'une autre stratégie ordonnée avec sélection

» ordre t.q. P(s) = Q(t) ssi s >t pour un ordre > de
sous-terme fixé et P(s) > gp p.t. P et ¢p.
» fonction de sélection sel (par ordre de priorité) :

» litéraux de splitting (¢p).
» litéraux négatifs —Q)(t) ou ¢ n'est pas une variable.



Transformation des automates bidirectionnels alternants

Proposition :

Etant donné un automate d’'arbres bidirectionnel alternant A sur
>., on peut construire en temps exponentiel un automate d'arbres
ascendant déterministe A’ reconnaissant le méme langage.

pr.. méme principe que pour les automates alternants, avec le
e-splitting en plus de la résolution.



Décision appartenance généralisée

Theorem :

L'application de la résolution ordonnée (par ) avec sélection (par
sel) et e-splitting termine sur I'union d'un ensemble de clauses (reg)
et d'une clause but Q(t) = L.

pr.. La résolution ne produit que des clauses de ces 2 types :

Pi(s1)y--- s Pn(Sm),q1s- -y qkx = [q] (gs)

oum,k >0, et sq,...,Sn, sont des sous-termes de .

Pl(yh)ﬂ s 7Pk(yik)7pll(f(yla cee 7yn))7 s 7Pr/n(f(y)) = [Q] (gf)

ouk,m=>0k+m>0,14,...,5 <n, etyp,...,y, distinctes.



Automates d’arbres a contraintes égalitaires



Tests d'égalité entre fréeres

clauses d'automate standard (x1,..., 2, 2 a 2 distinctes)
Q1(x1),. ., Qn(xy) :>Q(f(a:1,,xn)) (reg)
avec partage de variables dans
Q1(x1),. .., Qn(xy) :Q(f(xl,...,xn)) (brother)

on exprime des égalité entre les sous termes freres.

exemple : = Q(a),
Qx1),Q(z2) = Q(f(x1,22)),
Q(x),Q(x) = Qf(f(x,x))



Tests d'égalité entre fréeres

expressivité D automates d'arbres ascendants.

Theorem :

Le vide des automates a tests d'égalité entre freres est EXPTIME-
complet.



Automates de Bogaert-Tison

Tests = et # entre freres (chapitre 4 TATA).

» déterminizables en temps exponentiel
» clotures Booléennes
» vide PTIME pour déterministes

» vide EXPTIME-complet pour non-déterministes



Tests d'égalité arbitraires

clauses avec égalité

Qi(z1),- -, Qulwn)yur = vi,. o up, = v = Q(f(w1, .., 20))
(test)
ou k>0, u,vi,...,us, Uk € T(Z,{xl,...,l‘n}).

sans restrictions, le vide est indécidable.



Tests d'égalité arbitraires (décidable)

On distingue des prédicats test, et on suppose un ordre partiel >
sur les prédicats tel que pour tout @) test et (Jg non-test, @ > Q.

Ql(aj‘l), R ,Qn(xn),ul =Vly..., U = Vg = Q(f(xl, R ,xn))
(test)
ou () prédicat test, et pour tout @Q; qui est test, Q > Q;.

Q1(x1), ..., Qn(zy) :>Q(f(x1,,xn)) (reg’)

ou bien Q,Q1,...,Q, pas test
ou bien @) test et au plus un Q; = @, les autres sont non-test.



Tests d'égalité arbitraires (décidable)

exemple : listes a bégaiement

= Qo(0) Qo(r) = Qo(s(x))
= Qu([]) Qo( ), Q1(y) = Qi(cons(z,y))
Qo(7),Q2(y) = Q2 r,y))

Qo(x),Q1(y),y = cons(z,y') =

O
no
—~
@)
S
3
V)
—
8
<
5



Tests d'égalité arbitraires (décidable)

Theorem :

La satisfiabilité d'un ensemble de clauses (test) et (reg’) et d'une
clause but Q(t) = L est décidable.

pr.: Saturation par paramodulation ordonnée avec sélection et
e-splitting.

Extension aux langages modulo des théories équationelles, par
ajout de clauses = u = v.



Automates d’arbres a mémoire



Automates a pile

Extension des automates de mots finis (NFA) avec une mémoire
non bornée = pile.

A=(2T,Q,Q,Q",6).
» > : alphabet d’entrée,
» [ : alphabet de pile.
dC OQxExQxT U @QxIxI'xQ U @xXU{e}xQ

(push) (pop) (internal)
Example :
Y ={a,b}, T ={a}. push : ¢ L> qi,a
internal : q' 2 qf

f a,x

pop: q —— q
reconnait : {a"ba™ | n > 0}.



Automates a pile (propriétés)

> expressivité 2 NFA

> méme expressivité que les grammaires hors-contexte
(N := N1Ny, N :=a)

» vide décidable

» pas clos par intersection, complément

> la restriction visibly : X = X6, W Xpop & Mg
a les clotures Booléennes.

Lemma :
Le langage des piles accessibles est régulier.



Automates d'arbres a pile

Automates d’arbres a pile [Guessarian 83] :
» Y : signature d'entrée; en lecture : termes de 7 (%),
» [ : alphabet de pile; mémoire auxiliaire = pile de I'*,

> transitions descendantes :

push a(y) — flaler®)), - anlen(v)))
pop  qle(®) — fla®), . a(y))

pop a(L) — fla(L),...,qn(L))

int ) — fla®.....a®))

€ qiy) — d)

> méme expressivité que les grammaires d'arbres hors-contexte.



Automates d’arbres a une mémoire

Automates ascendants avec une mémoire auxiliaire contenant un

arbre. A =
>
» [

(X, T,

signature d’entrée; en lecture : termes de 7 (X),

Q, Q" A).

» A : transitions de la forme

push
push

pop11
pop12
Z"rlto

Z"/Ltl
Z"rltg

L A A

!

1l

signature de pile; mémoire auxiliaire = terme de 7 (I").



Automates d'arbres a une mémoire (propriétés)

> expressivité D automates d'arbres ascendants
» généralise les automates (de mots) a pile

» vide décidable

» pas clos par intersection ni complément

>

la restriction visibly a toutes les clotures Booléennes.

% = Yipush ¥ ZPOPH o E1901”12 S EPOle S EPOPQQ W into W Lint, ¥ int,



Décision du vide

Theorem :
Le vide est décidable en temps polynomial pour les automates a 1
mémoire.

> L(A,q) == {t|3ImeTI),t > q(m)}

> M(A,q):={m|3teT(X),t % q(m)}.

Lemma :
Pour tous A, q, L(A,q) =0 ssi M(A,q) = 0.

Lemma :
Pour tous A, q, M (A, q) est un langage d'automate bidirectionnel.



Décision du vide (2)

push

pop11
split -
int1

split :

Q1 (h(y11,y12)),
Q1 (h(y11,v12)) 90

2
Flar(y1), 2(y2)

Q1(y1), Q2(y2
Q1(y1), 99,
Q2(y2)

S A T A

q(h(y1,2))
Q(h(y1,y2))
Q(?Jll)
Q(y11)
Q(y11)

4Q2

q(y1)

Q(y1)

Q(y1)

4Q2

(reg)

(bidi)



Automates d'arbres a une mémoire et contraintes

Version étendue avec contraintes = et # entre mémoires dans les
transitions int.

intt  fla(n) a2(y2)) 22 q(y)
int7 (), a2(y2)) A, ()
ity fla) ga(y2) L2 q(ye)
it} flan) a2(y2) LF2 g(y)



Automates d'arbres a une mémoire et contraintes :
exemples

» arbres binaires équilibrés
> powerlists
» arbres (binaires) rouge-noir
1. chaque noeud est noir ou rouge,
la racine est noire,
toutes les feuilles sont noires,

les deux fils d'un noeud rouge sont noirs,
tous les chemins contiennent le méme nombre de noeuds noirs.

ok wnN



Automates d’'arbres a une mémoire et contraintes : décision

Theorem :

Le vide est décidable en temps exponentiel pour les automates a 1
mémoire et contraintes.

pr.: Résolution ordonnée avec sélection et e-splitting.



