Cours de Logique*
Vers la Résolution : Mise en Forme Clausale

ENS Cachan, Informatique, L3

1°r avril 2019

Nous traitons ici de la mise en forme clausale (et des résultats associés) en
calcul des prédicats, dont les étapes sont :
— Mise en forme prénexe : plus de quantificateur sous les autres connecteurs
logiques (Section .

— Mise en forme normale négative : plus d’implication, plus de connecteurs
logiques sous les négations (Section .

— Skolémisation : élimination des quantificateurs (Section [3)).

— Mise en forme clausale : plus de conjonction sous les disjonctions (Sec-
tion .

Les clauses sont a la base d’un systeéme de (recherche de) preuve par contra-
diction appellé résolution. Il est donc important de pouvoir ramener tout en-
semble de formules closes a un ensemble de clauses. Nous présentons brievement
les regles de la preuve par résolution a la fin de ces notes (Section [5)) sans en
donner pour l'instant de preuve de complétude.

1 Mise en forme prénexe

Définition 1.1 (Forme prénexe) Une formule est en forme prénexe si elle
est de la forme
Qir1...Qnay. @

ot Q; € {¥,3} pour tout i = 1,...,n et ¢ est sans quantificateurs.

On considere les regles de transformation suivantes.

(Qx. ) x 1 ~ Qx. (¢ *1) six & VL(¢), et x € {A,V}

P (Q. ) ~ Qx. (Y * ) six &€ VL(Y), et x € {A,V,=}
—3dx. ¢ ~ Vx.
V. ¢ ~ dx. —

(Vx. ) = ~ dz. (¢ = ) si z & VL(v)

(Fz. ) = ¢ ~ V. (¢ = ) six & VL(y)

Exemple 1.1 On peut appliquer ces transformations de deux facons différentes
a la formule ci-dessous.

*Ces notes de cours sont presque exactement reprises des notes du MOOC “Introduction &
la logique informatique (partie 2)”, réalisé par David Baelde, Hubert Comon et Etienne Lozes.



(Vz. B(z)) = (Vz. B(z))

(vo. B(@) = (%. B)

e

Jz. (B(;r) = (Vy. B(y)) Vy. ((VLU B(ZL‘)) = B(l/))
32.Vy. (B(z) = B(y)) Vy.3z. (B(z) = B(y))

On étend la notion d’équivalence logique aux formules ayant des variables
libres : deux formules ¢, ¥ sont logiquement équivalentes si pour toute structure
S, pour toute S-affectation o interprétant les variables libres de ces formules,

S,0 = pssiS, o=

Lemme 1.1 (Correction des régles) Si ¢ ~ v, alors ¢ et 1 sont logique-
ment équivalentes.

Preuve:

Comme I’équivalence logique est une congruence, il suffit de prouver ce lemme
lorsque la réécriture a lieu a la racine de la formule. On raisonne par analyse
de cas. Considérons la regle

(Fx. p1) Vo ~ Fz. (p1V @2).
= =

On veut montrer que pour tout S,0,ona S,0 |= ¢ ssi S,0 = 1. Soit S, o fixés.
— Supposons que S,0 | . Alors S,0 | Jx. p1 ou S,0 | vo.

Si S,0 =3z 1 (
alors il existe a € Ds tel que S,o W {z +— a} = ¢ (
donc il existe a € Dg tel que S,oW{z — a} = p1 Vs (
donc S,0 = Jz. (p1V ¥2) (
Si S,0 F po (2°M€ cas)
alors il existe a € Dg.S,0 W {zx — a} = 2 (
donc il existe a € Dg tel que S,oW {x +— a} =1 Vs (
(

donc S,0 = TJz. (o1 V ¥2) def. de =)

Dans les deux cas, S,0 = 9.
— Supposons maintenant que S,0 = 1. Alors il existe a € Dg tel que
S,owW{z— a} =1 Vs (par def de =).

Si S,owW{z+— a} =1 (premier cas)
alors S,0 = Jz. 1 (par def. de )
donc S,0 = (3z. ¢1) V2 (par def. de =)
Si S,oW{z+— a} E p2 (deuxieme cas)
alors S,0 = 2 (x & VL(¢2))
donc S,0 = (3x. p1) Ve (par def. de &)
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Dans les deux cas, S,0 = ¢.
Les autres regles se traitent de fagon similaire, voire parfois plus simplement
puisque sans utiliser I’hypothese que Dg # (). ]

Théoréme 1.1 Pour toute formule ©, on peut calculer une formule ¢ logique-
ment équivalente 4 @ et en forme prénece.

2 Forme normale négative

Définition 2.1 (Littéral) Un littéral est une formule de la forme P(t1,...t,)
ou sa négation.

Définition 2.2 (Forme normale négative) Une formule ¢ est en forme nor-
male négative si

1. ¢ ne contient aucune implication, et

2. les seules sous-formules de ¢ de la forme = sont les littérauz.

Exemple 2.1 La formule 3z.((-P(x))V3y.Q(z, y)) est en forme normale négative,
mais les formules 3z.—(P(z) V 3y.Q(z,y)) et Jz.P(z) = Jy.Q(z,y) ne le sont
pas.

Proposition 2.1 Pour toute formule ¢, on peut calculer une formule @' en
forme normale négative logiquement équivalente a .

Preuve:
On considere les regles de réécriture suivantes.

p=1% e VY
—(Vz. @) ~ Jz.—
—(Jz. @) ~ V.~
“(pVY) o~ (mp) A()
“(eAY) o (mp) V()
e ~ ¥

On laisse en exercice la preuve que toute suite de réécritures g ~» @1 ~~

. est finie. On observe aisément que, si ¢ +, alors ¢ est en forme normale
négative. Enfin, si ¢ ~» 9, alors ¢ et 1 sont logiquement équivalentes.

Ainsi, si ¢ est une formule arbitraire et si ¢’ est obtenue a partir de ¢ par

une suite maximale de réécritures, alors ¢’ est en forme normale négative et

logiquement équivalente a (. O



3 Skolémisation

La partie la plus délicate de la mise en forme clausale est I’élimination des
quantificateurs existentiels, au prix de l'introduction de nouveau symboles :
c’est la skolémisation.

Naturellement, nous allons utiliser ici la possibilité de travailler sur des
formules en forme normale négative — sans cela, la distinction entre quantifi-
cateurs existentiels et universels n’aurait de sens que si on comptait le nombre
de négations (et d’implications) au dessus des quantificateurs.

3.1 Symboles de Skolem

On se donne un ensemble de symboles de fonctions F et un ensemble de
symboles de prédicats P. Pour chaque (F,P)-formule ¢ et pour chaque variable
x, on se donne un nouveau symbole de fonction f, , d’arité [VL(3z.¢)|. On note
F l’ensemble de symboles de fonction F augmenté de ces nouveaux symboles
de fonction, autrement dit

F = FW{f,u| e est une (F,P)-formule, z € X}.
Enfin, pour tout ¢, , on se fixe une énumération i, » = (y1,...,yn) de VL(Iz.0).

Définition 3.1 (skolémisation) Soit ¢ une (F,P)-formule. La skolémisée de
@, notée Sk(p), est la (F,P)-formule définie par récurrence sur la taille de o
comme suit.

Sk(P(t1,...,tn)) = P(t1,...,tpn)
Sk(—) = —Sk(y)
Sk(sp * 1) = Sk(ip) = Sk()) (xe{V,A,=})
Sk(Vz.p) = Vz.Sk(p)
Sk(ﬂx.(p) = Sk(@){x = f(p,x(gcp,$>}

En anticipant un peu sur la suite on remarquera que, méme si Sk(¢) est
définie pour tout ¢, il faudra supposer ¢ en forme normale négative pour obtenir
le théoreme de Skolem, qui dit que ¢ et Sk(¢) sont équisatisfaisables.

Exemple 3.1 Soit ¢ la formule J2Vy3z. z * (z * y) # z. On note ¢ le symbole
de Skolem d’arité 0 associé a x et Vy3z.zx (xxy) # z, et f le symbole de Skolem
d’arité 1 associé a z et zx (x*xy) # z. Alors Sk(y) = Vy. f(c,y)*(cxy) # f(c,y).
3.2 Interprétation des symboles de Skolem

I1 nous faut définir et étudier les deux foncteurs de structures suivants.

enrichissement _
S S
TiF < — T
restriction
(F,P)-structures (F,P)-structures



Soit S une (F,P)-structure. On veut construire  partir de S une (F,P)-
structure S. Pour étre tout & fait constructif, on a besoin de se donner une
fonction choix : 2Ps — Dg telle que pour toute partie T' # () de Dg, choix(T) €
T. On peut supposer donnée une telle fonction en invoquant ’axiome du choix.
De plus, comme Ds # (), on peut se donner un élément ag € Dg tel que
choix(0) = ay.

Soit x, ¢ fixés, et soient yi,...,y, les variables libres de dz.p. Pour tout
b1,...b, € Dg, on pose

Top(bi,-sbn) = {a € Ds | ST = B0 = a} = ¢}

Pensemble des témoins pour 3z.¢ dans S avec Paffectation {7+ b}.
On peut maintenant définir S :
— le domaine de S est celui de S, i.e. Dg = Ds;
— Pg = Ps pour tout symbole de prédicat P € P
— fs = fs pour tout symbole de fonction “original” f € F
— enfin, pour f € F \_’.7: un symbole de Skolem associé a z et ¢, on pose

J5(b) = choix(T;,(b)).
Lemme 3.1 Soit S une (F,P)-structure. Pour toute (F,P)-formule ¢ et pour
toute affectation o telle que Dom(o) 2 VL(yp),

S,0=¢p 581 S, 0 | Sk(p).

Preuve:
On raisonne par induction sur ¢. Si ¢ est une formule atomique, c’est trivial. Si
¢ commence par un connecteur —, V, A, =, c’est aussi trivial (pour la négation,
noter que 1’on montre une équivalence). Reste le cas des quantificateurs : le cas
du V est aussi trivial, mais ne fera pas de mal d’étre détaillé pour s’en persuader,
et le cas du 3 utilise tout ce que 'on vient de définir.

— Supposons ¢ = Vz.ip. Alors

S,0F¢
ssi pour tout a dans Ds, S,0 W {z — a} =1 par def. de =
ssi pour tout a dans Dg, S,0 W {x — a} = Sk(¢)) par induction
ssi S,0 = Va.Sk(v) par def. de =
ssi. S,0 = Sk(yp) par def. de Sk(.)
— Supposons ¢ = Jz.1¢), et notons b; = o (y;).
S, o0
ssi Tw(l_;) £ par def. de T} 4
ssi fg(l;) € Tm/,(g) par def. de fs

ssi S,oW{x— fg(l;)} = par def. de T},
ssi S,oW {x— fg(g)} = Sk(¢) par induction
ssi E, o = (Sk(¥)){z — f(§)} par le lemme de substitution

ssi S,0 = Sk(p) par def de Sk(.)



3.3 Foncteur de restriction

Contrairement au foncteur d’enrichissement, le foncteur de restriction ne
préserve la satisfaction que pour certaines formules. C’est le cas notamment
pour les formules en forme normale négative.

Lemme 3.2 Soit S’ une (F,P)-structure. Pour toute (F,P)-formule o en
forme normale négative, et pour toute affectation o telle que Dom(o) 2 VL(yp),

st S' o = Sk(p) alors S"]_-, o= .

Preuve:

On raisonne par induction sur . Au contraire du lemme précédent dans lequel
on prouvait une équivalence, nous ne prouvons ici qu’une implication. Le cas de
base est maintenant celui des littéraux, puisque nous avons supposé la formule
en forme normale négative.

La récurrence est facile pour les connecteurs A, V et les quantifications uni-
verselles. Noter qu’elle ne marcherait pas pour des négations ou des implications,
pour lesquelles nous aurions besoin d’une hypotheése d’induction plus forte.

A nouveau le seul cas intéressant est celui du 3, mais on détaillera aussi
celui du V pour s’en convaincre. Soit ¢ fixée, et supposons &', 0 E ¢.

— Si ¢ = V.1, alors

S’ o = Vr.Sk(y) par def. de Sk(.)
donc pour tout a € Dgr, 8,0 W {x — a} = Sk(y)) par def. de =
donc pour tout a € Dg/, S"f, ocW{r—a} Ev par induction

donc Sll]_-,O' = V. par def de =

— Si p= E|x¢, et si f = fq/),x,yja alors

S, o =Sk {z — f(You)} par def. de Sk(.)
donc S oW {z— fs(Js0)} = Sk(¢)) par le lemme de substitution

donc |,P oW {r = fs(Yp20)} EY par induction
donc |’]_-, o= Jrap par def de =

0

On peut aussi montrer ce résultat en remplagant I’hypothese “en forme nor-
male négative” par ’hypothese “en forme prénexe”, ce qui est souvent fait dans
la littérature. Le point clé dans le lemme précédent est que les quantificateurs
existentiels ne doivent pas apparaitre sous des négations, ce qui est vrai a la
fois pour la forme normale négative et pour la forme prénexe.

Théoréme 3.1 Pour toute formule ¢ en forme normale négative, ¢ et Sk(¢)
sont équisatisfaisables.



4 Mise en forme clausale

On rappelle qu'un littéral est une formule de la forme P(¢i,...%,) ou sa
négation.

Définition 4.1 (Clause) Une clause est une formule close (sans variables
libres) en forme prénexe, universellement quantifiée, contenant une disjonction
de littérauz, i.e., une formule de la forme suivante (ou k,l,m >0) :

On pourra omettre d’écrire les quantificateurs universels quand il est clair que
I'on fait référence & une clause.

Théoreme 4.1 Soit E un ensemble de formules closes. Il existe un ensemble
E de clauses, fini et calculable lorsque E est fini et explicite, tel que E et E
sont équisatisfaisables : E est satisfaisable ssi E [’est.

Preuve:

Soit ¢ une formule close quelconque. On commence par la transformer en une
formule 1 en forme normale négative. On pose ensuite po = Sk(p1), et on
note Es = {2 | ¢ € E}. Si E est satisfaisable, et si S est un modele de E,
alors S est un modele de Eo d’apres le lemme Réciproquement, si Fs est
satisfaisable, et si T |= Ea, alors 7|z = E d’aprés le lemme Donc E et Es
sont équisatisfaisables.

Toute formule o € Eo ne contient que des quantificateurs universels, et est
en forme normale négative. Donc, si 3 est une forme prénexe de o, @3 est de
la forme VZ.1) ou ¢ est sans quantificateur. En appliquant la distributivité de
A sur V, on peut remplacer la formule 3 par une formule 4 de la forme

VZ. /\ \/ li
i=1j=1

ou ¢; ; sont des littéraux. Enfin, on peut réécrire ¢4 en la formule @5 =
n m
/\ VT. \/ &J
i=1 j=1

qui est une conjonction de clauses. On note cl(y2) 'ensemble de clauses ainsi
défini, et on pose £ = {cl(p2) | p2 € En}. Comme {p2}, {ps}, {pa} et
cl(¢2) sont logiquement équivalents, E est logiquement équivalent & Es, donc
équisatisfaisable avec E. O

Exemple 4.1 Considérons ’ensemble de formules

de.Vr. rxe=xNexxr=ux,
Va,y,z2.  (xxy)xz=xx*(y*2),
Ve dyVz. (x*y)*z =z,
JrVy.dz. zx(x*xy) #z

E:
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Alors E est satisfaisable ssi I’ensemble de clauses

V. T*€E=u1,

V. €ExTr =1,

Ve,y,z. (xxz)xt =xx(zxt),
VeVz.,  (xxI(z))*2z=z

Vy. fy) = (cxy) # f(y)

&
I

est satisfaisable.

Dans I'exemple ci-dessus, pour éliminer les quantificateurs existentiels,
on a introduit de nouveaux symboles de fonction €, I, ¢, et f qui représentent les
“fonctions de choix” associées aux quantificateurs qui ont été éliminés. Ces fonc-
tions de choix dépendent des variables quantifiées universellement qui précedent
le quantificateur existentiel éliminé. Ce procédé de transformation de formule

est appellé skolémisation en I'honneur du mathématicien norvégien Thoralf
Skolem.

5 Résolution

Les regles de résolution et factorisation (binaires) sont données en figure
Dans les preuves par résolution, on n’écrit normalement pas les quantificateurs
universels. Cependant, il ne faut pas oublier que chaque clause est implicite-
ment universellement quantifiée. Une conséquence importante est qu’on doit
toujours assurer, avant d’appliquer un pas de résolution a deux clauses, que
leurs ensembles de variables sont disjoints. Si ce n’est pas le cas on est obligé de
renommer les variables dans une des clauses. Finalement, si S est un ensemble
de clauses du premier ordre, on note S Fprr C' quand la clause C est obtenue
a partir de S par application des regles de la Figure

oc=mgu(s=t
Va(~P(s) VL) Vy(P(t)VK) | 7= Vzi((—\P(g\/ L)
Résolution VZ(L VvV K)o) 7= Var(P(t) V K)
zNy=10
| z=Var((LV K)o)
vz(P(s) Vv P(t) VL) szgu(E;ﬂ
Factorisation VZ((P(t)V L)o) 7 = Var(P(3)V P(t) VL)
| = = Var((P(D) v L)o)

FIGURE 1 — Regles de résolution pour la logique du premier ordre.

Lemme 5.1 Les régles de la résolution du premier ordre sont correctes : Si
S Fr+r C alors C est une conséquence logique de S.



Il est aisé de voir que la résolution n’est pas compléte. On montrera cepen-
dant que ce systeéme a une propriété proche :

Théoréme 5.1 les regles de la résolution du premier ordre sont réfutationnellement
complétes : Pour tout ensemble de clauses S insatisfaisable, on a S Fpryp L.
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