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Dans ce document nous introduisons la syntaxe et la sémantique de la logique
du premier ordre, aussi appelée calcul des prédicats. C’est la logique dans laquelle

on fait la plupart des mathématiques, elle sert notamment de cadre à la théorie des

ensembles, à l’arithmétique, etc. On la retrouve aussi largement en informatique,

en preuve automatique (e.g. Prolog), preuve de programmes (cf. logique de Hoare),

bases de données, etc.

1 Syntaxe

1.1 Termes

Une signature est un ensemble F dont les éléments seront appelés symboles de
fonction. Chaque symbole f ∈ F est muni d’une arité a(f) ∈ N qui �xe le nombre

d’arguments. On se donne de plus un ensemble in�ni X de symboles de variables,
disjoint de F .

De�nition 1.1. L’ensemble T (F ,X ) des termes sur la signature F et les variables
X est le plus petit ensemble tel que :

— X ⊆ T (F ,X ) ;
— si f ∈ F , a(f) = n et t1, . . . , tn ∈ T (F ,X ), alors f(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,X ).

Un terme doit être vu comme un arbre �ni étiqueté par F et X .

On note fv(t) l’ensemble des variables apparaissant dans le terme t. C’est aussi

le plus petit ensemble S tel que t ∈ T (F , S).

Exemple 1.1. Si l’on suppose que F est composé des symboles +, 0, s d’arités respec-
tives 2, 0, 1, et x ∈ X , alors

+(x, x) et +(+(0,+(x, x)), x)

sont des termes de T (F ,X ). On utilise parfois l’écriture en notation in�xée pour cer-
tains symboles usuels. Par exemple, +(0, s(0)) s’écrira aussi 0 + s(0).
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Dans les exemples, F est donné en listant ses éléments avec, entre parenthèses,

l’arité du symbole correspondant.

Exemple 1.2. Si F = {nil(0), cons(2),@(2)} et x, y, z ∈ X , @(cons(x, y), z) ∈
T (F ,X ).

Exemple 1.3. SiF = {0(0), s(1),+(2),×(2)} et x, y ∈ X ,×(s(x), y) ∈ T (F ,X ).
On écrit aussi ×(s(x), y) en notation in�xe : s(x)× y.

On notera que F peut être vide, auquel cas T (F) est aussi vide. La réciproque

n’est pas vraie. Bien sûr, T (F ,X ) n’est jamais vide.

1.2 Formules atomiques

On se donne un ensemble P dont les éléments seront appelés symboles de prédi-
cat. Chacun de ces symboles est à nouveau muni d’une arité. On suppose P disjoint

de F et de X .

Les termes P (t1, . . . , tn) où t1, . . . , tn ∈ T (F ,X ) et P ∈ P est d’arité n sont

appelés formules atomiques.

1.3 Formules du premier ordre

De�nition 1.2. L’ensemble F1(P,F ,X ) des formules du premier ordre sur les sym-
boles de prédicat P , les symboles de fonction F et les variables X est le plus petit
ensemble tel que :

— les formules atomiques sont dans F1(P,F ,X ) ;
— Si φ, ψ ∈ F1(P,F ,X ) et x ∈ X alors les formules suivantes sont toutes dans
F1(P,F ,X ) :

⊥, >, φ ∧ ψ, φ ∨ ψ, ¬φ, φ⇒ ψ, ∀x.φ, ∃x.φ.

Remarquons que, lorsque tous les symboles deP sont d’arité 0, les formules sans

quanti�cateur de F1(P,F ,X ) sont aussi des formules de F0(P).
Dans la suite, nous ne préciserons pas toujours X , qui est presque toujours

évident dans le contexte d’utilisation. Par défaut les symboles de X sont ceux qui

commencent par x, y, z.

Exemple 1.4. Si P = {B(1)} et X = {x, y, z, . . .},

∃x. (B(x)⇒ (∀y. B(y)))

est une formule de F1(P,F ,X ). On l’appelle la formule du buveur.

Exemple 1.5. La formule suivante n’est pas une formule du premier ordre :

∀P.(P (0) ∧ ∀x.P (x)→ P (s(x)))→ ∀x.P (x)
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1.4 Variables libres et variables liées

Les quanti�cateurs lient les variables. On dé�nit ainsi fv(φ), l’ensemble des va-

riables libres d’une formule φ, par récurrence sur la formule :

fv(P (t1, . . . , tn)) = fv(t1) ∪ . . . ∪ fv(tn) pour tout P ∈ P d’arité n
fv(⊥) = fv(>) = ∅

fv(φ ∧ ψ) = fv(φ ∨ ψ) = fv(φ) ∪ fv(ψ)
fv(φ→ ψ) = fv(φ) ∪ fv(ψ)

fv(¬φ) = fv(φ)
fv(∃x.φ) = fv(∀x.φ) = fv(φ) \ {x}

Quand fv(φ) = ∅, on dit que φ est une formule close.
On dé�nit ensuite bv(φ), l’ensemble des variables liées de φ, comme l’ensemble

des variables x tel que φ contient une sous-formule de la forme ∃x.ψ ou ∀x.ψ.

Exemple 1.6. Si φ est la formule

P (x) ∧ ∃x.Q(f(x)) ∧ ∃x.∃z.Q(g(x, y, z))

alors fv(φ) = {x, y} et bv(φ) = {x, z}.

2 Sémantique

2.1 F-algèbres

Etant donné une signatureF uneF-algèbreA est constituée d’un ensemble non

vide DA appelé son domaine et, pour chaque symbole de fonction f ∈ F d’arité n,

d’une fonction fA : DA
n → DA.

Exemple 2.1. T (F) et T (F ,X ) sont des F-algèbres, avec fT (F)(t1, t2) = f(t1, t2)
et de même pour fT (F ,X ).

Exemple 2.2. Soit F = {0(0), s(1),+(2)}. Alors (N, succN,+N) est une F-algèbre
et (Q+, 1,÷2,÷) est aussi une F-algèbre, où Q+ est l’ ensemble des rationnels stric-
tement positifs.

De�nition 2.1 (A�ectation). Si A est une F-algèbre, une A-a�ectation est une ap-
plication σ de X dans A.

Si a1, . . . , an ∈ A, et X = {x1, . . . , xn}, on note {x1 7→ a1, . . . , xn 7→ an} l’af-

fectation σ telle que σ(xi) = ai pour tout i. Cette notation suppose que x1, . . . , xn
sont des variables distinctes.

De�nition 2.2 (Interprétation). Si t ∈ T (F , {x1, . . . , xn}) et si σ est une a�ectation
dans laF-algèbreA telle que {x1, . . . , xn} ⊆ dom(σ), on dé�nit [[t]]σ,A par induction
structurelle sur t :

[[x]]σ,A = σ(x)

[[f(t1, . . . , tn)]]σ,A = fA([[t1]]σ,A, . . . , [[tn]]σ,A)
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Une substitution θ est une a�ectation de domaine X et à images dans la F-

algèbre des termes. L’application d’une substitution θ à un terme t, notée tθ, est

simplement dé�nie comme [[t]]θ,T (F ,X ).

On dé�nit dom(θ) = {x ∈ X | x 6= θ(x)}, c’est l’ensemble des variables sur

lesquelles θ “fait quelquechose”, qui sera bien souvent �ni. On notera parfois une

substitution {x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn}, il est alors implicite que la substitution se

comporte comme la fonction identité sur les autres variables.

Exemple 2.3. [[x+ x]]x 7→1,N = 2

Exemple 2.4. [[x+ x]]x 7→s(0),T (F ,X ) = s(0) + s(0) = (x+ x){x 7→ s(0)}

Le résultat suivant explicite le lien entre substitution et interprétation, et se

prouve facilement par induction sur t.

Proposition 2.1 (substitution). Soit A une F-algèbre, t ∈ T (F ,X ), θ : X →
T (F ,X ) une substitution, et σ une a�ectation de domaineX . On a [[tθ]]σ,A = [[t]]θσ,A,
où θσ = x 7→ [[θ(x)]]σ,A.

En pratique on voudra utiliser le résultat précédent pour un σ dé�ni sur un

sous-ensemble de X . Cela s’obtient aisément en invoquant le résultat suivant, dont

la démontration est immédiate.

Proposition 2.2 (a�aiblissement). Soit A une F-algèbre, t ∈ T (F ,X ), et σ une
a�ectation telle que fv(t) ⊆ dom(σ). On a [[t]]σ,A = [[t]]σ|fv(t),A

.

2.2 F ,P-structures

De�nition 2.3. UneF ,P-structureS est donnée par uneF-algèbreA et, pour chaque
symbole de prédicat P ∈ P d’arité n une relation PS ⊆ Dn

A, oùDA est le domaine de
A.

On confondra parfois (abusivement) une structure et la F-algèbre sous-jacente.

Soit φ une formule, S une F ,P-structure d’algèbre sous-jacente A et σ une A-

a�ectation σ telle que fv(φ) ⊆ dom(σ). On dé�nit la satisfaction S, σ |= φ par

récurrence sur φ :

— S, σ |= P (t1, . . . , tn) si et seulement si ([[t1]]σ,A, . . . , [[tn]]σ,A) ∈ pS ;

— S, σ |= φ∗ψ où ∗ est l’un des connecteurs logiques binaires est dé�ni, comme

en calcul propositionnel, à partir des modèles de φ et des modèles de ψ, par

exemple S, σ |= φ ∨ ψ si et seulement si (S, σ |= φ ou S, σ |= ψ) ;

— S, σ |= ¬φ ssi S, σ 6|= φ ;

— S, σ |= ∃x.φ ssi il existe a ∈ DA tel que S, σ{x 7→ a} |= φ ;

— S, σ |= ∀x.φ ssi pour tout a ∈ DA on a S, σ{x 7→ a} |= φ.

Ici σ{x 7→ a} désigne l’a�ectation σ′ dont le domaine est dom(σ′) = dom(σ)∪{x},
qui coïncide avec σ sur dom(σ) \ {x} et telle que σ′(x) = a.

Si φ est une formule close, on écrit simplement S |= φ pour S, σ |= φ où σ est

l’a�ectation de domaine vide. On pourrait même ne pas se préoccuper que σ soit

vide, d’après le résultat facile suivant :
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Proposition 2.3 (a�aiblissement). Soit φ une formule, S une structure, et σ une af-
fectation telle que fv(φ) ⊆ dom(φ). On a S, σ |= φ ssi S, σ|fv(φ) |= φ.

Une structure S est un modèle d’une formule close φ si S |= φ. Un modèle d’un

ensemble de formules closes est une structure qui satisfait toutes les formules de

l’ensemble. Une formule close est valide quand elle est satisfaite dans tout modèle.

Plus généralement, un modèle d’une formule φ telle que fv(φ) = {x1, . . . , xn}
est donné par une structure S et une a�ectation σ tel que S, σ |= φ, et φ est valide

quand sa clôture universelle ∀x1 . . . ∀xn. φ est valide.

De�nition 2.4. Si E est un ensemble de formules sans variable libre et φ est une
formule sans variable libre, alors φ est une conséquence logique de E , ce que l’on note
E |= φ, si, pour toute structure S ,

S |= E entraine S |= φ

Deux ensembles de formules sans variable libre E1 et E2 sont logiquement équivalents

si toute formule de E2 est conséquence logique de E1 et, réciproquement, toute formule
de E1 est conséquence logique de E2.

Exemple 2.5. La formule φ ≡ ∃x.∀y.P (x, y) a pour conséquence logique ψ ≡
∀y.∃x.P (x, y) mais la réciproque n’est pas vraie. Autrement dit, φ ⇒ ψ est valide
mais il existe une structure ne satisfaisant pas ψ ⇒ φ.

Exemple 2.6. La formule du buveur (cf. exemple 1.4) est valide.

2.3 Substitution

L’application d’une substitution à une formule pose deux problèmes : il ne faut

pas remplacer des variables liées ((∀x.p(x)){x 7→ t} 6≡ (∀x.p(t))) ; il ne faut pas

que les lieurs de la formule “capturent” des variables des termes insérés par la substi-

tution ((∀x.p(y)){y 7→ x} 6≡ (∀x.p(x))). Pour éviter ces problème on aura recours

à l’α-équivalence, qui identi�e notamment ∀x.p(x) et ∀z.p(z), ou encore ∀x.p(y)
et ∀z.p(y).

De�nition 2.5. Si θ est une substitution, on pose

vars(θ) = dom(θ) ∪
⋃

x∈dom(θ)

fv(θ(x)).

On dit que θ est applicable à une formule φ quand bv(t) ∩ vars(θ) = ∅, et l’on dé�nit
alors φθ par induction sur φ :

⊥θ ≡ ⊥
>θ ≡ >

(P (t1, . . . , tn))θ ≡ P (t1θ, . . . , tnθ)

(¬φ)θ ≡ ¬(φθ)
(φ ∗ ψ)θ ≡ φθ ∗ ψθ pour ∗ ∈ {∧,∨,⇒}
(Qx.φ)θ ≡ Qx.(φθ) pour Q ∈ {∃,∀}
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Autrement dit, tθ est obtenu à partir de t en remplaçant chaque terme t (apparaissant
nécessairement en argument d’un prédicat) par tθ.

Proposition 2.4. Soit φ une formule, θ une substitution applicable à φ, S une struc-
ture, et σ une a�ectation de domaine X . On a S, σ |= φθ ssi S, θσ |= φ.

Démonstration. On procède par induction sur φ, les cas intéressants étant ceux des

quanti�cateurs. Considérons φ ≡ ∀x.ψ. On a les équivalences suivantes :

S, σ |= ∀x.ψθ
ssi pour tout a ∈ S , S, σ{x 7→ a} |= ψθ par dé�nition de la satisfaction

ssi pour tout a ∈ S , S, θ(σ{x 7→ a}) |= ψ par hypothèse d’induction sur ψ

On remarque alors que θ(σ{x 7→ a}) = (θσ){x 7→ a} : les deux a�ectations valent

a en x car x ∈ bv(()φ) donc x 6∈ dom(x), i.e. θ(x) = x ; elles coïncident sur tout

autre variable y car [[θ(y)]]σ{x 7→a} = [[θ(y)]]σ puisque x ∈ bv(()φ) entraîne x 6∈ θ(y).
On conclut alors aisément par les équivalences suivantes :

pour tout a ∈ S , S, θ(σ{x 7→ a}) |= ψ

ssi pour tout a ∈ S , S, (θσ){x 7→ a} |= ψ

ssi S, θσ |= ∀x.ψ
ssi S, σ |= ∀x.ψθ

On dé�nit maintenant l’α-équivalence qui va nous permettre, pour tout θ et φ,

de toujours nous ramener à une formuleα-equivalente (et logiquement équivalente)

ψ pour laquelle θ est applicable.

De�nition 2.6. La relation d’α-renommage est donnée parQx.φ→α Qy.φ{x 7→ y}
où Q est un quanti�cateur, φ une formule, x et y sont des variables telles que y 6∈
fv(()φ) et que la substitution {x 7→ y} s’applique à φ.

L’α-équivalence ≡α est la plus petite congruence 1 contenant l’α-renommage.

Proposition 2.5. Pour tout φ et θ il existe ψ ≡α φ tel que θ s’applique à φ.

Idée de preuve. On peut toujours changer, par α-renommage, les variables liées de

φ (en traitant les quanti�cateurs du plus interne au plus externe) pour éviter l’en-

semble �ni vars(θ).

Proposition 2.6. Soit S , σ, φ et ψ tel que fv(φ) = fv(ψ) ⊆ dom(σ) et φ ≡α ψ. On
a S, σ |= φ ssi S, σ |= ψ.

Démonstration. Il su�t de le montrer pour l’α-renommage, cela passe ensuite di-

rectement à la congruence. On détaille seulement le cas d’une quanti�cation exis-

tentielle :

1. Une congruence est une relation d’équivalence qui passe au contexte : ici cela signi�e que φ ≡α
ψ entraîne φ ∧ φ′ ≡α ψ ∧ φ′

, ∀x.φ ≡α ∀x.ψ, etc.
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∀x. x = x

∀x, y. x = y ⇔ y = x

∀x, y, z. (x = y ∧ y = z)⇒ x = z

Pour tout n ∈ N et tout symbole f ∈ F d’arité n :

∀x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. (
∧

1≤i≤n
xi = yi)⇒ f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yn)

Pour tout n ∈ N et tout symbole P ∈ P d’arité n :

∀x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. (
∧

1≤i≤n
xi = yi)⇒ P (x1, . . . , xn)⇒ P (y1, . . . , yn)

Figure 1 – Axiomes de l’égalité : Aeq

S, σ |= ∃x.φ
ssi il existe a tel que S, σ{x 7→ a} |= φ

ssi il existe a tel que S, {x 7→ y}(σ{y 7→ a}) |= φ

ssi il existe a tel que S, σ{y 7→ a} |= φ{x 7→ y}
ssi S, σ |= ∃y.φ{x 7→ y}

La seule di�culté est à la troisième étape, où il faut véri�er (pour pouvoir appliquer

la Proposition 2.3) que pour tout z ∈ fv(φ) on a

(σ{x 7→ a})(z) = ({x 7→ y}(σ{y 7→ a})(z).

Pour z = x, les deux a�ectations renvoient a. Pour z 6= x, les deux a�ectations

donnent σ(z) car z 6= y puisque y 6∈ fv(y).

2.4 Exemples

Exemple 2.7. L’ensemble des formules données dans la �gure 1 est connu sous le nom
d’axiomes de l’égalité. C’est un ensemble �ni de formules siF et P sont �nis. On note,
comme nous en avons l’habitude, u = v au lieu de =(u, v).

Toute structure S dans laquelle = est interprété par l’égalité sur DS est un mo-

dèle de Aeq .

Proposition 2.7. Soit S une structure satisfaisantAeq . Il existe une structure S ′ dans
laquelle = est interprété comme l’égalité (sur DS′) telle que pour toute formule close
φ, on a S |= φ ssi S ′ |= φ.
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∀x. 0 + x = x
∀x, y. s(x) + y = s(x+ y)
∀x. 0× x = 0
∀x, y. s(x)× y = (x× y) + y
∀x. s(x) 6= 0
∀x, y. s(x) = s(y) ⇒ x = y
∀x.∃y. x 6= 0 ⇒ x = s(y)

Figure 2 – Arithmétique élémentaire : AEL

Exemple 2.8. On considère ici F = {0(0), s(1)} et P = {≥(2)}. L’algèbre des
entiers naturels (avec l’ordre habituel sur les entiers) satisfait la formule suivante :

∀x. ≥(x, 0)
∧ ∀x. ≥(x, x)
∧ ∀x, y. ≥(x, y)⇒ ≥(s(x), s(y))

Cette formule est aussi satisfaite par d’autres structures sur l’algèbre des entiers natu-
rels, par exemple la structure où ≥ est toujours vrai.

Exercice 2.1. On considère cette fois F = {@(2), cons(2), nil(0)} et P = {=(2)} et
la formule suivante, censée dé�nir @ :

∀x, y, z. @(nil, x) = x ∧ @(cons(x, y), z) = cons(x,@(y, z))

Donner un exemple de structure S qui satisfait ces formules ainsi que les axiomes de
l’égalité, mais dans laquelle S 6|= ∀x, y, z. @(x,@(y, z)) = @(@(x, y), z).

Exemple 2.9. On considère ici F = {0(0), s(1),+(2),×(2)} et P = {= (2)}.
Comme nous en avons l’habitude, nous notons u 6= v au lieu de ¬(u = v), u + v au
lieu de+(u, v), u×v au lieu de×(u, v). L’ensemble des 7 formules de la �gure 2, auquel
on ajoute les axiomes de l’égalité, est connu sous le nom d’arithmétique élémentaire. Il
s’agit de la plus simple des tentatives pour axiomatiser les entiers naturels : la structure
construite sur les entiers naturels, dans laquelle tous ces symboles ont leur interprétation
usuelle, est un modèle de l’arithmétique élémentaire. En revanche, il existe des modèles
de AEL qui ne satisfont pas la commutativité de l’addition ∀x, y. x+ y = y + x.
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