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Nous allons considérer plusieurs extensions du A-calcul simplement typé, en étendant les termes
et/ou les types et/ou la réduction — considérée sur les termes. On dira, dans tous les cas, quun
terme est neutre s’il n’est pas de la forme Ax.u. Enfin, comme dans le cours, un ensemble S est un
candidat de réductibilité (S € CR) quand :

(CR1) S C SN;
(CR2) siu € Setu — valorsv € 5;
(CR3) siu est neutre et v € S pour tout u — v, alors u € S.

Si un terme n’est pas neutre, on dira que c’est une valeur (attention, une valeur n’est pas forcé-
ment une forme normale pour —). On notera V 'ensemble des valeurs. Etant donné un ensemble
de termes .S, on définit de plus

V(S)={veV :u—"vpourunu e S }

et, pour un terme u, on écrira V(u) pour V({u}).

1 Réécriture simple

Dans cette section, on étend le A-calcul simplement typé avec des constructeurs équipés de
réductions simples, et on adapte aisément deux résultats clés : la réduction du sujet et la normali-
sation forte des termes bien typés. Etant donné un ensemble de symboles du premier ordre ¥, on
définit les termes du A-calcul étendu avec ¥ (noté Ay,) ainsi :

w,vi=a |luv | Ara | f(u, ... up,) f e X daritén

On se donne de plus un ensemble de régles de réécriture de la forme f(z1, ..., x,) R uotles z;
sont des variables distinctes et u est un terme de Ay,. On définit — gz comme la plus petite relation
de réécriture contenant [ et R.

Coté typage, on ajoute la regle suivante aux trois regles du A-calcul simplement typé :

{ F l_ U; - T; }1§i§n { F,ZEl . Tl, N I Tn l_ T T }f(:c1,...,xn)Rr

F
CEf(ug,...,uy): T UNER




Etant donné un symbole f d’arité n et pour lequel on a k réductions possibles dans R, la régle
ci-dessus a n 4 k prémisses.

Question 1
On prend ¥ = {d} avec d d’arité 2, équipé des réductions d(z,y) R (z y) etd(z,y) R y. On pose
I = A\x.x. Parmi les termes suivants, lesquels sont typables ? Justifier.

(@) d(1,1)

(b) \z.d(z,x)

Question 2
Montrer la réduction du sujet : siI' = w : T" et u =35 v alors I' = v : T". On se concentrera sur la
nouveauté dans ’argument par rapport au cas vu en cours.

Nous allons voir que les termes bien typés sont de plus fortement normalisants, en adaptant
I’argument de réductibilité vu en cours. Les types étant les types simples du A-calcul, on peut les
interpréter comme dans le cours. On obtient, pour tout 7', RED, € CR.

Question 3
Montrer le lemme d’adéquation : si x; : T1,...,2, : T,, F u : T et o(z;) € RED7, pour tout 1,
alors uo € RED7. On ne détaillera que le seul nouveau cas, celui de la réegle Funp.

2 Unions implicites

On oublie provisoirement I'extension précédente, en reprenant donc les termes usuels du A-
calcul :
wvs=z|uv| v

Par contre, on étend les types avec les constructions d’union et d’intersection :
T, T :=«a|T=T|TUT |TNT

On considere la S-réduction usuelle sur les termes, et le systeme de types obtenu en ajoutant
les regles suivantes aux régles du A-calcul simplement typé :

'Fu:Ty ThHu:T, I'kFw:TyMTs >
TFu: 4O TFu:T; |
I'Fuw:T, 'co:TyuTy Tie:TiFu:T F,x:TQI—u:TuE
Fl—u:Tll_ngl—I] 'Fulz:=v:T

Dans la régle UF, on exige que x ne soit pas déja présent dans I" (et donc pas libre dans v).

Nous allons d’abord voir que le systéme est fortement normalisant.
Question 4

Soit u neutre et v € ) tel que u —7% v. Montrer que u a un redex de téte et que sa réduction u —; v’
donne un terme v’ tel que v’ —7 v. (Indication : pensez a la réduction standard =.)
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Question 5
Soit X € CR et u € SN. Montrer que V(u) C V(X) entraine u € X.

Question 6
En s’appuyant sur les deux questions précédentes, montrer que X, Y € CR entraine XUY € CR.

On étend l'interprétation des types en posant REDyr» = REDy N REDgv et REDpyp =
RED7URED7/. Onavuen TD que la premiere construction donne bien un candidat, et la question
précédente nous ’assure pour la deuxiéme construction.

Question 7
Montrer le lemme d’adéquation pour notre systeme, en ne détaillant que les cas non traités en cours
et TD.

Malgré ce bon départ, nous allons voir que notre systeme laisse a désirer : il ne jouit pas de la
réduction du sujet.

Question 8
Onpose [ = Az.zetl = (x T,y T=TUT, z: (M1 =T =T)N (T, =T, :>T’)).
Montrer '+ 2 (y (I x)) (y (I x)) : T" au moyen de la regle LIE.

Question 9
Etant donné un ensemble de types L, on note L* le plus petit ensemble de types contenant L et
clos par Met L.
(@ Montrerque ' z: AssiAe{T1=Ti=T T, =T, = T'}*".
(b) Montrerque I';w : BF 2ty 1y : Cssiilexisteun1 < ¢ < 2tel que pourtout1 < j < 2on
alw:BFt;: T,
(c) Montrer que z (y x) (y (I x)) n’est pas typable dans I'environnement I'.

Encore pire, nous montrons maintenant que ce systéme de types union n’est pas compatible
avec l'ajout de réécritures comme vues en premiere partie. On considére I'extension du langage
des termes avec le constructeur binaire + équipé des réduction u + vRu et u + vRw.

Question 10
Onposed = Ax.x x,t; = A\z.2 y d et ty = Az.0.

(a) Montrer que (t; t1) € SN, (t2 t2) € SN mais (f; t3) ¢ SN.

(b) Montrer qu’il existe 77, T5, Y et U tel que y : Y = ¢; : T; (pour tout 1 < i < 2) et
y:Y,x: T, xx: U. (Onrappelle que les types intersection permettent de typer tout
terme fortement normalisant.)

(c) En déduire qu’on peut typer (t; + t2) (t; + t2) dans 'environnement y : Y, conclure que les
termes typables ne sont pas tous fortement normalisables.

Question 11

L’observation précédente implique qu’en présence de réécriture (i.e., avec la réduction — g) 'union
de deux candidats n’est plus forcément un candidat. Le démontrer explicitement en considérant les
candidats X; et X5, ou X; est le plus petit candidat contenant le terme ¢; de la question précédente.



3 Une réunion possible

Nous allons maintenant réunir les deux extensions vues précédemment, de facon a obtenir
réduction du sujet et forte normalisation. Pour cela on ajoute une construction aux termes :

wyvi=x|uv| A | f(ug, ... u,) | letz=vinu
On considére la réduction — gret, plus petite relation de réécriture contenant — gp, et telle que
let x = vinu —gRiet u[r ;= v] siv estune valeur.
Etant donné X, Y € CR, on définit X LU Y comme le plus petit Z € CR tel que X UY C Z.

On étend ensuite 'interprétation des types en posant REDprp» = REDy N RED et RED g =
RED7 L RED7.

Question 12
Soit X, Y € CR. Montrer que u € X LI'Y entraine V(u) C V(X UY).

Question 13
Montrer le lemme d’adéquation pour notre systeme.

Question 14
Soit v une valeur. Montrer que siI' - v : (T3 UT3) M T  alorsT' - v : T; pourun 1 < i < 2. (On
s’autorisera ici a travailler modulo associativité et commutativité sur I'intersection.)

Question 15
Montrer la réduction du sujet.



