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Exercice 1 (Questions de cours)

1. Réduire complètement les problèmes d’unification suivants en utilisant les règles du cours :

– f(x, g(a, y))
?
= f(h(y), g(y, a)) ∧ g(x, h(y))

?
= g(z, z) ;

– f(x, x)
?
= f(g(y), z) ∧ h(z)

?
= h(y) ;

– f(x, a)
?
= f(b, y) ∧ f(x)

?
= f(y).

2. Montrer que le mgu est unique à renommage près : étant donnés σ et θ mgus de u
?
= v, il

existe un renommage ρ tel que σ = θρ.

3. Donner l’ensemble des clauses que l’on peut obtenir par résolution à partir de la formule
∀x.¬p(x) ∨ p(s(x)).

4. Donner un modèle ou une preuve d’insatisfaisabilité par résolution pour la théorie suivante :

{ ∀x.p(x, f(f(x))), ∀y. p(f(f(f(y))), y),
∀x∀y∀z. p(x, y)→ p(y, z)→ p(x, z), ∀x∀y. ¬p(x, y) ∨ ¬p(y, x) }

Exercice 2 (Factorisation ensembliste)
On se propose d’abandonner la règle de factorisation, et de traiter les clauses du premier ordre
comme des ensembles de littéraux, en identifiant notamment L ∨ L et L à {L}, et ⊥ à ∅.

1. Dériver ⊥ à partir de

∀x∀y.
(
p(x) ∨ p(y) ∨ q(x, y)

)
∧
(
¬p(x) ∨ ¬p(y) ∨ q(x, y)

)
∧
(
¬q(x, x)

)
2. On considère maintenant la théorie

{ ∀x∀y.(p(x, y) ∨ p(y, x)), ∀x∀y.(¬p(x, y) ∨ ¬p(y, x)) }

Quelles clauses peuvent être dérivées à partir de cette théorie dans notre système modifié ?
Que peut on en conclure ?

Exercice 3 (Plus petit modèles)
On compare deux modèles de Herbrand sur les mêmes signatures F ,P en posant M ≤ M′ ssi
pour tout P , P̂M ⊆ P̂M′ .

1. Donner une formule satisfaisable qui n’admette pas de plus petit modèle de Herbrand.

2. Soit S un ensemble fini de clauses qui possède un plus petit modèle de Herbrand H. Montrer
que H est récursivement énumérable.

Exercice 4 (Arbre-forme résolue)
Un problème d’unification est en arbre-forme résolue s’il s’écrit ⊥, > ou bien

x1
?
= t1 ∧ . . . ∧ xn

?
= tn

où les variables xi n’apparaissent qu’une seule fois dans le problème. (On ne se préoccupe pas de

l’orientation des équations : t
?
= x est autorisé au même titre que x

?
= t.) On peut effectivement

parler d’une forme résolue car on extrait immédiatemment le mgu d’une telle forme.
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1. Donner un sous-ensemble minimal des règles de simplification du cours qui soit suffisant pour
réduire tout problème en un problème en arbre-forme résolue. (En fait, donner un algorithme
consistant à appliquer ces règles, en montrant qu’il traite bien tous les cas.)

Exercice 5 (DAG-forme résolue)
Un problème d’unification est en DAG-forme résolue s’il s’écrit ⊥, > ou bien

x1
?
= t1 ∧ . . . ∧ xn

?
= tn

avec les variables xi distinctes et pour tout i ≤ j, xj 6∈ Var(ti).

1. Justifier qu’il s’agit bien d’une forme résolue, et montrer que le mgu d’une DAG-forme
résolue peut être exponentiellement plus grand que le problème lui-même. (On prendra
comme notions de taille le nombre de constantes et symboles de fonctions.)

2. Proposer une stratégie d’application des règles d’unification qui permette de réduire tout
problème en DAG-forme résolue, et exploite l’intérêt de cette forme.

Exercice 6 (RT-forme résolue)
Un problème d’unification est en RT-forme résolue s’il s’écrit ⊥, > ou bien

x1
?
= t1 ∧ . . . ∧ xn

?
= tn

où les xi sont distinctes et où il n’y a pas de cycles de variables xi1
?
= xi2∧xi2

?
= xi3∧. . .∧xin

?
= xi1 .

1. Donner un sous-ensemble minimal des règles permettant d’atteindre ces formes résolues.

2. Montrer que ces règles sont correctes si on interprète les termes comme des arbres finis ou
infinis.

3. Montrer que toute RT-forme résolue admet une solution pour ces arbres généralisés.

4. Montrer qu’on a défini un mgu pour les termes finis ou infinis.

Le calculer pour x
?
= f(f(x)) ∧ f(x)

?
= f(f(f(f(x)))).
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