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Dans ce TD, on ne considerera que des structures qui interpretent le prédicat
d’égalité comme 1’égalité sur leur domaine.

Exercice 1

Soit F = 0 et P = {R(2),=(2)}. On définit A, la structure consistant en un
anneau orienté. On note ses sommets s1,...,5, et on a donc st Rso R...s,.1 R
S, R s1. On considere S; := As et Sy := S ¥ S;.

1. Montrer que, pour tous sommets b, b’ dans le domaine de S, on peut trouver
deux sommets a;,a; € G tels que la fonction h définie par h(a;) = b et
h(a;) = b’ soit un isomorphisme partiel de S; dans S,.

2. Qu’en est-il pour 3 sommets? Conclure en exhibant une formule ¢ qui dis-
tingue nos deux structures.

Exercice 2 (Non définissabilité)

On prend P = {R(2),=(2)}, les modeles sont donc des graphes orientés. On sou-

haite établir qu’il n’existe pas de formule exprimant la connexité d’un tel graphe.
On se donne un n € N quelconque. On pose S; := Agn et S; := S W S;. On

notera s;, s? les sommets de Sy dans les copies respectives de S;. On note d;(s, s') la

quasi-métrique (distance non symétrique) entre deux sommets s, s’ dans S;. Cette

distance est infinie quand il n'y a pas de chemin de s a s'.

1. Montrer que, pour un jeu a n tour, duplicateur a une stratégie permettant
d’assurer l'invariant suivant : si aq, by, as, ba, ..., ag, by sont les coups joués,
alors pour tout i,j on a :

dl(ai,aj) = dg(bi,bj) St dl(ai,aj) S 2n—k
dg(bi,bj) > on—k g dl(ai,aj) > on—k

2. Montrer que la stratégie de la question précédente est une stratégie gagnante.

3. Conclure.
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Exercice 3 (Complétude)
On considere F = {s(1),0(0)}, P = {=} et la théorie T engendrée par les axiomes
de I’égalité et :

(A)) VaVy. s(z)=s(y) — z=y

(Ay) Vz r#0 — Jy. x=s(y)
(A3) Vv 0 # s(z)

(A}) vz x # s"(z)

Soient M; et M, deux modeles de 7, de domaines D; et Dy. On note d;(a,b) la
fonction définie sur D; x D; par d;(a,b) = min{n € N : a = s}, (b)}. Le minimum
est +oo s’il n’y a pas de tels entiers.

1. Soit i € {1,2}. Montrer que pour tout a € D;, k € N, on a d;(s*(a),a) = k, et
que pour tout a, b, ¢ € D;, d;(a,b)+d;(b, ¢) < +o0 entraine d;(a, b)+d;(b, c) =
di(a,c).

2. Montrer que pour tout a € D;, k € N, d;(a,0y,) > k, il existe un b € D; tel
que a = sk, (b).

3. Construire, pour n € N, une stratégie gagnante pour le duplicateur dans le
jeu de Erhenfeucht-Fraissé a n rondes sur My, Ms.

4. Montrer que 7T est complete.

5. Les axiomes (A}) sont-ils tous nécessaires pour la complétude ? Peut-on n’en
garder qu'un sous-ensemble fini?
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Correction de la question 2. Supposons (a;, b;);<; joués en respectant lmva-
riant, et S joue a; — ¢’est symétrique quand S joue dans M. On a trois cas?

— Si a; = s*(a;) avec k < 277" alors b; := s*(b;).

~ Sia; = s¥(a;) avec k < 2" alors on prend b; tel que s¥(b;) = b;. L'existence
est garantie par la question 2 car d;(b;,0) < k entraine d;(b;,0) = d;(a;,0)
ce qui est absurde, car c’est soit infini soit plus grand que k.

— Sinon on choisit b; = s(b) avec d = 1 + 2"~ et b & distance maximale de 0
parmi les b;.

Vérifions que la construction est bien définie, i.e., que le choix de b; est unique.

— 1l ne peut y avoir confusion dans le premier cas : si s%(a;) = s¥ (a;/) avec
k' <k < 2" alors a; = s*%(a;) (par récurrence et Al) et dl(a],a]) =
k— K <2n=t < 2n= " done dy(bj, by) = k — K et s¥(b;) = s (b; )

— Il n’y a pas de confusion dans le second cas : si s*(a;) = a; et s" (al) = aj,
alors a; = s (s (a;)) = "% (a}) donc b; = $*7¥ (b)) et donc s*(x) = b;
et s¥'(2') = b impliquent s*(z) = k_k/(b’) = s*(2') donc z = 2’ par (A;).

— Si les deux premiers cas sont rencontrés, on a a; = s*(a;) et a; = s¥ (a;)
ce qui nous donne a; = s+*(a;) donc di(a),a;) = k + K < 207 et
do(bjr,b;) = k+ K’ donc 5k+k/(bj) = b; et ainsi on a bien s¥(b;) (un candidat
pour b;) qui coincide avec le k'-eme prédecesseur de b (I’autre candidat).

On vérifie ensuite 'invariant est maintenu. Une partie est triviale : si on a

di(a;,a;) < 2" alors on a fait en sorte que do(b;, b;) = di(a;,a;); de méme pour
di(aj,a;) < 277" Sion a dy(b;,b;) = k' < 2" " alors c’est qu'on est dans un des
deux premiers cas :

— Sionad(a;,ay) =k <2""alors ds(b;, by) = k par construction. Si k > &’
on a s*¥(b;) = b; donc s*7¥(a;) = a; par hypothese et on a bien a; =
s*(aj) = s¥(a;). Si k < k' alors s¥7%(b;) = bj donc s¥*(a;) = a; et avec
a; = s¥(a;) cela nous donne encore a; = s* (a;).

— Sidi(aj,a;) =k < 2" alors on a construit b; tel que da(bj,b;) = k. On a
donc dy(bjr,b;) = k + k' < 2" et par hypothese dy(aj,a;) = k+ k. On
a donc aj = s*+%(a;) et a; = s*(a;) ce qui nous donne s*(a;) = a; par Al,
et donc dy(a;,a;) =K'\

1. Attention : pour v € D;, on écrit abusivement s(v) pour sy, (v).
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