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Résolution

Exercice 1 (TD 10, exercice 5)
On considere le calcul des séquents classique du premier ordre LKj;.

1. Montrer que, si la clause Vi ...x,. Hy = ... H, = C appartient a I', alors
la regle suivante est admissible :

'-H6 ... TFH,
I'-Co

backchain

On n’oubliera pas le cas n = 0.

2. Montrer que cette regle est aussi complete pour les séquents de la forme
I' = P ou I' ne contient que des clauses de Horn et P est un littéral positif.

Exercice 2

En cours on a défini NAF(A) comme 'existence d'une fonction de sélection pour la-
quelle on a un SLD-arbre d’échec fini pour A. On admettra qu’il suffit de considérer
une fonction de sélection équitable, c’est a dire qu’elle finit toujours par sélectionner
un littéral.

1. Montrer que s’il existe une SLD-dérivation infinie pour la clause négative
A1 V...V A, alors il existe un ¢ et une instance close A;0 de A; tel que

Aif & op | w.

2. En déduire I’équivalence annoncée en cours : NAF(A) ssi A € ¢p | w.

Déduction naturelle

Exercice 3
On considere le calcul suivant, complet pour le fragment =V de la logique intui-
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tionniste du premier ordre :

Lory . Tro=se Tho

ToFo " TrFo=og TF
TFo , T+ Ve ¢
m‘v’i (x frais) TF oft/a] Ve

Ce systeme sera simplement appelé NJ dans la suite. Une dérivation de NJ est
dite sans détour si elle ne contient pas d’élimination sur un connecteur logique qui
vient d’étre introduit. On formalise cela par une version du systeme utilisant des
annotations contraignant la forme des dérivations :

N O %
Lokeo ' ¢

Fokit .  Tro=d Tho_

THo=v T v ‘
TH ¢ . Tk, Vo 6
T Ve g ¢ (@ frals) gy ve

1. Si I est composée de clauses de Horn (du premier ordre) quelle est la forme
des dérivations de I' = P 7 (Ou P est un littéral positif.) Quel rapport avec
Prolog?

2. Montrer que si I' F; ¢ est dérivable, et que I', ¢ -, ¥ est dérivable (pour
x € {i,e}) alors I' I-; ¢ aussi.

3. Montrer que si I' - ¢ est dérivable dans NJ alors I' F; ¢ aussi.

Calcul des séquents

Exercice 4
On considere la variante suivante du calcul des séquents classique, qu’on appelera
LK : on considere les regles de contraction (a gauche et a droite) ainsi que

g, Ay T - Ay LiokEd,A
IPFPA ', Iy, 0= v A A 'Eo=1y,A
[, olt/x] F A I'Eo,A
V. o F A 'V ¢, A
1. On suppose I' composé uniquement de clauses de Horn, et que A est composé

uniquement de littéraux négatifs. Montrer qu’on peut alors se passer des
regles Vi et =R. On fera cette hypothese dans la suite.

(x frais)
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2. On souhaite montrer qu’on peut restreindre la contraction a gauche aux
seules formules initialement présentes dans le séquent. Pour cela, montrer que
si I' = A est dérivable alors I'* = A est dérivable sans la regle de contraction
gauche, ou I'* est un multi-ensemble obtenu a partir de I' en dupliquant des
éléments.

3. Soit une dérivation de I' = A sans contraction a gauche. On veut montrer que
=I"¢avec ¢ =Vry...2,. P, = ... = P,, = @, et qu’il existe un 0 tel
que Q0 € A tel que la dérivation puisse étre transformée en une dérivation
de la forme suivante :

il e ax
'-pP6 .. TEP,0 T'QoFA
oA

Pour cela considérer la relation < sur les occurrences des formules de T’
(on distingue deux occurrences de la méme formule) définie par ¢ < 1 §'il
y a un séquent I, ¢’ = @, A’ dans la dérivation originale avec v’ formule
descendante de 1 et () descendant de ¢. Montrer que la relation est acyclique,
et considérer une formule extrémale pour < dans I'.

4. Conclure que la regle backchain, a elle seule, est complete pour les séquents
considérés :

TFPO ..TFP,H QfcA
T oF A
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