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Fiche de synthèse

Le contexte général

On se place ici dans le cadre de l’étude logique des algèbres de pro-
cessus, initiée par Matthew Hennessy et Robin Milner [HM85] dans le but
d’obtenir des classes de processus pertinentes. Les travaux en ce sens ont
continué d’une part par la définition de nouvelles logiques, comme les lo-
giques spatiales [CC03], et d’autre part par la mise au point de systèmes de
types, comme celui d’Emmanuel Beffara [Bef06] pour le pi-calcul. Les lo-
giques spatiales permettent de raisonner de façon modulaire, en limitant les
interférences entre les sous-systèmes étudiés, et sont ainsi particulièrement
intéressantes pour l’étude des protocoles de communication en général, et
des protocoles cryptographiques en particulier. Or, c’est là l’objet du pi-
calcul appliqué, et c’est donc naturellement que nous avons tenté durant ce
stage de définir une logique spatiale qui lui correspondrait.

Ce dernier, introduit par Martìn Abadi et Cédric Fournet [AF01], a vo-
cation à représenter les protocoles cryptographiques de manière simple et
concise, en prenant en compte de manière primitive les théories mathéma-
tiques sous-jacentes (par exemple, les mécanismes de hachage et de chiffre-
ment). Le calcul possède de plus une construction nouvelle permettant de
décrire de façon statique et globale une forme de connaissance commune. Il
s’oppose en cela au pi-calcul dont il est issu, ou à d’autres algèbres de pro-
cessus, qui ont en commun de ne prendre en compte que la dynamique des
processus.

Le problème étudié

Qui dit nouveau calcul dit nouvelles classes d’équivalences pour les
processus, et deux types d’équivalences, statique ou observationnelle, ont
immédiatement été proposées. Plus récemment, une logique a été créée
pour étudier la partie statique du calcul [HP07], mais sans travaux consé-
quents pour traiter de son interaction avec la partie dynamique. Nous nous
sommes donc naturellement posé la question de ce que pourrait être une lo-
gique spatiale pour le pi-calcul appliqué, et de ce qu’elle pourrait exprimer
sur ces processus. Plus précisément, on a cherché à retrouver (ou à invali-
der) les résultats connus pour ce type de logique sur les autres algèbres de
processus [Loz04, Hir02, CL04], et donc à obtenir une caractérisation pré-
cise de l’équivalence logique, ainsi qu’une forme d’élimination des quanti-
ficateurs.

La contribution proposée

Nous avons donc ici adapté les opérateurs logiques au traitement du
pi-calcul appliqué, et avons en particulier été amenés à séparer les effets
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de l’opérateur de composition spatiale en deux, suivant qu’on l’applique à
la partie dynamique d’un processus ou à sa partie statique. Ce choix s’est
fait après de nombreux essais concernant la simplicité des formules et leur
expressivité suivant les différentes sémantiques considérées. La logique a
ainsi subi des modifications significatives, tout en restant dans l’esprit des
logiques spatiales. La syntaxe et la sémantique du pi-calcul appliqué ont
également subi quelques modifications, plus mineures et principalement
pour les adapter à la logique, mais aussi pour mieux mesurer l’impact de
certains choix techniques de leurs créateurs.

Dans le même temps, nous avons démontré le caractère intensionnel de
cette logique, ainsi qu’un résultat d’élimination des quantificateurs.

Les arguments en faveur de sa validité

Quelques autres résultats d’expressivité viennent compléter cette étude,
dont le plus remarquable est sans doute la capture par la logique des classes
d’équivalence statique, propre au pi-calcul appliqué. En effet, une autre lo-
gique avait précédemment été développée à cette seule fin [HP07].

On conjecture de plus que tous nos résultats, à l’exception sans doute de
l’élimination des quantificateurs, résistent à des changements mineurs sur
la forme du calcul ou de la logique. Ainsi, les choix que nous fûmes ame-
nés à faire, s’ils permettent de mieux comprendre les subtilités des deux
composantes, semblent aisément réversibles, et les résultats adaptables.

Le bilan et les perspectives

Nous sommes ainsi parvenus à la définition d’une logique spatiale pour
le pi-calcul appliqué qui semble naturelle, et y avons exprimé quelques for-
mules et propriétés qui aident à mieux la comprendre. Ce faisant, on com-
prend également mieux le fonctionnement du pi-calcul appliqué lui-même
qui, s’il paraît simple au premier abord pour qui est déjà familier avec le
pi-calcul, comporte en fait de nombreuses subtilités, que nous avons pu
prendre en compte dans son traitement logique. Il reste maintenant à étu-
dier le fragment extensionnel de la logique pour valider ou non son appel-
lation dans le cadre du pi-calcul appliqué, ainsi que l’impact des diverses
variations possibles autour du calcul et de la logique. Enfin, et cela dépasse
l’étude de ce cas particulier pour s’étendre de manière plus générale aux lo-
giques spatiales pour les algèbres de processus dans leur ensemble, il serait
souhaitable d’obtenir quelques résultats de décidabilité, par exemple sur les
problèmes de model checking pour ces logiques, pour différents fragments
représentatifs. De nouvelles perspectives s’ouvriraient alors pour la véri-
fication automatisée de protocoles cryptographiques, déjà initiée dans le
cadre du pi-calcul appliqué par Bruno Blanchet [Bla04].
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1 INTRODUCTION

1 Introduction

Les algèbres de processus sont nées du besoin de modéliser les pro-
grammes concurrents pour donner un cadre formel à l’étude des méca-
nismes complexes de synchronisation qui surviennent dès lors que l’on
cherche à effectuer des calculs de manière parallèle. Elles ont comme par-
ticularité d’être facilement adaptables pour faire la lumière sur des aspects
particuliers de ce vaste domaine, et furent ainsi déclinées de nombreuses
façons. On en distingue trois variantes « principales », par ordre chronolo-
gique d’apparition : CCS tout d’abord [Mil82], puis le pi-calcul [MPW92],
et enfin les ambients [CG98].

Comprendre comment ces processus interagissaient n’était cependant
pas une mince affaire, et, à mesure que les variations sur ces calculs se mul-
tipliaient, de nombreuses façons de comparer les processus entre eux (au
sein d’un même calcul) voyaient le jour. Au premier niveau de celles-ci,
la congruence structurelle, qui trace les frontières de l’égalité syntaxique et
immédiate entre processus, et identifie les processus qui ne diffèrent que
par des jeux d’écriture, par exemple de parenthésage. Viennent ensuite une
pléthore d’équivalences plus ou moins complexes reposant toutes sur la
notion de bisimulation, qui joue avec les réductions internes et les commu-
nications de deux processus pour vérifier qu’ils se comportent de la même
manière. Enfin, la dernière de ces façons, qui est celle qui nous intéresse et
qui fut initiée par Matthew Hennessy et Robin Milner [HM85], repose sur
la définition préalable d’une logique, et cherche alors à identifier les classes
de processus qui vérifient une formule donnée, ou encore ce que signifie
pour deux processus le fait de vérifier les mêmes formules logiques.

De l’intérêt pour les systèmes parallèles est ensuite né un intérêt pour
les systèmes distribués, où l’on prend en compte la localisation des pro-
cessus. De nouvelles logiques sont donc apparues pour traiter de ce nou-
veau caractère spatial [CC03] ; celles-ci seront au centre de notre étude. Elles
permettent en effet, comme les logiques de séparation dont elles sont is-
sues [Rey02], de raisonner de façon modulaire, en limitant les interférences
entre les sous-systèmes étudiés. Elles sont ainsi particulièrement adaptées
à l’étude des protocoles de communication en général, et des protocoles
cryptographiques en particulier, qui sont les objets du pi-calcul appliqué.

Ce dernier, introduit par Martìn Abadi et Cédric Fournet [AF01], appa-
raît comme un pont à la frontière des algèbres de processus et de l’étude
des protocoles cryptographiques. Il permet en effet de décrire ces derniers
de manière simple et concise en prenant en compte de manière primitive
les théories mathématiques sous-jacentes (par exemple, les mécanismes de
hachage et de chiffrement). Le calcul possède de plus une construction nou-
velle permettant de décrire de façon statique et globale une forme de connais-
sance commune : les substitutions actives. Il s’oppose en cela au pi-calcul
dont il est issu, ou à d’autre algèbres de processus, qui ont en commun de
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ne prendre en compte que la dynamique des processus.
Qui dit nouveau calcul dit nouvelles classes d’équivalences pour les

processus, et dès l’article d’introduction, deux types d’équivalences, sta-
tique ou observationnelle, ont été proposées. D’autres ont suivi pour définir
des propriétés spécifiques ayant trait aux protocoles cryptographiques (par
exemple pour les protocoles de vote [KR05]). Une logique a également été
définie pour étudier la partie statique du calcul [HP07], mais sans travaux
conséquents pour traiter de son interaction avec la partie dynamique.

C’est donc naturellement que nous nous sommes posé la question de ce
que pourrait être une logique spatiale pour le pi-calcul appliqué. Plus pré-
cisément, nous avons défini une nouvelle sémantique propre au pi-calcul
appliqué, avant de comparer les propriétés de cette logique à celles des lo-
giques spatiales précédentes. Ces dernières sont en effet connues pour être
intensionnelles et pour autoriser une certaine forme d’élimination des quan-
tificateurs au sein de la logique [CL04]. Nous nous sommes donc demandé
quelle forme prenait l’équivalence logique dans notre cas, dans quelle me-
sure notre logique éliminait les quantificateurs, et enfin quelles proprié-
tés plus orientées sur la modélisation de protocoles cryptographiques nous
pouvions exprimer dans notre logique.

Nous commencerons ce rapport par une brève introduction à la logique
spatiale dans le cadre du pi-calcul, avant de présenter un peu plus en détail
le pi-calcul appliqué, et la logique spatiale telle que nous l’avons adaptée.
Nous présenterons ensuite quelques résultats, d’abord sur la caractérisa-
tion de l’équivalence logique, puis sur l’élimination des quantifications sur
les termes, et enfin sur l’application de la logique à l’étude des processus
du pi-calcul appliqué. Enfin, l’on exposera quelques pistes de recherches
futures avant de conclure.

2 Logique spatiale pour le pi-calcul

La logique spatiale fut originellement introduite par Luìs Caires et Luca
Cardelli [CC03] pour étudier les systèmes distribués, modélisés sous la
forme d’algèbres de processus. Les modèles de cette logique furent donc
tout d’abord des processus du pi-calcul asynchrone, mais d’autres calculs
ont également été étudiés, comme le calcul des ambients [GC00, HLS03] et
le pi-calcul synchrone [HLS03].

Présentons ici cette logique dans le cadre du pi-calcul synchrone, dont
on commence par rappeler brièvement la définition, et qui servira de base
à l’étude du pi-calcul appliqué.
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2 LOGIQUE SPATIALE POUR LE PI-CALCUL

2.1 Le pi-calcul

Le pi-calcul, introduit par Robin Milner, Davide Sangiorgi et David Wal-
ker en 1992 [MPW92], a pour vocation première de modéliser des échanges
de messages entre des programmes s’exécutant en parallèle. Les messages
s’échangent sur des canaux, qui peuvent être publics ou privés, et consistent
uniquement en d’autres noms de canaux. Formellement, les processus sont
décrits par la grammaire suivante :

P ::= processus
0 processus nul
P | P composition parallèle
νn. P restriction de nom
a(n).P réception de nom
ā〈n〉.P émission de noms
!P réplication

L’ensemble des noms libres d’un processus est défini de manière usuelle
(dans les processus a(n).P et νn. P, le nom n est lié), et noté fn(P). On ap-
pelle contexte un processus avec un trou.

On considère alors les processus modulo une relation de congruence
structurelle, notée ≡, qui est la plus petite relation d’équivalence close par
contexte et α-conversion et vérifiant, pour tous processus P, Q et R et tous
noms n et m :

P ≡ P | 0
P | (Q | R) ≡ (P | Q) | R

P | Q ≡ Q | P
!P ≡ !P | P

νn. 0 ≡ 0
νm.νn. P ≡ νn.νm. P
P | νn. Q ≡ νn. (P | Q)

si n /∈ fn(P)

Enfin, la relation de réduction → est la plus petite relation close par
contexte et par congruence structurelle vérifiant

ā〈b〉.P | a(n)Q→ P | Q[n←b]

quels que soient les processus P et Q et les noms a, b et n (on a noté Q[n←b]
le processus Q où b remplace n).

2.2 La logique spatiale

Présentons maintenant la logique spatiale Lπ qui servira de base à notre
étude d’une logique pour le pi-calcul appliqué. Les opérateurs sont regrou-
pés en deux ensembles qui ont en commun un fragment Lπcore : un fragment
Lπint dit intensionnel, et un fragment Lπext dit extensionnel. La syntaxe de ces
opérateurs est exposée figure 1. Les opérateurs booléens ¬ et ∧ ont priorité
sur les opérateurs spatiaux � et |, eux-mêmes prioritaires sur la modalité
♦. Les opérateurs I et r ont quant à eux la priorité la plus faible. Ainsi,
la formule Ia. (¬(♦>) ∧ ¬ar>) � ¬♦> est implicitement parenthésée
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2.2 La logique spatiale

Ia. (((¬(♦>))∧ (¬ar>)) � (¬(♦>))). Détaillons maintenant la séman-
tique des différents opérateurs, présentée formellement figure 2.

Figure 1 Syntaxe de la logique spatiale pour le pi-calcul

A ::=
Lπcore > vrai

¬A négation
A ∧ A conjonction
Ia. A quantification fraîche
♦A modalité (forte)
A � A garantie

Lπint 0 processus nul
A | A composition séparante
nr A révélation

Lπext A ;n dissimulation

Figure 2 Relation de satisfaction pour le pi-calcul

Lπcore P � > toujours
P �¬A ssi P 2 A
P � A1 ∧ A2 ssi P � A1 et P � A2
P �In. A ssi ∀m /∈ fn(P, A). P � A[n←m]
P �♦A ssi ∃Q. P→Q et Q � A
P � A1 � A2 ssi ∀Q. Q � A1 implique P | Q � A2

Lπint P � 0 ssi P ≡ 0
P � A1 | A2 ssi ∃P1, P2. P ≡ P1 | P2, P1 � A1 et P2 � A2
P � nr A ssi ∃Q. P ≡ νn. Q et Q � A

Lπext P � A ;n ssi νn. P � A

La définition des opérateurs >, ¬ et ∧ est classique. Le quantificateur
I est un peu particulier, puisqu’il quantifie par rapport aux noms dits frais
(c’est-à-dire qui n’apparaissent pas libres), à la fois pour le processus consi-
déré et pour la suite de la formule. Cet opérateur a comme propriété d’être
auto-dual : pour tout nom n et toute formule A, In. A est équivalent à
¬In.¬A. En d’autres termes, on peut le définir aussi bien par une quan-
tification universelle sur les noms frais que par une quantification existen-
tielle. En effet, ce qui est vrai d’un nom frais l’est de tout autre nom frais.

L’opérateur modal ♦ examine le processus après réduction. Ici, on a
choisi une version forte de cet opérateur, c’est-à-dire qu’on se limite à une
seule réduction à la fois. Par exemple, la formule ♦> est vérifiée par tout
processus pouvant effectuer au moins un pas de réduction. On aurait pu
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2 LOGIQUE SPATIALE POUR LE PI-CALCUL

choisir une modalité faible, et une formule ♦A aurait été vérifiée par tout
processus qui vérifie A après un certain nombre non défini de pas de ré-
duction, comme cela est discuté à la section 2.3.

Enfin, le dernier opérateur commun aux deux fragments, et nommé ga-
rantie, permet de tester le comportement d’un processus lorsqu’il est plongé
dans certains types d’environnements : un processus P vérifie A � B si
pour tout processus vérifiant A, la composition P | Q des deux processus
vérifie B1. On peut définir par exemple la formule nil , (¬♦>) � (¬♦>)
qui représente l’ensemble des processus bloqués, c’est-à-dire l’ensemble des
processus qui ne peuvent interagir avec aucun autre processus. Cet opéra-
teur a un dual naturelI, qui lui quantifie existentiellement sur les contextes :
P � A I B si et seulement si il existe un processus Q vérifiant A tel que P | Q
vérifie B. Il est défini en posant A I B , ¬(A � ¬B).

Logique intensionnelle. Cette partie de la logique permet d’exprimer
des propriétés plus fines sur les processus, en particulier plus syntaxiques.
On peut ainsi décrire précisément le processus nul par la formule 0, ou la
composition parallèle de deux processus à l’aide de l’opérateur |. Ce der-
nier est à la base du caractère spatial de la logique : il permet de partition-
ner le système en deux sous-processus disjoints spatialement2. On peut par
exemple décrire l’ensemble des processus composés d’un seul thread par la
formule 1 , ¬0 ∧ ¬(¬0 | ¬0) : c’est l’ensemble des processus non-nuls qui
ne peuvent être considérés comme la mise en parallèle de deux processus
non-nuls.

Enfin, l’opérateur de révélation r permet de choisir un nom restreint
du processus et de le révéler. On peut alors écrire des formules telles que
c© n , ¬nr> qui est vérifiée par tous les processus P où n apparaît libre

(car l’on ne peut alors pas écrire P sous la forme νn. Q, quel que soit Q),
ou encore public , ¬In. nr c© n qui est vraie de tout processus sans nom
restreint (c’est-à-dire dont on ne peut pas choisir un nom n tel que n appa-
raisse libre dans le processus où n a été révélé).

Logique extensionnelle. Ce fragment ajoute simplement l’opérateur ;à
la logique Lπcore. Celui-ci permet d’observer le résultat d’une restriction de
nom sur un processus. Par exemple, la formule ¬nil∧ (nil;a) caractérise les
processus pouvant effectuer une communication sur a (et seulement sur a).

2.3 Résultats connus d’expressivité

Équivalence logique. Dans sa thèse [Loz04], Étienne Lozes a démontré
que l’équivalence logique pour le fragment intensionnel coïncidait avec la

1Cela n’est pas sans rappeler les formalismes dits de rely/guarantee [Jon83].
2Comme dans les logiques de séparation [Rey02].
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congruence structurelle. En d’autres termes, deux processus P et Q vérifient
les mêmes formules de Lπint si et seulement si P ≡ Q. Ce résultat reste vrai (à
une subtilité près) si l’on choisit la version faible de ♦.

Un résultat similaire pour la logique extensionnelle a été découvert par
Étienne Lozes et Daniel Hirschkoff [Hir02] : deux processus sont logique-
ment équivalents si et seulement si ils sont bisimilaires.

Élimination des quantificateurs et des modalités. Luìs Caires et Étienne
Lozes ont de plus montré [CL04] que la logique Lπint suffisait à exprimer
la quantification sur les noms, c’est-à-dire les formules de la forme ∃n. A,
et les modalités à la Hennessy-Milner, c’est-à-dire les formules de la forme
〈a〉.A et 〈ā〉.A. Plus précisément, toute formule A écrite à l’aide de ces nou-
veaux connecteurs peut être transformée en une formule [[A]]K telle que :

∀P. P � A ssi πK(P) � [[A]]K

Ici, K est un paramètre de la traduction qui borne la taille des processus (la
taille représentant ici la profondeur d’un processus), et πK(P) la troncature
du processus P en un processus de taille K.

Décidabilité. Cette logique, et plus précisément les jugements de model
checking sur cette logique, est connue pour être indécidable, et ce à cause
de plusieurs facteurs, notamment de l’opérateur de révélation [CG04]. On
soupçonne les opérateurs � et ♦ d’amener eux aussi de l’indécidabilité.

Remarquons de plus qu’en présence de l’opérateur �, la résolution du
problème du model checking implique celle de la satisfiabilité d’une formule.
Pour savoir si une formule A est satisfiable, il suffit en effet de résoudre
P � A I > pour n’importe quel processus P.

3 Logique spatiale pour le pi-calcul appliqué

Le stage s’est articulé autour de l’idée d’adapter la logique spatiale que
nous venons de voir à une variante du pi-calcul : le pi-calcul appliqué. Pré-
sentons donc d’abord celui-ci avant de dévoiler les mutations subies par la
logique pour s’y adapter.

3.1 Le pi-calcul appliqué

Le pi-calcul appliqué fut introduit par Abadi et Fournet [AF01] pour
modéliser les protocoles cryptographiques. Il descend directement du pi-
calcul, avec deux évolutions principales : contrairement au pi-calcul, le pi-
calcul appliqué inclut une grammaire de termes de manière primitive dans
sa syntaxe, et il étend les processus du pi-calcul par une partie statique :
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les substitutions actives. Celles-ci ont vocation à représenter la connais-
sance de l’environnement, concept souvent utilisé dans les modélisations
formelles de protocoles cryptographiques.

Ce calcul a par la suite été utilisé entre autre pour définir des pro-
priétés générales sur les protocoles cryptographiques [CRZ07] et les vé-
rifier formellement sur des exemples [ABF04], parfois de manière automa-
tique [BAF05, Bla04], ou encore pour modéliser des propriétés complexes
sur des protocoles de vote [DKR06].

3.1.1 Termes, théorie équationnelle

Le pi-calcul appliqué repose sur la donnée préalable d’un ensemble de
termes définis par une signature et liés entre eux par une théorie équation-
nelle. Ainsi, chacun est libre de définir la théorie qui lui convient le mieux
pour décrire la nature des messages échangés, indépendamment des carac-
téristiques générales du calcul.

On suppose donc donnés :
– une signature Σ constituée d’un nombre fini de symboles de fonctions,

chacune dotée d’une arité (on notera ar( f ) l’arité de f ). Par exemple,
une constante est alors une fonction d’arité nulle.

– un ensemble V de variables ;
– un ensemble N de noms.
On notera alors sans ambiguïté x, y, z des éléments de V , a, b, c, m, n, s

des éléments de N et u, v des « méta-variables » qui parcourent à la fois
V et N . On définit ensuite l’ensemble des termes à l’aide de la grammaire
suivante (où f parcourt Σ) :

M ::= termes
x, y, z, . . . variables
a, b, c, m, n, s, . . . canaux
f (M1, . . . , Mar( f )) application de fonction

On suppose également ces termes équipés d’une théorie équationnelle E ,
et on note E ` M = N (ou simplement ` M = N) lorsque les termes
M et N sont identifiés par celle-ci. On impose à la relation = ainsi définie
sur les termes d’être une relation d’équivalence close par substitution de
variables ou de noms (E ` M = N implique que, pour toute substitution
σ : V ∪ N → V ∪N , E ` Mσ = Nσ), et par application de contexte (E `
M = N implique E ` M′[x←M] = M′[x←N] pour tous termes M, N et
M′). Ce sont là les seules contraintes demandées, et la théorie équationnelle
E peut être définie indifféremment à l’aide d’un système de réécriture, d’un
ensemble d’axiomes que l’on clôt, etc.

On peut par exemple définir un système de chiffrement à clé symé-
trique par Σ = {dec( · , · ), enc( · , · )}, et par la théorie équationnelle dé-
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finie comme la plus petite relation satisfaisant les contraintes ci-dessus et
contenant l’égalité dec(enc(x, y), y) = x.

Dans la suite, on fera l’hypothèse supplémentaire qu’aucune des théo-
ries équationnelles considérée n’identifie tous les termes. Ainsi, pour deux
variables ou noms distincts u et v, on aura toujours E ` u 6= v (sinon, par
invariance de la théorie équationnelle par application de contexte, on en
déduirait M = N quels que soient les termes M et N).

3.1.2 Grammaire des processus

Les processus du pi-calcul appliqué reprennent et étendent ceux du pi-
calcul, repris ici sous une forme plus adaptée à la manipulation de termes et
sous le nom de processus simples. Les cinq premières lignes de la grammaire
définissent ainsi exactement les processus du pi-calcul, à l’exception de la
réplication, qui a été omise pour simplifier notre étude.

Ps ::= processus (simples)
0 processus nul
Ps | Ps composition parallèle
νa. Ps restriction de nom
ach(n).Ps réception de nom
āch〈n〉.Ps émission de nom
a(x).Ps réception de terme
ā〈M〉.Ps émission de terme
if M = M then Ps else Ps conditionnelle

On distingue les communications de noms de celles de termes. En effet,
le pi-calcul appliqué d’Abadi et Fournet [AF01] repose sur un système de
types implicite pour les communications (voir la section 3.3), et on a pré-
féré ici inclure ces distinctions explicitement dans la syntaxe des processus
pour plus de clarté. En particulier, on verra par la suite qu’une communi-
cation de terme ne peut pas interagir avec une communication de nom. Par
exemple, le processus ā〈b〉.0 | ach(n).n̄〈M〉 sera bloqué.

On étend ensuite les processus simples par des substitutions actives :

P ::= processus étendus
Ps processus simple
{M/x} substitution active
P | P composition parallèle
νa. P restriction de nom
νx. P restriction de variable

On impose de plus à tout processus étendu d’avoir au plus une sub-
stitution active par variable, exactement une si la variable est restreinte, et
que les substitutions actives soient sans cycle. Par exemple, les processus
{m/x} | {n/x}, νx. 0 et { f (y)/x} | {x/y} seront considérés comme mal formés.
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Notations. On définit de manière usuelle l’ensemble des variables et des
noms libres d’un processus (notés respectivement fv(P) et fn(P) pour un
processus P), en posant dans le cas des substitutions actives fv({M/x}) ,
{x}∪ fv(M) et fn({M/x}) , fn(M). L’ensemble fv(P)∪ fn(P) est noté fnv(P).
Les opérateurs νu sont liants, et on abrégera une série (possiblement vide)
νu1 . . .νun où les ui sont deux à deux distincts en νũ. On dit qu’un terme
M est clos lorsque fv(M) = ∅.

La composition de substitutions actives {M1/x1} | · · · | {Mn/xn} sera
notée {M1 ...Mn/x1 ...xn}. On abrégera ā〈M〉.0 par ā〈M〉 et if M = N then P else

0 par if M = N thenP.
On notera P[u←N] la substitution qui remplace chaque occurrence libre

de u dans P par N.

3.1.3 Sémantique opérationnelle

On appelle contexte d’évaluation, et on note C[ · ], un processus étendu
dans lequel un sous-processus étendu a été remplacé par un trou. On ap-
pelle contexte, et on note de même C[ · ], un processus étendu dans lequel
un sous-processus simple a été remplacé par un trou.

Congruence structurelle. On définit la congruence structurelle comme
étant la plus petite relation d’équivalence sur les processus bien formés
(notée ≡) close par α-conversion (à la fois sur les noms et les variables) et
par application de contextes, et qui satisfait aux règles de la figure 3.

Figure 3 Règles de congruence structurelle

PAR-0 P ≡ P | 0
PAR-A P | (Q | R) ≡ (P | Q) | R
PAR-C P | Q ≡ Q | P

NEW-0 νn. 0 ≡ 0
NEW-C νu.νv. P ≡ νv.νu. P
NEW-PAR P | νu. Q ≡ νu. (P | Q)

si u /∈ fnv(P)

ALIAS νx. {M/x} ≡ 0
SUBST {M/x} | Ps ≡ {M/x} | Ps[x←M]
REWRITE {M/x} ≡ {N/x} si E ` M = N
TEST-S if M = N then P else Q ≡ if N = M then P else Q

On remarque que, si E ` M = N, alors ā〈M〉 ≡ ā〈N〉, grâce à la suite
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de règles suivante :

ā〈M〉 ≡ (νx. {M/x}) | ā〈M〉 par ALIAS

≡ νx. {M/x} | ā〈x〉 par NEW-PAR puis SUBST

≡ νx. {N/x} | ā〈x〉 par REWRITE

≡ νx. {N/x} | ā〈N〉 par SUBST

≡ ā〈N〉 par NEW-PAR puis ALIAS

Les règles de congruence pour les substitutions actives font que deux
processus structurellement congruents peuvent ne pas avoir le même en-
semble de variables ou de noms libres. Par exemple, pour P = ā〈x〉 et
Q = νy. {N/y} | ā〈x〉, on a bien P ≡ Q, mais fv(Q) = {x, y} 6= {x} = fv(P).
On définit alors les ensembles suivants, qui eux sont stables par congruence
structurelle :

fn(P) ,
⋂

Q≡P

fn(Q) fv(P) ,
⋂

Q≡P

fv(Q) fnv(P) , fn(P) ∪ fv(P)

Notons que, si P est un processus du pi-calcul, on a fn(P) = fn(P). On
définit de manière analogue ces ensembles pour des termes :

fn(M) ,
⋂

N=M

fn(N) fv(M) ,
⋂

N=M

fv(N) fnv(M) , fn(M) ∪ fv(M)

Relation de réduction. On appelle relation de réduction et on note → la
plus petite relation sur les processus étendus close par congruence structu-
relle et par application de contexte d’évaluation, et vérifiant :

COMM-T ā〈x〉.P | a(x).Q→ P | Q
COMM-C āch〈m〉.P | ach(n).Q→ P | Q[n←m]
THEN if M = M then P else Q→ P
ELSE if M = N then P else Q→ Q

si M et N sont clos, et que E 0 M = N

La règle COMM-T est un peu inhabituelle, puisqu’elle ne traite que de
l’envoi d’une variable composé avec la réception de cette même variable. Il
se trouve cependant que cette forme particulièrement simple est suffisante
pour traiter de l’envoi de n’importe quel terme, grâce à l’emploi des substi-
tutions actives. Étudions par exemple la réduction de ā〈 f (y)〉 | a(y).b̄〈y〉 :

ā〈 f (y)〉 | a(y).b̄〈y〉
≡ ā〈 f (y)〉 | a(x).b̄〈x〉 parα-conversion
≡ νx. { f (y)/x} | ā〈 f (y)〉 | a(x).b̄〈x〉 par ALIAS puis NEW-PAR

≡ νx. { f (y)/x} | ā〈x〉 | a(x).b̄〈x〉 par SUBST

→ νx. { f (y)/x} | 0 | b̄〈x〉 par COMM-T
≡ b̄〈 f (y)〉 par PAR-0, SUBST et ALIAS
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3.1.4 Exemple : protocole à chiffrement asymétrique

Nous décrivons ici une implémentation relativement naïve (adaptée
de l’exemple de l’article d’Abadi et Fournet [AF01]) d’une communication
chiffrée à l’aide d’une paire de clés publique et privée sur un canal public.
On notera pk(s) la clé publique obtenue à partir d’un nonce (c’est-à-dire un
très grand nombre aléatoire) s, et sk(s) la clé privée correspondante. On se
munit alors d’une fonction de chiffrement enc et d’une fonction de déchif-
frement dec vérifiant, pour tout message M, dec(enc(M, pk(s)), sk(s)) =
M.

Ce formalisme se traduit très simplement en pi-calcul appliqué sous la
forme d’une signature Σ = {pk, sk, dec, enc}, et d’une théorie équation-
nelle E obtenue à partir de l’axiome dec(enc(x, pk(n)), sk(n)) = x.

On peut alors par exemple écrire un processus (à l’utilité non avérée)
publiant sa clé publique sur un canal a et attendant un message chiffré à
l’aide de cette clé sur le canal b. Il retourne ensuite le message déchiffré sur
le canal c :

νs. (ā〈pk(s)〉 | b(x).c̄〈dec(x, sk(s))〉)

Ce processus peut par exemple communiquer avec le processus publiant
sur le canal b un message M, chiffré à l’aide de la clé publique préalable-
ment récupérée sur le canal a, ce qui donne :

νs. (ā〈pk(s)〉 | b(x).c̄〈dec(x, sk(s))〉) | a(x).b̄〈enc(M, x)〉
→ νy. {pk(s)/y} | (νs. b(x).c̄〈dec(x, sk(s))〉) | b̄〈enc(M, y)〉
→ νs. c̄〈dec(enc(M, pk(s)), sk(s))〉
≡ c̄〈M〉

Avant de passer à la suite, remarquons la simplicité du formalisme et sa
flexibilité : on peut par exemple aisément prendre en compte le fait que
les fonctions enc et dec commutent (comme c’est par exemple le cas pour
certains chiffrements RSA) en ajoutant à la théorie équationnelle l’équation
dec(enc(x, y), z) = enc(dec(x, z), y). Plus d’exemples d’utilisation, dont
les implémentations sont rarement plus complexes que celle-ci, sont dé-
taillés dans l’article original [AF01].

3.1.5 Cadres, équivalence statique

Un cadre3 est un processus étendu obtenu à partir de 0, des substi-
tutions actives, de la composition parallèle et des deux restrictions. On
peut définir le cadre associé à un processus étendu P, noté ϕ(P), comme
étant P dans lequel chaque processus simple a été remplacé par 0. On
obtient de même le processus simple associé à P, que l’on note (P)s, en
annulant ses substitutions actives non restreintes. Le domaine d’un cadre

3En anglais frame.
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ϕ, noté dom(ϕ), est l’ensemble des variables sur lesquelles agit le cadre :
dom(νũ. {M1/x1} | · · · | {Mn/xn}) , {x1, . . . , xn} \ {ũ}. La notion de do-
maine s’étend alors naturellement aux processus étendus, en posant, pour
tout processus P, dom(P) , dom(ϕ(P)).

Remarquons qu’à l’aide des règles de congruence structurelle, on peut
écrire n’importe quel processus P sous la forme νñ. (ϕ | Q), où ϕ est un
cadre, et Q est un processus simple. Pour accentuer cette séparation entre
la partie statique et la partie simple d’un processus, on notera ce même
processus νñ. (ϕ[Q]). On a alors νñ.ϕ ≡ϕ(P).

Lemme 3.1 Si P ≡ Q, alorsϕ(P) ≡ϕ(Q).
DÉMONSTRATION : Il suffit de reprendre la preuve de P ≡ Q en rem-

plaçant tous les processus simples qui y apparaissent par 0, et en suppri-
mant les règles qui ne s’appliquent plus. �

Il est par contre faux que P ≡ Q implique (P)s ≡ (Q)s, et ce à cause de
l’action possible des substitutions actives sur les processus simples. Ainsi,
{y/x} | ā〈x〉 ≡ {y/x} | ā〈y〉, mais ā〈x〉 6≡ ā〈y〉.

Définissons maintenant l’équivalence statique, qui identifie les cadres qui
égalisent les mêmes termes.

Définition 3.2 On dit qu’un cadre ϕ égalise deux termes M et N, ce que l’on
note E ,ϕ ` M = N (ou simplementϕ ` M = N lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté),
si il existe des noms et variables ũ et une composition parallèle de substitutions σ
tels queϕ ≡ νũ.σ , Mσ = Nσ et {ũ} ∩ fnv(M, N) = ∅.

On notera de la même manière P ` M = N siϕ(P) ` M = N.

Remarque 3.3 Cette définition est équivalente à la suivante : ϕ ` M = N si
pour un nom frais a, on aϕ | ā〈M〉 ≡ϕ | ā〈N〉.

On a donc par exemple, pour une fonction h unaire et sans équation (on
peut donc penser à h comme à une fonction de hachage parfaite), et pour
ϕ1 = νs. {s/x} | {h(s)/y},ϕ1 ` h(x) = y.

Définition 3.4 On dit que deux cadresϕ et ψ sont statiquement équivalents,
et on note ϕ ≈s ψ, si dom(ϕ) = dom(ψ) et si, pour tous termes M et N, ϕ `
M = N si et seulement si ψ ` M = N.

De même, on dit que deux processus P et Q sont statiquement équivalents et
on note P ≈s Q siϕ(P) ≈s ϕ(Q).

Si l’on pose ϕ2 = νs. {h(s)/x} | {h′(s)/y} et ϕ3 = νs. {s/x} | νs′. {s′/y},
où h et h′ sont deux fonctions sans équation, on a ainsi ϕ2 ≈s ϕ3. On ne
peut en effet pas distinguer, du moins vu de l’extérieur, entre deux secrets
indépendants, comme c’est le cas pourϕ3, et deux secrets générés à partir
d’une même clé, par exemple par hachage, comme c’est le cas pourϕ2.

Par contre, on aϕ1 6≈s ϕ2, puisqueϕ2 0 h(x) = y, contrairement àϕ1.
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3.2 Une logique spatiale adaptée

3.2.1 Deux opérateurs séparants

On pourrait facilement adapter la logique spatiale vue à la section 2.2 au
traitement du pi-calcul appliqué, en gardant le même opérateur séparant.
Sa sémantique, et celle de son adjoint �, serait alors la suivante :

P � A1 | A2 ssi ∃P1, P2. P ≡ P1 | P2 et Pi � Ai (i ∈ {1, 2})
P � A � B ssi ∀Q⊥ P. Q � A implique P | Q � B

On a ici pris garde à ne pas générer de processus mal formés dans la
sémantique de�, en ne quantifiant que sur les processus Q dont la mise en
parallèle avec P est bien formée (on écrit P⊥Q lorsque c’est le cas).

Ainsi défini, l’opérateur | sépare à la fois la composante statique et la
composante dynamique du processus ; les processus simples et les sub-
stitutions actives sont traitées indifféremment, et l’adjoint peut ajouter au
processus étendu courant de la connaissance en même temps qu’un réel
processus au sens du pi-calcul.

Une manière de faire plus naturelle pour traiter du pi-calcul appliqué,
et qui a été retenue ici, est alors de définir deux opérateurs séparants sur les
processus étendus, l’un séparant les processus simples à cadre constant et
l’autre se chargeant de découper le cadre en deux sous-cadres disjoints, tout
en conservant de part et d’autre le même processus simple. On peut ainsi
d’une part se préoccuper de l’interaction de processus simples partageant
la même connaissance, et d’autre part étudier l’effet de l’apport ou de la
soustraction de connaissance sur un processus simple.

Deux nouvelles opérations sur les processus. Définissons d’abord les ef-
fets de telles séparations sur les processus étendus eux-mêmes. Nous note-
rons P | Q la composition des processus P et Q à cadre constant, c’est-à-dire
lorsqueϕ(P) = ϕ(Q). L’opération P ∗ Q représentera quant à elle la com-
position des cadres de P et de Q et, de la même manière, ne sera définie
qu’à processus simples égaux.

Définition 3.5 Soientϕ, P1, P2, ñ, ñ1, ñ2, tels que :
– ñ = ñ1ñ2
– {ñ1} ∩ fn(P2) = {ñ2} ∩ fn(P1) = ∅

On pose :
νñ. (ϕ[P1]) | νñ. (ϕ[P2]) , νñ. (ϕ[P1 | P2])

Définition 3.6 Soientϕ1,ϕ2, P, ñ, ñ1, ñ2, tels que :
– ñ = ñ1ñ2
– {ñ1} ∩ fn(ϕ2) = {ñ2} ∩ fn(ϕ1) = ∅
– ϕ1 ⊥ϕ2
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On pose :
νñ. (ϕ1[P]) ∗ νñ. (ϕ2[P]) , νñ. ((ϕ1 |ϕ2)[P])

La présence de noms restreints en tête des processus est rendue néces-
saire par le fait que ces noms peuvent apparaîtres dans la partie du proces-
sus qui reste constante, comme c’est par exemple le cas pour le processus

νn, m. {(n,m)/x}[ā〈n〉 | b̄〈m〉] = νn, m. {(n,m)/x}[ā〈n〉] | νn, m. {(n,m)/x}[b̄〈m〉]

Ces deux définitions sont incomplètes : on aimerait par exemple pou-
voir définir P | Q ou P ∗ Q dès lors que P et Q vérifient les contraintes né-
cessaires à réécriture près. Le lemme suivant, dont la démonstration (relati-
vement technique) est fournie à l’annexe A.2, va nous permettre d’étendre
ainsi la définition :

Lemme 3.7 Pour tous processus P, Q, P′, Q′, si P ≡ P′, Q ≡ Q′, et si P | Q
(resp. P ∗ Q) et P′ | Q′ (resp. P′ ∗ Q′) sont définis, alors P | Q ≡ P′ | Q′ (resp.
P ∗Q ≡ P′ ∗Q′).

On pose alors, pour des processus P et Q pour lesquels il existe P′ ≡
P et Q′ ≡ Q tels que P′ | Q′ (resp. P′ ∗ Q′) soit défini, P | Q = P′ | Q′

(resp. P ∗ Q = P′ ∗ Q′). Le lemme précédent nous garantie alors que ces
définitions sont uniques à congruence structurelle près.

On note P | Q ↓ et P ∗ Q ↓ lorsque ces opérations sont ainsi définies.
Nous pouvons maintenant définir notre version de la logique spatiale pour
le pi-calcul appliqué.

3.2.2 Syntaxe et sémantique

Comme pour le pi-calcul, on distingue deux fragments dans la logique
(notée cette fois L) : l’un intensionnel (noté Lint) et l’autre extensionnel
(noté Lext), tous deux partageant un même sous-fragment Lcore. On ne s’in-
téressera dans la suite qu’au fragment intensionnel dont on étudiera l’ex-
pressivité de diverses manières. La syntaxe des différents opérateurs est
décrite figure 4. On notera la présence de deux opérateurs de révélation et
de dissimulation, et de deux quantifications fraîches. Dans les trois cas, on a
distingué suivant que l’opérateur s’appliquait à un nom ou une variable4.
On a de plus inclus dans la logique les jugements d’égalité entre termes
relativement au cadre du processus (comme défini à la section 3.1.5).

La relation de satisfaction, décrite à la figure 5, s’exprime alors presque
aussi simplement que précédemment grâce à la définition des opérations
| et ∗ sur les processus. On notera que certaines restrictions sont apparues
pour s’assurer que l’on ne considère que des processus bien formés.

4On commet un abus de notation en notant chaque couple d’opérateurs de la même ma-
nière, mais on lève l’ambiguïté grâce à l’opérande utilisée (par exemple x pour une variable
et n pour un nom).
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Figure 4 Syntaxe de la logique spatiale

A ::=
Lcore M = N comparaison de termes

¬A négation
A ∧ A conjonction
Ix. A quantification fraîche sur les variables
Ia. A quantification fraîche sur les noms
♦A modalité (forte)
A � A garantie (processus simples)
A −−∗ A garantie (processus étendus)

Lint 0 processus nul
∅ cadre nul
A | A composition séparante (processus simples)
A ∗ A conjonction séparante (processus étendus)
xr A révélation de variable
ar A révélation de nom

Lext A ;x dissimulation de variable
A ;a dissimulation de nom

Figure 5 Relation de satisfaction

Lcore P �M = N ssi P ` M = N
P �¬A ssi P 2 A
P � A1 ∧ A2 ssi P � A1 et P � A2
P �Ix. A ssi ∀y /∈ fv(P, A). P � A[x←y]
P �Ia. A ssi ∀b /∈ fn(P, A). P � A[a←b]
P �♦A ssi ∃Q. P→Q et Q � A
P � A1 � A2 ssi ∀Q. (P | Q↓ et Q � A1) implique P | Q � A2
P � A1 −−∗ A2 ssi ∀Q. (P ∗Q↓ et Q � A1) implique P ∗Q � A2

Lint P � 0 ssi (P)s ≡ 0
P � ∅ ssiϕ(P) ≡ 0
P � A1 | A2 ssi ∃P1, P2. P ≡ P1 | P2, P1 � A1 et P2 � A2
P � A1 ∗ A2 ssi ∃P1, P2. P ≡ P1 ∗ P2, P1 � A1 et P2 � A2
P � xr A ssi ∃Q. P ≡ νx. Q, x ∈ dom(Q) et Q � A
P � ar A ssi ∃Q. P ≡ νa. Q et Q � A

Lext P � A ;x ssi x ∈ dom(P) et νx. P � A
P � A ;a ssi νa. P � A
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3.3 Choix techniques

Comme dans le cas du pi-calcul, la sémantique des deux quantifica-
tions fraîches peut être définie indifféremment de manière existentielle ou
de manière universelle, comme l’exprime ce lemme, à la démonstration im-
médiate :

Lemme 3.8 Pour tout processus P, tout nom ou variable u et toute formule A,
P � Iu. A ssi P � ¬Iu.¬A.

Nous pouvons alors montrer que la relation de satisfaction est inva-
riante par congruence structurelle :

Lemme 3.9 Pour tous processus P et Q et pour toute formule A, si P � A et
P ≡ Q, alors Q � A.

DÉMONSTRATION : Par induction structurelle sur A, le seul cas délicat
étant celui du quantificateur I : si P � Iu. A, alors, par définition, ∀u′ /∈
fv(P, A). P � A[u←u′], donc en particulier, pour v /∈ fnv(P) ∪ fnv(Q), P �
A[u←v]. Par hypothèse d’induction, Q � A[u←v], donc ∃u′ /∈ fv(P, A). Q �
A[u←u′] soit Q � ¬Iu.¬A, et on conclut par le lemme 3.8. �

3.2.3 Échauffement

Définissons quelques formules simples dans le fragment intensionnel,
qui nous seront utiles par la suite, regroupées figure 6. On retrouve ici cer-
taines formules définies pour le pi-calcul à la section 2.2.

Les preuves correspondantes sont regroupées à l’annexe B.1, et il est
à noter que celle de la formule public nécessite de prouver un lemme re-
lativement technique sur la stabilité des ensembles fn(P) par substitution
d’un nom du processus par un nom frais (énoncé à l’annexe A.1). Cette for-
mule n’a d’ailleurs pas d’équivalent sur les variables, ou du moins la for-
mule ¬Ix. xr c© x n’est-elle vérifiée par aucun processus. En effet, d’après
les règles de bonne formation des processus étendus, révéler une variable
x fait toujours apparaître une substitution active sur x, donc x apparaîtra
libre dans le processus résultant.

3.3 Choix techniques

3.3.1 Typage des canaux

Les définitions de [AF01] sont plus libérales en ce qui concerne l’utili-
sation des variables dans la grammaire des processus, mais s’appuient en
contrepartie sur des restrictions de typage, gardées plus ou moins impli-
cites dans l’article en question. Ainsi, les entrées et sorties peuvent s’écrire
de manière plus générale u(x).P et ū〈M〉.P, en s’assurant ensuite que les
communications sont bien typées (par exemple, qu’on n’envoie pas un en-
tier là où on attend un nom de canal).
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3 LOGIQUE SPATIALE POUR LE PI-CALCUL APPLIQUÉ

Figure 6 Quelques formules et leur caractérisation

> , 0 ∨ ¬0 c© u , ¬ur> public , ¬In. nr c© n

1 , ¬0 ∧ ¬(¬0 | ¬0) I , ¬∅ ∧ ¬(¬∅ ∗ ¬∅) single , 1 ∧ ∅ ∧ public

A[B] , (A ∧ 0) | ((B ∧ ∅) ∗ >) A I B , ¬(A � ¬B)

A −−∗¬ B , ¬(A −−∗ ¬B)

P � > toujours
P � c© x ssi x ∈ fv(P)
P � c© n ssi n ∈ fn(P)
P � public ssi ∀n, Q. P ≡ νn. Q implique n /∈ fn(Q)

ssi ∀n, Q. P ≡ νn. Q implique P ≡ Q
P � 1 ssi (P)s 6≡ 0 et (P)s ≡ P1 | P2 implique ∃i ∈ {1, 2}. Pi ≡ 0
P � I ssiϕ(P) 6≡ 0 etϕ(P) ≡ P1 | P2 implique ∃i ∈ {1, 2}. Pi ≡ 0
P � single ssi P est une communication ou une conditionnelle
P � A[B] ssiϕ(P) � A et ∃Q ≡ P. (Q)s � B
P � A I B ssi ∃Q. P | Q↓, Q � A et P | Q � B
P � A −−∗¬ B ssi ∃Q. P ∗Q↓, Q � A et P ∗Q � B
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3.3 Choix techniques

Un des résultats du-dit article est, étant donnés une relation d’équiva-
lence observationnelle et un système de transitions étiquetées tous deux
définis dans l’article, que l’équivalence observationnelle correspond à la
bisimulation étiquetée. Or, il est nécessaire pour obtenir ce résultat (et ceci
n’est pas mentionné explicitement dans l’article), d’interdire l’écriture d’un
processus étendu où une substitution active par un nom de canal restreint
(donc de la forme νn. {n/x}) se fait sur une variable non restreinte.

En effet, le processus νa. ({a/x} | ā〈a〉) n’est pas observationnellement
équivalent à 0 (sa mise en parallèle avec x(y) donne le processusνa. ({a/x} |
ā〈a〉 | a(y)) qui peut se réduire en νa. {a/x}), mais aucune transition étique-
tée ne lui correspond (un tel comportement n’étant en fait pas souhaitable).
Cette restriction est néanmoins peu naturelle, et on a préféré ici faire rentrer
le système de types dans la syntaxe, pour plus de simplicité. Il n’y a alors
pas d’autres restrictions que celles qui ont été mentionnées à la section 3.1.2.

3.3.2 Congruence structurelle

Application des substitutions actives. À l’origine, les substitutions ac-
tives s’appliquaient aussi bien aux processus simples qu’aux autres sub-
stitutions actives ; la règle de congruence structurelle SUBST était alors la
suivante :

SUBST’ {M/x} | P ≡ {M/x} | P[x←M]

Cette règle est néanmoins problématique dès que l’on tente de séparer un
processus étendu en deux (ou même seulement son cadre, comme c’est le
cas pour l’opération ∗). En effet, comment décider quelles substitutions ap-
pliquer (sens direct de la règle de congruence structurelle) ou factoriser
(sens indirect) avant le découpage ? Nous avons ici fait le choix de limi-
ter le champ d’action des substitutions actives aux seuls processus simples.
Ce choix ne change ni la relation d’équivalence statique, ni l’ensemble des
états accessibles d’un processus. Il suffit pour montrer cela de remarquer
que les substitutions ont la même action sur les processus simples que l’on
utilise la règle SUBST ou la règle SUBST’. Comme de plus les réductions se
font uniquement au sein des processus simples, la relation de réduction est
inchangée. On conclut de même de la remarque 3.3 que la relation d’équi-
valence statique est inchangée.

Le seul désavantage de ce choix est alors qu’on ne peut pas toujours
écrire un processus sous la forme νñ. P, où P n’a aucune variable liée : on
ne peut pas se débarasser de la substitution sur x à l’aide des nouvelles
règles de congruence structurelle dans le cadre νx. {z/x} | {x/y}.

Tests conditionnels. La règle TEST-S a été ajoutée uniquement pour sim-
plifier l’énoncé du théorème 4.1 qui caractérise l’équivalence logique, et n’a
aucune autre conséquence sur le comportement du calcul.

18



4 ÉQUIVALENCE LOGIQUE

Invariance par contexte. Toujours par souci de faire correspondre de la
manière la plus naturelle possible le résultat du théorème 4.1 avec la re-
lation de congruence structurelle, on a ici fait le choix (au demeurant bé-
nin) de rendre cette dernière invariante par contexte, au lieu d’être sim-
plement invariante par contexte d’évaluation comme c’était le cas dans l’ar-
ticle d’Abadi et Fournet [AF01]. Cette définition semble de plus plus natu-
relle : elle identifie par exemple les processus ā〈M〉.(P | Q) et ā〈M〉.(Q | P)
contrairement à précédemment.

4 Équivalence logique

Comme nous allons maintenant le voir, la logique Lint est, à l’instar du
fragment Lπint pour le pi-calcul, intensionnelle ; on retrouve le même résultat
que celui obtenu pour cette dernière :

Théorème 4.1 Pour tout processus étendu P, il existe une formule FP telle que,
pour tout processus Q :

Q � FP si et seulement si Q ≡ P

Corollaire 4.2 Pour tous processus étendus P et Q, P et Q satisfont les mêmes
formules de Lint si et seulement si P ≡ Q.

Le reste de cette section est dévolu à la démonstration de ce théorème,
par la définition de la formule FP. On ne donnera la plupart du temps que
les intuitions nécessaires à la compréhension des formules, les démonstra-
tions complètes pouvant être trouvées à l’annexe B.

4.1 Caractérisation logique des substitution actives

Commençons par trouver une formule Subst(x = M) qui caractérise
précisément, pour une variable x et un terme M donnés, les processus
congruents à la substitution active {M/x}. On donne figure 7 les quelques
formules intermédiaires nécessaires à la définition de Subst(x = M).

Figure 7 Formules caractéristiques pour les substitutions actives

Substs , 0 ∧ public∧ ¬Ix. xr(¬∅ ∧ c© x) ∗ (¬∅ ∧ c© x)

Subst , Substs∧ I Subst(x) , Subst∧In. (Subst∧ x = n) −−∗ ¬>

Subst(x = M) , Subst(x) ∧ x = M
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4.2 Caractérisation logique des communications

Ces formules sont relativement simples, notamment du fait de la for-
mule I : on commence par définir les processus formés d’un nombre quel-
conque de substitutions (formule Substs), puis d’une seule (formule Subst).
On prend garde à ne pas inclure de cadres où apparaissent des noms res-
treints grâce à public, ou des variables restreintes grâce à Ix. xr(¬∅ ∧
c© x) ∗ (¬∅ ∧ c© x).

On caractérise ensuite le fait de contenir x dans son domaine en utilisant
le fait qu’alors la substitution {n/x} ne fait pas partie des processus avec les-
quels le processus peut se composer. Or, pour un nom frais n, un processus
vérifiant Subst ∧ x = n ne peut être que cette substitution-ci, donc un pro-
cessus P ne vérifie In. (Subst ∧ x = n) −−∗ ¬> que si x fait partie de son
domaine, puisqu’alors l’ensemble des processus Q tels que P ∗Q est défini
et vérifiant Subst ∧ x = n est vide, donc par propriété de l’ensemble vide,
chacun de ces processus est tel que P ∗ Q vérifie la formule fausse ¬>. La
formule Subst(x) caractérise donc bien exactement toutes les substitutions
sur x.

Enfin, pour un terme M différent de x (au sens E 0 M = x), la formule
Subst(x = M) caractérise les substitutions actives de la forme {N/x} pour
un certain N telles que (x = M)[x←N]. On a alors forcément E ` N = M
car x n’apparaît pas dans N (sinon la substitution serait mal formée), et la
seule égalité « rajoutée » par {N/x} est x = N.

Notations. On notera maintenant Subst(x1, . . . , xn) la formule Subst(x1) ∗
· · · ∗ Subst(xn), et Subst(x1 = M1, . . . , xn = Mn) la formule Subst(x1 =
M1) ∗ · · · ∗ Subst(xn = Mn) quels que soient les variables x1, . . . , xn et les
termes M1, . . . , Mn. On s’autorisera également à mélanger les deux nota-
tions, en écrivant par exemple Subst(x, y = M) pour caractériser les pro-
cessus de la forme {N/x} | {M/y} pour un certain N.

4.2 Caractérisation logique des communications

Détaillons maintenant les formules in(a, x).A et out(a, M).A, qui carac-
térisent respectivement les processus de la forme a(x).Q et ā〈M〉.Q où Q
vérifie à son tour la formule A (voir figure 8). On définira ensuite des for-
mules inch(a, b).A et outch(a, b) qui caractériseront de même les processus
ach(b).Q et āch〈b〉.Q où Q vérifie A.

Pour cela, on va tout d’abord caractériser, pour un certain a et un certain
x, les processus de la forme ā〈x〉, ce qui nous permettra ensuite de définir
les processus de la forme a(x).Q (en les faisant interagir avec les processus
de la forme ā〈x〉) où Q vérifie une certaine formule A, puis les processus de
la forme ā〈M〉.Q pour n’importe quel terme M.

On définit préalablement la formule c©s
= x, qui caractérise les proces-

sus dont la partie simple ne contient pas de sur-terme strict de x, c’est-à-
dire dont on peut réécrire la partie simple de manière à ce qu’aucun terme
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4 ÉQUIVALENCE LOGIQUE

Figure 8 Formules caractéristiques pour les communications de termes

s
c©
=

x , >[ c© x] ∧ ¬Iz. (Subst(z) ∧ z 6= x ∧ c© x)[>] −−∗¬ >[ c© z]

out(a, x) , single∧ c© a ∧
s
c©
=

x ∧ (single I ♦0)

in(a, x).A , single∧ ¬♦>∧Ix. out(a, x) � ♦A

out(a, M).A , Ix. xr Subst(x = M)[Ib. in(a, y).out(b, y) �
♦(out(b, x) | A ∧ ¬ c© x)]

M(x) tel que x ∈ fv(M) et E 0 M(x) = x n’y apparaisse. En suivant la
formule, c’est l’ensemble des processus P dont la partie simple vérifie c© x
(P � >[ c© x]), et tels qu’aucune substitution {M(x)/z} pour une variable z
fraîche et un terme M(x) 6= x où x apparaît (c’est-à-dire aucune substitu-
tion vérifiant Subst(z)∧ z 6= x∧ c© x) ne puisse se factoriser dans le proces-
sus simple ({M(x)/z} | P 2 >[ c© z], donc on ne peut pas faire apparaître z
dans le processus simple de P).

Pour un nom a et une variable x donnés, le processus ā〈x〉 est alors ca-
ractérisé par la formule out(a, x). En effet, tout processus P vérifiant cette
formule est soit une communication, soit une conditionnelle (car il doit vé-
rifier single), et il existe un processus non-nul (qui sera le processus a(y))
qui, composé avec P, peut se réduire en le processus nul. On a ici affaire
à deux processus non nul se réduisant en le processus nul en une étape.
Ce sont donc deux communications compatibles, chacune suivie du pro-
cessus nul. Comme de plus P vérifie c© a et c©s

= x, P est nécessairement une
émission de terme, soit de la forme ā〈x〉, soit de la forme b̄〈M(a, x)〉 où a
et x apparaissent libres dans M(a, x). Or dans ce dernier cas, M(a, x) serait
un sur-terme strict de x, ce que la formule c©s

= x interdit. La formule c©s
= x

nous assure ainsi que c’est bien uniquement la variable x qui est envoyée,
et pas seulement un terme où x apparaîtrait. Réciproquement, le processus
ā〈x〉 vérifie clairement out(a, x).

On peut maintenant facilement caractériser, étant donnée une formule
A et un nom de canal a, les processus de la forme a(x).Q où Q � A à l’aide
de la formule in(a, x).A (on note qu’ici x est lié dans A) : c’est l’ensemble
des processus vérifiant single, et dont la composition avec ā〈x〉 se réduit en
un processus vérifiant A. On demande de plus au processus d’origine de
ne pouvoir se réduire de lui-même, pour être sûr que la réduction provient
d’une interaction avec ā〈x〉 (sinon le processus pourrait être une condition-
nelle).

Enfin, la formule caractérisant les processus ā〈M〉.Q où Q vérifie à son
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4.2 Caractérisation logique des communications

tour une formule A se révèle plus complexe, puisqu’il faut tester le terme
envoyé pour s’assurer que c’est bien M. L’idée est de réécrire un tel pro-
cessus sous la forme νx. {M/x} | ā〈M〉.Q (où x est fraîche pour ā〈M〉.Q),
à l’aide des règles de congruence structurelle, puis sous la forme {M/x} |
ā〈x〉.Q en révélant x et en factorisant la substitution active. On écarte en-
suite cette substitution pour composer le processus simple obtenu avec
a(y).b̄〈y〉, pour un nom b frais. On obtient alors a(y).b̄〈y〉 | ā〈x〉.Q, qui
se réduit en b̄〈x〉 | Q. On vérifie ensuite qu’on a effectivement b̄〈x〉 d’un
côté (à l’aide de la formule out(b, x)), ce qui nous permet d’affirmer que le
terme envoyé était bien M (à égalité près). L’autre partie du processus, qui
est alors Q, doit elle vérifier A (puisque b̄〈x〉 | Q � out(b, x) | A et qu’on
avait choisi b frais pour Q).

Remarque. Ces formules présentent deux manières différentes de com-
poser un processus P avec une substitution active : l’une qui joue avec les
règles de congruence structurelle pour réécrire le processus en νx. {M/x} |
P pour un certain M, et qui révèle ensuite la variable x, et l’autre qui utilise
la baguette magique−−∗ (ou ici son dual−−∗¬) pour augmenter explicitement
le cadre du processus. On notera que dans cette deuxième méthode, la for-
mule utilisée à gauche de −−∗¬ est de la forme · [>], puisque l’opérateur ∗
ne peut ajouter que des processus ayant la même partie simple que le pro-
cessus d’origine. Ainsi, la composition exacte qui a lieu est par exemple
{M/x}[P] ∗ P.

Les formules de la figure 9 définissent de manière assez similaire les for-
mules inch(a, b).A et outch(a, b).A, la seule différence notable résidant dans
la définition de testch(a, b), qui joue ici le rôle que jouait la formule out(a, x)
précédemment.

Figure 9 Formules caractéristiques pour les communications de noms

testch(a, b) , c© a ∧ c© b ∧ (single I ♦0) ∧ ¬Ix. Subst(x)[>] −−∗¬ >[ c© x]

inch(a, b).A , single∧ ¬♦>∧Ib. testch(a, b) I ♦A

outch(a, b).A , single∧Ib′. (inch(a, c).testch(b′, c) � ♦(testch(b′, c) | A))

En effet, testch(a, b) est vérifiée par les processus de la forme āch〈b〉 ou
b̄ch〈a〉 : ce sont les processus qui, comme précédemment, peuvent se ré-
duire à 0 lorsqu’il sont composés avec un certain autre processus vérifiant
single, et où a et b apparaissent libres. Pour s’assurer qu’on a bien affaire à
une communication de nom (et non par exemple à la communication d’un
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4 ÉQUIVALENCE LOGIQUE

terme contenant à la fois a et b), on requiert de plus qu’aucune substitution
active ajoutée en parallèle ne puisse se factoriser : si le processus d’origine
consistait en l’envoi d’un terme M avec par exemple a ∈ fn(M), la substitu-
tion {a/x} pourrait, en se factorisant, faire apparaître x en tant que variable
libre du processus.

4.3 Caractérisation logique des conditionnelles

Il ne nous reste plus qu’à décrire les formules définissant les proces-
sus de la forme if M = N then P else Q. Les formules nécessaires sont
regroupées figure 10. Le but est cette fois ci de parvenir à une formule
if(M = N, A1, A2) où A1 et A2 sont des formules, telle que, pour tout pro-
cessus P :

P � if(M = N, A1, A2) ssi P ≡ if M = N then P1 else P2

pour certains processus P1 et P2 tels que P1 � A1 et P2 � A2.

Figure 10 Formules caractéristiques pour les conditionnelles

if , single∧Ix. xr Subst(x)[Subst(x)[>] −−∗¬ ♦>]
br

c© x ,

if∧Iz, z′. zr z′r Subst(z, z′)[(Subst(z, z′) ∧ ¬ c© x)[>] −−∗ >[♦ c© x]]

if(M = N, A, B), if∧Ix, y. Subst(x = M, y = N) −−∗

>

 c©s
= x ∧ c©s

= y ∧ ¬ c©br x ∧ ¬ c©br y
∧Subst(x = y) −−∗ >[♦A]
∧Is, s′. Subst(x = s, y = s′) −−∗ >[♦B]



La première de ces formules, if, caractérise tous les processus condi-
tionnels, quels que soient la nature de leur test et les sous-processus de
chaque branche. En effet, tout processus vérifiant if est forcément de la
forme if M = N then P else Q puisqu’il vérifie single et que, grâce au seul
ajout de substitutions actives que nous détaillons plus bas, il est capable de
se réduire. Étant mono-threadé, c’est donc bien une conditionnelle.

Réciproquement, soit un processus P ≡ if M = N then P1 else P2. On
fait apparaître, comme dans la formule out(a, M).A, une substitution sur
x (pour une variable x fraîche) en révélant cette variable grâce à la règle
de congruence structurelle ALIAS. On peut en particulier choisir ici cette
substitution comme étant {M/x}, et on a P | {M/x} ≡ if x = N then P1
else P2 | {M/x}. On met ensuite cette substitution de côté (à l’aide de la
construction Subst(x)[ · ]), pour la remplacer par {N/x}, et on obtient le pro-
cessus if x = N then P1 else P2 | {N/x}, lui-même congruent à if x = x then

P1 else P2 | {N/x} qui se réduit en P1 | {N/x}.
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4.4 Tous ensemble

Ainsi, par le truchement des règles d’application des substitutions ac-
tives, l’on est parvenu à remplacer le test d’origine par un autre triviale-
ment vrai (x = x) pour obtenir un processus dont on est sûr qu’il se réduit.

La formule c©br x caractérise elle les processus conditionnels if M = N
then P else Q où x apparaît dans P ou dans Q. On ne détaillera pas ici son
fonctionnement, pour se concentrer sur celui de la formule if(M = N, A, B).

Celle-ci part d’un processus de la forme if M = N then P else Q, qui est
transformé en {M/x} | {N/y} | if x = y then P else Q en révélant les variables
fraîches x et y et en faisant jouer les règles d’application. En effet, le pro-
cessus simple obtenu doit vérifier c©test

= x ∧ c©test
= y donc le test, à égalité et

symétrie près, est x = y, et ¬ c©br x ∧ ¬ c©br y, donc les substitutions n’ont
pas agi sur les sous-processus. On explore ensuite chacune des branches en
donnant successivement une valeur vraie puis fausse au test, respective-
ment à l’aide de {y/x} qui permet d’égaliser x et y, et de {s/x} | {s′/y} pour
deux noms frais s et s′, qui permet de clore le test x = y en ayant x 6= y.

4.4 Tous ensemble

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 4.1 en construisant,
pour un processus P, la formule FP en question par induction structurelle
sur P. Les formules correspondantes sont présentées figure 11, et on re-
marque que la construction P1 | P2 a été remplacée par les deux cas : P1 | P2
et P1 ∗ P2. En effet, à congruence structurelle près, on peut toujours écrire
un processus en utilisant les opérations | et ∗ à la place de |.

Figure 11 Définition de FP

F0 , 0 F{M/x} , Subst(x = M) FP1 |P2
, FP1 | FP2

FP1∗P2 , FP1 ∗ FP2 Fνu. P , ur FP Fach(n).P , inch(a, n).FP

Fāch〈n〉.P , outch(a, n).FP Fa(x).P , in(a, x).FP Fā〈M〉.P , out(a, M).FP

Fif M=N then P1 else P2 , if(M = N, FP1 , FP2)

5 Élimination des quantificateurs

On va montrer ici qu’on peut quantifier sur l’ensemble des termes, et ce
indépendamment de la signature et la théorie équationnelle utilisées pour
définir ces derniers, sans changer l’expressivité de la logique. Plus préci-
sément, considérons la logique L∃t

int qui étend la grammaire du fragment
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intensionnel Lint par la construction ∃t. A, où t est une variable de terme.
Celle dernière ne peut alors être utilisée que dans des jugements d’égalité
de termes. La sémantique formelle de cet opérateur est la suivante :

P � ∃t. A si et seulement si il existe un terme M tel que P � A[t←M]

On peut par exemple écrire la formule ∃t1, t2. Subst(x = t1)[ā〈t2〉] qui
caractérise les processus de la forme {M/x} | ā〈N〉, où M et N sont deux
termes. Le résultat que nous présentons dans cette partie est le suivant :

Théorème 5.1 Soit A une formule de L∃t
int. Il existe une formule [[A]] de Lint telle

que, pour tout processus P,

P � A ssi P � [[A]]

5.1 Intuitions

L’idée de la preuve est de remplacer les quantifications sur les termes
de la forme ∃t. A par des formules de la forme Ix. Subst(x)[>] −−∗¬ [[A]], où
on a remplacé les occurrences de t par x dans la formule A, afin de laisser à
l’opérateur−−∗¬ le choix du terme à substituer à x. Ce faisant, on augmente le
cadre du processus d’une nouvelle substitution active pour chaque quanti-
fication rencontrée, et les processus considérés sont alors constitués d’une
part du processus de départ P, et d’autre part d’une valuation V. Celle-
ci est constituée des substitutions actives rajoutées, et doit être prise en
compte dans la suite de la formule. Par exemple, la formule ∃t. ∅ ne sera
pas convertie en Ix. Subst(x)[>] −−∗¬ ∅mais en Ix. Subst(x)[>] −−∗¬ Subst(x).
On a donc besoin, lors de l’exploration par induction de la formule de dé-
part, de garder en mémoire les substitutions actives qui ont été rajoutées
lors de la traversée d’existentielles. On note ainsi [[A]]{x1←t1 ,......,xn←tn} pour
signifier qu’on a du encadrer le processus de départ par {M1 ...Mn/x1 ...xn}
(pour certains termes Mi non connus à l’avance) lors de la traversée des
quantifications ∃t1,. . .,∃tn. On nommera également « valuation » l’ensemble
v = {x1←t1, . . . ..., xn←tn}.

De plus, pour que la valuation ainsi construite puisse avoir l’effet sou-
haité, il faut ensuite remplacer chaque occurrence de variable de terme par
la variable qui lui correspond dans la valuation. Les seuls endroits où ces
variables peuvent apparaître étant les tests d’égalités entre termes, la for-
mule correspondant à M = N sera donc de la forme :

[[M = N]]v , (M = N)[t1←x1] · · · [tn←xn]

On aura également besoin de pouvoir séparer ce qui concerne le proces-
sus étudié de la valuation rajoutée lors de la transformation de la formule,
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et donc de caractériser la présence d’une valuation au sein d’un processus.
Pour v = {x1←t1, . . . ..., xn←tn}, on définit :

Φ∅ , ∅ ∧ 0 Φv , Subst(x1, . . . , xn) ProcVal(v) , (Φv ∗ >)[>]

Les deux premières formules caractérisent exactement la valuation (les
variables x1, . . . , xn ayant été choisies fraîches, il ne peut pas y avoir de
confusion avec le cadre du processus original), et la troisième un proces-
sus sous l’influence d’une valuation v′ ⊇ v. Pour les besoins de la preuve
par induction, on imposera systématiquement aux processus de vérifier
ProcVal(v). On posera donc par exemple :

[[M = N]]v , ProcVal(v) ∧ (M = N)[t1←x1] · · · [tn←xn]

Énonçons maintenant la propriété exacte d’induction que nous allons
montrer, qui tient compte de la propagation de la valuation.

Propriété 5.2 Pour toute valuation v = {x1←t1, . . . , xn←tn} et toute formule
A de L∃t

int, il existe une formule [[A]]v de Lint telle que, pour tout processus P,

P � [[A]]v ssi ∃Q, V. P ≡ Q | V, Q � ∃t1, . . . , tn. A, V � Φv et fv(Q)∩{x̃} = ∅

De plus, si V = {M1 ...Mn/x1 ...xn}, les termes témoins des quantifications dans le
jugement Q � ∃t1, . . . , tn. A sont M1, . . . , Mn et, pour tout i de [[1, n]], on a
fv(Mi) ∩ {x̃} = ∅.

Le théorème 5.1 suit alors en prenant v = ∅. La condition fv(Q)∩ {x̃} =
∅ est nécessaire pour éviter les phénomènes de capture lors de l’induction.

La propriété exacte d’induction est donc relativement complexe, et on
va seulement donner ici les traductions des différents opérateurs sur les-
quelles la preuve repose. La principale difficulté réside dans les opérateurs
qui modifient le cadre du processus, à savoir ∗ et −−∗, puisqu’il faut alors,
dans le premier cas, recopier le processus de valuation de part et d’autre
de ∗, et dans le deuxième cas exposer le cadre rajouté (à gauche de−−∗) à la
même valuation que celle du processus. Pour tous les opérateurs restants,
l’opération [[ · ]]v est homomorphique : par exemple, [[A1 | A2]]v est défini
comme valant [[A1]]v | [[A2]]v puisque l’opération | s’effectue à cadre constant.
Étudions maintenant de plus près la traduction des opérateurs ∃, ∗ et−−∗.

5.2 Les cas difficiles

La quantification sur les termes. La forme exacte de [[∃t. A]]v est la sui-
vante :

[[∃t. A]]v , ProcVal(v)∧Ixn+1. (Subst(xn+1)∧
n∧

i=1

¬ c© xi)[>] −−∗¬ [[A]]v∪{xn+1←t}
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On retrouve la formule ProcVal(v), et l’ajout d’une substitution {M/xn+1}
au cadre de valuation. On met alors à jour la valuation dans la suite de la
traduction, qui devient [[A]]v∪{xn+1←t}. On impose de plus à la substitution
rajoutée (et donc au témoin M associé) de ne pas dépendre des autres va-
riables de la valuation, et ce afin de garantir que M corresponde bien au
témoin de la formule ∃t. A.

En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait par exemple traduire P �
∃t1, t2. t1 = t2 par {M1/x1} | {x1/x2} | P � x1 = x2, mais dire que le témoin
de la quantification existentielle en t2 est x1 n’aurait guère de sens. . . On
préfère donc dans ce cas la traduction en {M1/x1} | {M1/x2} | P � x1 = x2,
où les deux témoins sont M1.

Les opérations sur le cadre. Lors de la séparation du cadre d’un proces-
sus en deux à l’aide de l’opérateur ∗, on doit prendre garde à recopier le
cadre de valuation de manière à avoir une copie de chaque côté lors du dé-
coupage. Comme deux substitutions actives sur la même variable, fussent-
elles égales, ne peuvent coexister, on crée un nouveau cadre V′, dont on
s’assure qu’il est l’exacte copie de V. Cela s’effectue de la manière suivante :

[[A1 ∗ A2]]v , ProcVal(v) ∧Ix′1, . . . , x′n. (Φv′ ∧
∧n

i=1 ¬ c© xi) −−∗¬
(∗n

i=1(Subst(xi, x′i) ∧ xi = x′i) ∗ >)[>] ∧ [[A1]]v ∗ [[A2]]v′

Le but est ici d’ajouter un processus de valuation V′ = {M1 ...Mn/x′1 ...x′n} au
cadre avant de procéder au découpage par ∗. On commence par allouer
des variables fraîches x′1, . . . , x′n en nombre égal à la taille de la valuation v.
On ajoute ensuite au cadre du processus déjà existant un processus V′ dont
on sait qu’il est un processus de valuation puisqu’il vérifie Φv′ (où v′ est
une valuation sur les variables x′1, . . . , x′n). De plus, les substitutions qui le
composent ne sont pas autorisées à dépendre des variables de la valuation
d’origine, et, une fois celles-ci ajoutées, on doit pouvoir trouver dans la
cadre n paires de substitutions de la forme {Mi M′i/xix′i

} vérifiant chacune
xi = x′i. Nous sommes donc assurés que, pour tout i, Mi = M′i , donc que
V′ est bien de la forme voulue. On sépare alors le processus P | V | V′ en
P1 | V � [[A1]]v et P2 | V′ � [[A2]]v′ , où P ≡ P1 ∗ P2 (et donc P | V | V′ ≡
(P1 | V) ∗ (P2 | V′)).

Le cas de l’opérateur−−∗ se traite de manière similaire.

5.3 Robustesse

De la bonne application des substitutions. Ce résultat dépend fortement
de la forme de la règle SUBST. En effet, si on permet aux substitutions de
s’appliquer aux autres substitutions comme c’est le cas dans l’article d’in-
troduction au pi-calcul [AF01], c’est-à-dire si la règle correspondante prend
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la forme {M/x} | P ≡ {M/x} | P[x←M] (appelons cette nouvelle règle SUB-
ST’) au lieu de {M/x} | Ps ≡ {M/x} | Ps[x←M], la méthode énoncée ici
est inopérante. Pour s’en convaincre, prenons comme exemple la formule
ϕ = ∃t. (y = t ∗ y = t) ∧ (y = t ∗ y 6= t), et un processus P = {M/y}.
On a alors P 2 ϕ. En effet, lorsqu’on découpe P en deux parties disjointes,
on obtient d’un côté P et de l’autre le processus nul, et le seul terme N qui
vérifie à la fois P � y = N et 0 � y = N est y. Mais alors, l’autre partie de
la formule n’est pas vérifiée, puisqu’on aura jamais y 6= y.

Il se trouve cependant que P � [[ϕ]]∅. En effet, après traduction deϕ, on
doit prouver d’une part (en choisissant y comme témoin de l’existentielle)
P | {y/x} | {y/x′} � y = x ∗ y = x′ et d’autre part P | {y/x} | {y/x′} �
y = x ∗ y 6= x′. Or les deux sont vrais, il suffit d’effectuer les découpages
suivants :

{M/y} | {y/x} | {y/x′} ≡ ({M/y} | {y/x}) ∗ {y/x′}

et {M/y} | {y/x} | {y/x′} ≡ {M/y} | {y/x} | {M/x′} (par SUBST’)
≡ ({M/y} | {y/x}) ∗ {M/x′}

Le premier cas nous donne P | {y/x} | {y/x′} � y = x ∗ y = x′ et le se-
cond P | {y/x} | {y/x′} � y = x ∗ y 6= x′. Tout le problème vient ici du
fait qu’on n’est pas parvenu à assurer la stricte égalité des deux copies du
processus de valuation au moment du découpage du cadre, et qu’un choix
supplémentaire indésirable s’est donc fait à ce niveau.

Choix des opérateurs séparants. Le résultat tient cependant si on rem-
place les deux opérateurs spatiaux ∗ et | par |. Il faut alors systématique-
ment recopier la valuation lors des découpages par |.

6 Expressivité de la logique

Intéressons-nous maintenant à un aspect plus pragmatique de l’expres-
sivité de cette logique spatiale, en donnant des formules caractérisant di-
verses propriétés.

6.1 Équivalence statique

Dans leur article d’introduction au pi-calcul appliqué [AF01], Abadi et
Fournet introduisent deux relations d’équivalence sur les processus : une
« équivalence observationnelle » et une bisimulation étiquetée, dont ils dé-
montrent qu’elles coïncident. La première nécessite d’observer le proces-
sus sous l’influence de n’importe quel contexte, alors que la seconde ne
repose que sur l’équivalence statique et les réductions dans le système de
transitions étiquetées que le processus est capable d’effectuer. Utiliser la
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6 EXPRESSIVITÉ DE LA LOGIQUE

bisimulation étiquetée est donc bien plus avantageux pour prouver que
deux processus sont observationnellement équivalents que la méthode di-
recte, et l’étude de l’équivalence statique joue par conséquent un rôle cru-
cial. Ainsi, Hans Hüttel and Michael D. Pedersen ont-ils développé une
logique [HP07] dans laquelle on peut écrire, étant donné un cadre ϕ, une
formule caractérisant la classe d’équivalence statique de ϕ (comme le tra-
vail qui a été présenté à la section 4 pour la congruence structurelle). La for-
mule obtenue ne permet cependant pas d’affirmer, comme cela est requis
par la définition de l’équivalence statique, que deux cadres ont le même
domaine, et c’est donc là une condition qui doit être vérifiée au préalable.

Nous allons voir ici que notre logique spatiale permet elle aussi la défi-
nition d’une telle formule.

Soit donc ϕ un cadre, dont on souhaite caractériser la classe d’équiva-
lence statique : on veut obtenir une formule F≈s

ϕ telle que, pour tout cadre
ψ, ψ � F≈s

ϕ si et seulement si ψ ≈s ϕ, pour une version faible de l’équiva-
lence statique qui ne prend pas en compte les domaines des cadres consi-
dérés. On s’autorise pour cela à utiliser dans les formules la quantification
existentielle sur les termes ∃t introduite à la section précédente, ainsi que
la quantification universelle que l’on déduit de celle-ci, puisque l’on a vu
que cela ne changeait pas l’expressivité de la logique. Rappelons que pour
qu’un cadreψ soit statiquement équivalent à un autre cadreϕ, il faut d’une
part queϕ et ψ vérifient les mêmes égalités de termes, et d’autre part que
les deux cadres aient le même domaine.

Domaine. Nous laissons ici cette dernière condition de côté, puisqu’elle
est étonnamment difficile à caractériser par une formule. Pour nous en
convaincre, observons tout d’abord que, si h est une fonction sans équa-
tion et s1s2 représente la concaténation de s1 et s2,

νs. {h(s)/x} ≈s νs1, s2. {h(s1s2)/x} ≈s · · · ≈s νs1 . . . sn. {h(s1 ...sn)/x} ≈s · · ·

On peut ainsi, au sein d’une même classe d’équivalence statique, trouver
des processus comportant un nombre arbitrairement grand de restrictions
de nom.

De plus, définir précisément le domaine d’un processus nécessite d’ob-
server soit directement la structure de celui-ci, ce qui demande de connaître
cette structure à l’avance, notamment de savoir combien de noms sont res-
treints, soit les termes sur lesquels il agit, ce qui demande de placer ces
derniers sous les restrictions de noms en provenance du cadre, et donc ici
encore d’en révéler un nombre non connu à l’avance, soit enfin les substitu-
tions actives que l’on peut y ajouter (car si on ne peut pas rajouter de sub-
stitutions actives sur une certaine variable, c’est que celle-ci fait déjà partie
du domaine du cadre). Cette dernière méthode nécessite de trouver un pro-
cessus qui ne peut être mis en parallèle avec celui d’origine (par exemple,
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une substitution active sur une variable qui est dans le domaine de celui-
ci), sans pouvoir caractériser précisément celui-ci. On doit donc quantifier,
à l’aide de −−∗, sur une classe de processus (par exemple l’ensemble des
substitutions actives) qui inclura des processus dont la composition avec
le processus considéré est valide (c’est du moins le constat général auquel
nous sommes ici parvenus en cherchant de telles formules).

On peut par contre facilement imposer au domaine d’un processus de
contenir au moins une certaine variable x à l’aide de la formule dom+(x)
ci dessous, dont on déduit ensuite la formule dom+(ϕ) qui caractérise les
processus dont le domaine est au moins dom(ϕ) (que l’on considère ici
comme valant {x1, . . . , xn}).

dom+(x) , Subst(x) −−∗ ¬> dom+(ϕ) , dom+(x1) ∧ . . . ∧ dom+(xn)

Équivalence statique faible. On peut par contre caractériser une version
faible de l’équivalence statique, où l’on tient seulement compte des égalités
de termes vérifiées, et non des domaines des cadres. Pour ce faire, on teste
pour chaque couple de termes (M, N) l’égalité M = N, puis on remplace
le cadre d’origine par le cadre de référence ϕ à l’aide des opérateurs ∗ et
−−∗ avant de tester à nouveau l’égalité M = N. Tout ceci s’exprime par la
formule suivante, où Fϕ est la formule caractéristique deϕ telle que définie
à la section 4.4 :

∀t1, t2. t1 = t2⇔(>[Fϕ −−∗¬ t1 = t2])

On peut généraliser cette formule à tous les processus étendus (et non
seulement aux cadres), simplement en précisant qu’elle ne s’applique qu’au
cadre des-dits processus, et on obtient la formule caractéristique de l’équi-
valence statique faible àϕ suivante :

F≈s
ϕ , (∀t1, t2. t1 = t2⇔(>[Fϕ −−∗¬ t1 = t2]))[>]

6.2 Propriétés des protocoles cryptographiques

Forts de cette caractérisation de l’équivalence statique faible, nous pou-
vons maintenant décrire certaines propriétés que l’on peut demander aux
protocoles cryptographiques de vérifier à l’aide de la logique spatiale. On
suppose pour cela que la première étape d’une telle analyse de protocole,
à savoir sa modélisation par des processus du pi-calcul appliqué, a déjà été
effectuée.

Secret fort. Véronique Cortier et al. ont par exemple montré [CRZ07] que
la propriété dite de secret fort s’exprime très simplement en termes d’équi-
valence sur des processus. En cryptographie, l’on dit qu’un secret s est for-
tement secret pour un protocole donné si un attaquant ne peut distinguer
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entre deux exécutions du protocole où seule la valeur de s a changé. En
pi-calcul appliqué, l’on dira que s est fortement secret dans νs. P si :

P[s←M] ≈ P[s←N]

Résistance aux guessing attacks. En cryptographie, cette propriété signi-
fie qu’un attaquant potentiel ne peut pas amasser suffisamment d’informa-
tions lors du déroulement d’un protocole pour pouvoir découvrir un secret
« hors-ligne », c’est-à-dire sans avoir besoin de rejouer le protocole pour
tester chaque valeur possible du secret. Un tel attaquant pourrait alors ai-
sément effectuer par exemple une attaque par dictionnaire de manière lo-
cale, découvrir le secret, puis s’en servir pour jouer le vrai protocole. De
même que le secret fort, la résistance aux guessing attacks s’énonce simple-
ment en pi-calcul appliqué, cette fois comme une équivalence statique sur
les cadres, comme l’ont montré Steve Kremer et Mark Ryan [KR05]. Ainsi,
un cadreϕ est résistant aux guessing attacks s’il vérifie

νp.ϕ | {p/x} ≈s νp, p′.ϕ | {p′/x}

En effet, on ne peut alors pas distinguer entre le cadre où on a (intuitive-
ment) donné le « bon » secret p et celui où on a donné le « mauvais » p′.
Si on a représenté tout un protocole par un processus νp. P, la propriété
recherchée devient :

∀w. ∀P′.νp. P w→ νp. P′ implique νp.ϕ(P) | {p/x} ≈s νp, p′.ϕ(P′) | {p′/x}

Ainsi, à aucun moment du déroulement du protocole l’attaquant n’a-t-il
assez d’informations pour déterminer de lui-même si un secret est le bon
ou non. On a noté ici w→ une série de transitions étiquetée par le mot w.
Ces dernières, contrairement aux réductions internes, sont susceptibles de
modifier le cadre du processus.

Ces deux propriétés utilisent l’équivalence statique comme moyen de com-
paraison, soit implicitement, comme pour le secret fort où on demande une
bisimulation, laquelle se prouve en utilisant entre autre l’équivalence sta-
tique, soit directement comme dans le cas de la résistance aux guessing
attacks. Un traitement logique est donc possible, et fait partie des pistes à
explorer dans le futur. On remarque au passage que, dans les deux cas, les
deux processus à comparer sont déjà assurés d’avoir les mêmes domaines ;
il n’y a donc aucune différence entre l’équivalence statique recherchée et
notre équivalence statique faible.

Protocoles sans reçu. Les propriétés des protocoles de votes dépendent
elles d’équivalences plus complexes, du moins dans leur forme énoncée
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par Steve Kremer et Mark Ryan [DKR06] pour le pi-calcul appliqué. Par
exemple, pour caractériser les protocoles de votes dits « sans reçu », c’est-
à-dire ceux pour lesquels les votant ne peuvent pas prouver leur vote à un
tiers, on a besoin d’observer l’effet de modifications structurelles profondes
sur le processus de vote, avant de vérifier une classique bisimulation. Cela
ne sort donc pas encore complètement de notre cadre, puisqu’il suffirait
pour caractériser la même propriété à l’aide de la logique d’appliquer ces
modifications « à la main » avant de vérifier l’équivalence par la logique.

Une autre propriété intéressante à vérifier pour un protocole de vote
est le fait d’être « résistant à la cœrcition ». Cela signifie qu’un votant ne
peut pas prouver son vote à un tiers, comme précédemment, à la différence
que le tiers en question peut maintenant forcer le votant à envoyer certains
messages (autres que le vote lui-même). Dans la caractérisation obtenue
par Steve Kremer et Mark Ryan, on a cette fois-ci besoin d’une toute autre
équivalence : la « bisimulation adaptative », qu’il faudrait alors caractériser
à l’aide de la logique sans pouvoir nous aider des résultats que nous avons
obtenus ici.

7 Conclusion

7.1 Pour résumer

Nous avons donc défini une logique pour le pi-calcul appliqué, puis
démontré que, comme dans le cas du pi-calcul, l’équivalence logique cor-
respondait à la congruence structurelle (théorème 4.1), et que la logique
éliminait les quantifications sur les termes (théorème 5.1), résultat spéci-
fique au pi-calcul appliqué, mais qui utilise une technique qui rappelle celle
utilisée dans le cadre de l’élimination des quantifications de noms du pi-
calcul [CL04]. Enfin, nous avons montré que notre logique était suffisam-
ment riche pour que l’on puisse y exprimer l’équivalence statique faible.

7.2 Pour aller plus loin

De la logique. Cette nouvelle logique mérite sans doute une étude plus
approfondie, d’une part car on a montré ici qu’elle s’adaptait plutôt bien au
pi-calcul appliqué et pouvait être suffisamment expressive, et d’autre part
parce que les logiques spatiales en général pourraient en bénéficier.

Variations en ♦. Un premier point à étudier serait le remplacement
de la modalité forte par une modalité faible. L’opérateur ♦ serait alors doté
d’une nouvelle sémantique :

P � ♦A ssi ∃Q. P→∗Q et Q � A
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7 CONCLUSION

Pour le pi-calcul par exemple, ce changement a une influence subtile (mais
mineure) dans la caractérisation de l’équivalence logique [Loz04]. Il se-
rait intéressant de mener une étude similaire dans le cas du pi-calcul ap-
pliqué, notamment car certaines des propriétés (par exemple cryptogra-
phiques) que l’on souhaiterait exprimer par un biais logique impliquent
des séquences de réductions de taille indéterminée.

Fragments. Un autre sujet dont l’étude s’impose est celui de l’expres-
sivité de divers fragments de la logique. Par exemple, peut-on conserver
les résultats qu’on a obtenus ici si on remplace l’opérateur de révélation
(à la fois pour les noms et pour les variables) par c© ? En effet, ce dernier
n’introduit a priori pas d’indécidabilité, contrairement àr.

L’étude du fragment extensionnel reste également à faire, notamment
au niveau de l’équivalence logique qu’il induit en présence des opérateurs
� et−−∗. Quelques formules ont déjà été étudiées dans le cadre de ce stage,
en particulier pour les substitutions actives, que l’on peut caractériser pré-
cisément par la formule :

x = M ∧ (nil;x)

pour un certain terme M et une variable x, et la formule nil telle que définie
à la section 2.2.

Décidabilité. Enfin, on pourrait étudier l’influence des différents opé-
rateurs sur la décidabilité de la logique, et même si cela s’applique aux lo-
giques spatiales en général, mener cette étude dans le cadre du pi-calcul
appliqué fournirait sans doute quelques résultats intéressants, notamment
du fait de la présence des substitutions actives et des opérateurs ∗ et −−∗
associés.

Du calcul. Le pi-calcul appliqué mériterait lui aussi une étude théorique
plus approfondie : quelle est par exemple l’influence exacte des substi-
tutions actives et de la façon dont elles agissent sur le calcul ? On pour-
rait imaginer de considérer leur application non plus comme une règle
de congruence structurelle mais comme un pas de calcul, et de leur im-
poser un comportement plus proche de celui d’une mémoire partagée. Ce
faisant, l’on s’éloignerait certainement des applications cryptographiques
auxquelles ce calcul est dédié, tout en se rapprochant du traitement de la
mémoire par les logiques de séparation et des récents travaux de David
Pym et Chris Tofts sur ce thème [PT06]5.

5Bien qu’ils n’aient pas considéré le pi-calcul appliqué, mais une algèbre de proces-
sus avec ressources partagées. Le formalisme logique obtenu ne manque cependant pas
de points commun avec le notre, notamment au niveau des opérateurs spatiaux.
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7.3 Pour conclure

7.3 Pour conclure

Nous avons essayé ici de définir une logique pour le pi-calcul appli-
qué qui serait à la fois proche des logiques spatiales déjà étudiées entre
autre pour le pi-calcul, tout en prenant en compte les spécificités de ce
nouveau calcul. Cela ne s’est pas fait sans beaucoup de tâtonnements, à
la fois pour comprendre les possibilités du pi-calcul appliqué et pour trou-
ver des sémantiques naturelles pour les opérateurs logiques. Nous sommes
finalement parvenus à une logique qui permet de bien séparer les aspects
statiques et dynamiques du calcul, ce qui montre sa bonne adaptation au
pi-calcul appliqué, tout en restant très riche, comme l’ont montré les divers
résultats d’expressivité qu’on a obtenu, et qui sont caractéristiques des lo-
giques spatiales. L’étude n’en est cependant qu’à ses débuts, et de nom-
breuses questions restent ouvertes, notamment sur l’influence de certains
choix que nous avons écartés dans un premier temps. Nous espérons ainsi
avoir posé des questions intéressantes, et avoir répondu à certaines, sur les
logiques spatiales aussi bien que sur le pi-calcul appliqué.
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A Où les titres commencent par « De »

On donne ici les preuves formelles de divers lemmes et propriétés utiles
pour la définition et l’étude de la logique spatiale pour le pi-calcul appli-
qué.

A.1 De la stabilité des ensembles fn(P) et fv(P)

Lemme A.1 Pour tout u, pour tout M, si u ∈ fnv(M), alors pour tout u′ /∈
fnv(M), u′ ∈ fnv(M[u←u′]).

DÉMONSTRATION : Cela découle directement des propriétés de stabi-
lité de la théorie équationnelle par échange de noms. �

Lemme A.2 Pour tout u, pour tout P, si u ∈ fnv(P), alors pour tout u′ /∈
fnv(P), u′ ∈ fnv(P[u←u′]).

DÉMONSTRATION : Commençons par le cas d’un nom n ∈ fn(P),
qu’on veut remplacer par un nom n′ /∈ fn(P).

Si P contient une émission ou une réception (non restreinte) sur n, on
trouve la même réception, cette fois-ci sur n′, dans P[n←n′]. Celle-ci ne
pouvant être modifiée par les règles de congruence structurelle, on a n′ ∈
fn(P[n←n′]).

Sinon, si P contient une substitution active {M(n)/x} (où n ∈ fn(M(n)) et
x et n ne sont pas restreints), alors en substituant n′ à n, et par le lemme A.1,
n′ apparaîtra libre dans tous les termes N = M(n′), et comme la substitu-
tion active considérée apparaît dans tout Q ≡ P[n←n′] sous la forme {N/x}
avec N = M(n), on a bien n′ ∈ fn(P[n←n′]).

S’il n’y a pas de telle substitution, on cherche un sous-terme m̄ch〈M(n)〉
avec n ∈ fn(M(n)) et on obtient le même résultat.

Le dernier cas possible est celui d’une substitution restreinte {M(n)/x},
où n ∈ fn(M(n)), et où x apparaît dans un terme sous la portée de la
restriction. Si ce terme est lui-même l’image d’une substitution restreinte,
cette substitution devra à son tour voir son domaine présent dans un autre
terme sous sa portée, et ainsi de suite jusqu’à arriver dans un terme qui
n’est pas dans l’image d’une substitution restreinte. En effet, on pourrait si-
non, étant donné que les cas précédents ne sont pas vérifiés, trouver Q ≡ P
tel que n /∈ fn(Q). Le terme en question (ou d’autres termes qui lui sont
égaux) apparaîtra alors dans tous les processus congruents à P, et donc on
a n′ ∈ fn(P[n←n′]).

Le cas d’une variable x ∈ fv(P) est analogue, à la différence que les cas
d’émissions ou de réception sur n ci-dessus sont remplacés par le cas d’une
substitution active sur x. �
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A OÙ LES TITRES COMMENCENT PAR « DE »

A.2 De la bonne définition des opérateurs séparants

Donnons maintenant la preuve du lemme 3.7 de la page 3.7, qu’on dé-
coupe en deux sous-lemmes.

Lemme A.3 Si P ≡ P′, Q ≡ Q′, et si P | Q et P′ | Q′ sont définis, alors
P | Q ≡ P′ | Q′.

DÉMONSTRATION : Soient P = νñ. (ϕ[P1]) ≡ νm̃. (ψ[P2]) = P′ et
Q = νñ. (ϕ[Q1]) ≡ νm̃. (ψ[Q2]) = Q′, ñ = ñ1ñ2 et m̃ = m̃1m̃2 vérifiant
les contraintes de l’énoncé. On va reproduire les transformations effectuées
pour passer de P à P′ et de Q à Q′ sur P | Q = νñ. (ϕ[P1 | Q1]) pour arriver
à P′ | Q′ = νm̃. (ψ[P2 | Q2]).

On peut pour cela supposer sans perte de généralité que les premières
règles appliquées lors de ces deux transformations sont les extrusions de
noms, puis lesα-conversions qui amènent νm̃ en tête du processus.

On applique ensuite les mêmes transformations qui transforment P en
P′ à P | Q (par induction sur l’arbre de preuve de P ≡ Q), en adaptant
les extrusions de noms de l’étape mentionnée ci-dessus pour les faire tra-
verser également Q1 (ce qui est possible puisque les noms concernés sont
soit parmi {ñ1}, qui est disjoint des variables libres de Q1, soit parmi {m̃1},
et on peut transformer Q1 pour obtenir un processus dont l’ensemble des
variables libres est disjoint de {m̃1}, quitte à empiéter sur les étapes de la
transformation de Q à Q′). On effectue ensuite les α-conversions qui font
passer de Q à Q′ (ce qui n’affecte pas P2), et on obtient alors un proces-
sus de la forme νm̃. (ψ[P2 | Q′1]) où Q′1 est Q1 où l’on a effectué les α-
conversions et les extrusions de noms de Q ≡ Q′. Soit ϕ′ le cadre ϕ qui
a subit ces mêmes transformations. On a alors ψ ≡ ϕ, puis νm̃. (ψ[P2 |
Q′1]) ≡ νm̃. (ϕ′[Q′1 | P2]).

On reprend alors les transformations menant de Q à Q′, lesquelles ne
concernent maintenant plus que ϕ′ | Q′1 ≡ ψ | Q2, et finalement P | Q ≡
νm̃. (ψ[Q2 | P2]) ≡ P′ | Q′. �

Lemme A.4 Si P ≡ P′, Q ≡ Q′, et si P ∗Q et P′ ∗Q′ sont définis, alors P ∗Q ≡
P′ ∗Q′.

DÉMONSTRATION : Soient P1 = νñ.ϕ1[P] ≡ νm̃.ψ1[Q] = Q1 et P2 =
νñ. (ϕ2[P]) ≡ νm̃. (ψ2[Q]) = Q2 vérifiant les contraintes de l’énoncé. Par
le lemme 3.1, on a νñ.ϕi ≡ νm̃.ψi, i ∈ {1, 2}.

En appliquant lesα-conversion et extrusions de noms nécessaires, on se
ramène à νm̃.ϕ′i[P

′] ≡ νm̃.ψi[Q], etϕ′i ≡ ψi.
On a aussi P′ ≡ Q : si ce n’était pas le cas, ce serait à cause d’une interac-

tion avec le cadre, par la règle d’application des substitutions, par exemple
entreϕ′1 et P′, mais alors celle-ci ne pourrait pas se produire entreϕ′2 et P′

les domaines des deux cadres étant disjoints, et on ne pourrait pas avoir
P2 ≡ Q2.
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On a donc P1 ∗ P2 = νñ. (ϕ1 | ϕ2[P]) ≡ νm̃. (ϕ′1 | ϕ′2[P′]) ≡ νm̃. (ψ1 |
ϕ′2[P

′]) ≡ νm̃. (ψ1 | ψ2[P′]) ≡ νm̃. (ψ1 | ψ2[Q]) = Q1 ∗Q2 �

B Où l’on refait les choses formellement

On a regroupé ici les caractérisations en termes de classes de processus
des formules définies à la section 4.

B.1 Échauffement

Commençons par les formules de la figure 6 page 17.

Propriété B.1 Pour tout processus P, P � >.

Propriété B.2 Pour tout processus P, pour toute variable ou nom u, P � c© u
ssi u ∈ fnv(P).

DÉMONSTRATION : Supposons P � c© u. Pour tout Q, P ≡ νu. Q
implique Q � ¬>. Supposons par l’absurde ∃P′ ≡ P. u /∈ fnv(P′). On a
alors P ≡ P′ ≡ νu. P′ ce qui contredit la formule énoncée plus haut.

Réciproquement, si ∀P′ ≡ P. u ∈ fnv(P′), alors par définition, on ne
peut pas écrire P sous la forme νu. Q. �

Propriété B.3 Pour tout processus P, P � public ssi pour tout processus Q et
tout nom n, P ≡ νn. Q implique n /∈ fn(Q).

DÉMONSTRATION : Supposons P � public, et qu’il existe m et Q tels
que P ≡ νm. Q et m ∈ fn(Q). Soit alors n′ /∈ fn(P)∪ {n}. On a P ≡ νm. Q ≡
νn′. Q[n←n′], et n′ ∈ fn(Q[n←n′]) (par le lemme A.2), donc P � n′r c© n′,
et P 2 public.

Réciproquement, si P ≡ νn. Q implique n /∈ fn(Q), alors, quel que soit
n′ /∈ fn(P) ∪ {n}, P 2 n′r c© n′, donc P � public. �

Propriété B.4 Pour tout processus P, pour toutes formules A et B, P � A[B] ssi
ϕ(P) � A et il existe un processus Q ≡ P tel que (Q)s � B.

DÉMONSTRATION : Soit P � A[B]. On a P ≡ νñ.ϕ[P1 | P2], avec
νñ.ϕ[P1] � A ∧ 0, donc en particulier νñ. P1 ≡ 0, donc P1 ≡ 0. On a ainsi
νñ.ϕ[0] � A, soitϕ(P) � A.

De plus, νñ.ϕ[P2] � (B ∧ ∅) ∗ >, et comme P1 ≡ 0, P ≡ νñ.ϕ[P2],
donc P ≡ νm̃. (ϕ1 | ϕ2)[P′], avec νm̃.ϕ1[P′] � B ∧ ∅, donc en particulier
νm̃.ϕ1 ≡ 0, doncϕ1 ≡ 0, et P ≡ νm̃.ϕ2[P′], et finalement (νm̃.ϕ2[P′])s =
νm̃. P′ � B, donc on a bien prouvé ∃Q ≡ P. (Q)s � B.

Réciproquement, si ϕ(P) � A et ∃Q ≡ P. (Q)s � B, alors P ≡ Q ≡
νñ. (ϕ | 0)[Q′ | 0] avec (Q)s = νñ. Q′. On a alors ϕ(P) ≡ νñ.ϕ � A ∧ 0
(par les lemmes 3.1 et 3.9), et νñ. Q′ � B ∧ ∅. Il est alors immédiat que
P � (A ∧ 0) | ((B ∧ ∅) ∗ >). �
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Propriété B.5 Pour tout processus P, P � 1 ssi (P)s 6≡ 0 et ∀Q1, Q2. (P)s ≡
Q1 | Q2 implique soit Q1 ≡ 0, soit Q2 ≡ 0.

DÉMONSTRATION :

P � 1 ⇐⇒ (P)s 6≡ 0 et P ≡ νñ.ϕ[Q1 | Q2]⇒
νñ.ϕ[Q1] � 0

ou νñ.ϕ[Q2] � 0

⇐⇒ (P)s 6≡ 0 et (P)s ≡ νñ. Q1 | Q2 ⇒
νñ. Q1 ≡ 0

ou νñ. Q2 ≡ 0

⇐⇒ (P)s 6≡ 0 et (P)s ≡ νñ1. Q1 | νñ2. Q2 ⇒
νñ1. Q1 ≡ 0

ou νñ2. Q2 ≡ 0

�

Propriété B.6 Pour tout processus P, P � I ssiϕ(P) 6≡ 0 et ∀Q1, Q2.ϕ(P) ≡
Q1 | Q2 implique soit Q1 ≡ 0, soit Q2 ≡ 0.

DÉMONSTRATION : idem. �

B.2 Caractérisation logique des substitution actives

On se réfère ici aux formules de la figure 7 page 19.

Propriété B.7 P � Substs ssi ∃x1, . . . , xk, M1, . . . , Mk. P ≡ {M1/x1} | · · · |
{Mk/xk}.

DÉMONSTRATION : Il est évident que si P ≡ {M1/x1} | · · · | {Mk/xk},
alors P � Substs.

Réciproquement, si P � Substs, P ≡ νñ.ϕ[P′], P′ ≡ 0, donc P ≡
νm̃.νx̃. {M1/x1} | · · · | {Mk/xk}, avec {x̃} ⊆ {x1, . . . , xk}. Comme P � public,
P ≡ νx̃. {M1/x1} | · · · | {Mk/xk}, et enfin, comme P � Ix. xr(¬∅ ∧ c© x) ∗
(¬∅ ∧ c© x), chaque x de x̃ ne peut apparaître que dans la substitution ac-
tive sur x correspondante, et on peut donc appliquer la règle ALIAS autant
de fois qu’il y a de tels x pour obtenir P ≡ {M′1/x′1

} | · · · | {M′k/x′k
}, où l’on

retrouve seulement une partie des substitutions {Mi/xi} ci-dessus. �

Propriété B.8 P � Subst ssi ∃x, M. P ≡ {M/x}.
DÉMONSTRATION : Évident d’après la propriété précédente. �

Propriété B.9 P � Subst(x) ssi ∃M. P ≡ {M/x}.
DÉMONSTRATION : Commençons par remarquer que Q � Subst∧ x =

n ssi Q ≡ {n/x}. En effet, Q ≡ {M/y}, et, pour tout nom a frais, {M/y} |
ā〈x〉 ≡ {M/y} | ā〈n〉. Comme de plus Σ 0 x = n (car il est interdit d’iden-
tifier deux noms dans la théorie équationnelle), on a y = x et M = n ou
M = x et y = n. Ce dernier étant impossible, on a bien Q ≡ {n/x}.

La formule nous dit alors que ¬(pour tout m frais, pour tout Q tel que
Q⊥ P et Q[0] ≡ {m/x}, P | Q � >), soit il existe m frais tel que l’ensemble
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des Q ⊥ P tels que Q ≡ {m/x} est vide, soit encore ∀Q ⊥ P. x ∈ dom(Q),
donc x ∈ dom(P), et comme P ne représente qu’une seule substitution, on
a bien ∃M. P ≡ {M/x}.

La réciproque est évidente. �

Propriété B.10 Pour tout x, M avec M 6= x, P � Subst(x = M) ssi P ≡
{M/x}.

DÉMONSTRATION : Évident. �

B.3 Caractérisation logique des communications

On donne ici les caractérisations exactes des formules pour les commu-
nications, en commençant par celles de la figure 8 page 21 qui concernent
les communications de termes, ainsi que les démonstrations correspon-
dantes.

Propriété B.11 Pour tout processus P et toute variable x, P � c©s
= x ssi x ∈

fv((P)s), il n’existe pas de sur-terme strict M(x) de x (c’est-à-dire de terme M(x)
tel que x ∈ fv(M(x)) et E ` M(x) = x) tel que M(x) apparaisse dans (P)s et
que, pour une variable z fraîche, z ∈ fv((P)s[M(x)←z]).

DÉMONSTRATION : Soit P � c©s
= x. En particulier, P � >[ c© x] donc

on a bien x ∈ fnv((P)s). Soit maintenant une variable z fraîche. La suite de
la formule nous indique qu’il n’existe pas de sur-terme strict M(x) de x tel
que la substitution {M(x)/z} puisse se factoriser dans P, c’est-à-dire telle que
z ∈ fv((P)s[M(x)←z]).

Il est clair que la réciproque est également vraie. �

Propriété B.12 Pour tout processus P, tout nom a et toute variable x, P �
out(a, x) ssi P ≡ ā〈x〉.

DÉMONSTRATION : Soit P = ā〈x〉. On a bien P � single∧ c© a ∧ c©s
= x.

De plus, en posant Q = a(y), on a bien Q � single, et P | Q = ā〈M(x)〉 |
a(y)→ 0, donc P | Q � ♦0, et donc P � out(a, x).

Réciproquement, soit P � out(a, x). Comme P � single, P est soit une
conditionnelle, soit une communication sur un canal suivie d’un autre pro-
cessus. Étant capable de communiquer avec un processus Q possédant les
mêmes caractéristiques (P � single I ♦0 et les cadres des deux processus
sont communs, donc vides), c’est forcément une communication sur un ca-
nal, à son tour nécessairement suivie de 0 puisque P | Q � ♦0. Finalement,
comme P a au moins une variable libre (P � c©s

= x), P est forcément une
émission de terme, donc Q est une réception, qui se fait sur a (car Q � c© a),
on a donc P ≡ ā〈M(x)〉 et finalement, comme P � c©s

= x, P ≡ ā〈x〉. �
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Propriété B.13 Pour tout processus P, tout nom a, toute variable x et toute for-
mule A, P � in(a, x).A ssi P ≡ a(x).Q où Q � A.

DÉMONSTRATION : Soit P ≡ a(x).Q avec Q � A, et soit R � out(a, x) (x
est alors fraîche pour P). P vérifie bien single∧¬♦>, et d’après la propriété
précédente, R ≡ ā〈x〉, doncP | R→ Q. Ce dernier vérifiant A, P vérifie bien
la formule demandée.

Réciproquement, soit P � in(a, x).A. Comme ā〈x〉 � out(a, x), il existe Q
tel que P | ā〈x〉 → Q et Q � A. Or, cette réduction vient soit d’une réduction
interne à P, soit d’une réduction interne à ā〈x〉, soit d’une interaction de ces
deux processus. Comme P et ā〈x〉 ne peuvent se réduire seuls, c’est qu’il y
a interaction, donc P est de la forme a(y).P′, et P′[y←x] � A. Finalement,
P ≡ a(x).Q et Q � A. �

Propriété B.14 Pour tout processus P, tout nom a, tout terme M et toute formule
A, P � out(a, M).A ssi P ≡ ā〈M〉.Q où Q � A.

DÉMONSTRATION : Soit P ≡ ā〈M〉.Q avec Q � A. En appliquant les
règles ALIAS et SUBST, on obtient P ≡ νx. {M/x}[ā〈x〉.Q]. De plus, pour un
nom b frais pour Q, on a a(y).b̄〈y〉 | ā〈x〉.Q → b̄〈x〉 | Q, et b̄〈x〉 � out(b, x)
et Q � A ∧ ¬ c© x. P vérifie donc bien la formule demandée.

Soit maintenant P � out(a, M).A. D’après la formule, il existe P′ tel
que P ≡ νx. {M/x}[P′], et P′ � Ib. in(a, y).out(b, y) � ♦(out(b, x) | A ∧
¬ c© x). Soit dont b libre pour P′, et R = a(y).b̄〈y〉. Les deux propriétés
précédentes nous permettent d’affirmer que R � in(a, y).out(b, y). De plus,
P′ | R se réduit vers un processus composé d’une part de b̄〈x〉, et d’autre
part d’un processus vérifiant A∧¬ c© x. Comme b a été choisi libre pour P′,
cela signifie que P′ et R ont interagi, donc que P′ est de la forme ā〈N〉.Q,
où Q � A ∧ ¬ c© x. On déduit du fait que la réduction a donné b̄〈x〉 que
N = x, et donc la substitution {M/x} s’est factorisée dans P pour donner P′.
Comme de plus Q n’a pas été affecté par cette factorisation (car x n’apparaît
pas dans Q), c’est que P ≡ ā〈M〉.Q, où Q � A. �

Montrons maintenant les résultats correspondants pour les communi-
cations de noms (figure 9 page 22).

Propriété B.15 Pour tout processus P et tous noms a et b, P � testch(a, b) ssi
P ≡ āch〈b〉 ou P ≡ b̄ch〈a〉.

DÉMONSTRATION : Soit P � testch(a, b). Comme P � single I 0,
P est une communication suivie de 0, et comme P a deux noms libres, P
est nécessairement une communication sortante, de la forme c̄〈M〉 pour un
certain c et un certain M, ou āch〈b〉 ou b̄ch〈a〉. Si P était de la première forme,
on aurait, pour une variable fraîche x, {M/x} | P ≡ {M/x}[c̄〈x〉] qui vérifie
>[ c© x], ce que contredirait la formule.

La réciproque est évidente. �
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B.4 Caractérisation logique des conditionnelles

Les deux dernières preuves sont similaires à celles qu’on a faites pour
les communications de termes.

B.4 Caractérisation logique des conditionnelles

Terminons par les preuves correspondant aux formules de la figure 10
page 23. On utilise ici une formule intermédiaire supplémentaire :

if(M = N), if∧Ix, y. Subst(x = M, y = N)[>] −−∗
>[ c©s

= x ∧ c©s
= y ∧ ¬ c©br x ∧ ¬ c©br y]

Propriété B.16 Pour tout processus P, P � if ssi il existe des termes M, N et des
processus simples Q et R tels que P ≡ if M = N then Q else R.

DÉMONSTRATION : On a P � 1 ∧ public, et P ≡ νx. {M/x}[if x = N
then P1 else P2], et ({N/x}[if x = N then P1 else P2]) ∗ if x = N then P1 else

P2 ≡ {N/x}[if N = N then P1 else P2] → {N/x}[P1]. On en déduit que if x =
N then P1 else P2 � Subst(x)[>] −−∗¬ ♦>, et finalement P � if.

Réciproquement, si P � if, alors, comme P � 1 ∧ public, P est soit un
processus préfixé par une communication, soit une conditionnelle. Comme
de plus il existe x, M, N et P′ tels que P ≡ νx. {M/x} | P′ et {N/x} | P′ � ♦>,
P ne peut être qu’une conditionnelle (une communication seule ne pourra
en effet jamais se réduire). �

Propriété B.17 Pour tout processus P et toute variable x, P � c©br x si P est une
conditionnelle où x apparaît libre dans une des branches, c’est-à-dire si il existe des
termes M et N et des processus Q et R tels que P ≡ if M = N then Q else R, et
que Q � c© x ou R � c© x.

DÉMONSTRATION : Supposons P ≡ if M = N then Q else R. D’après
la propriété précédente, P � if. Soient maintenant deux variables z et z′

fraîches. On a {M/z} | {N/z′} | P � Subst(z, z′)[>], et {M/z} | {N/z′} | P ≡
{M/z} | {N/z′} | if z = z′ then Q else R.

Si Q � c© x, on a ensuite {z′/z} | {s/z′} | if z = z′ then Q else R �
(Subst(z, z′) ∧ ¬ c© x)[>] pour un nom frais s quelconque, et ce même pro-
cessus est congruent à {z′/z} | {s/z′} | if z′ = z′ then Q else R puis if z′ = z′

then Q else R se réduit en Q qui vérifie c© x. On en conclut que if z = z′ then
Q else R � (Subst(z, z′) ∧ ¬ c© x)[>] −−∗ >[♦ c© x], et finalement P � c©br x.

Si au contraire R � c© x, on choisit comme substitutions en z et z′ {s/z} et
{s′/z′} pour deux noms frais s et s′, et on a de même {s/z} | {s′/z′} | if z = z′

then Q else R � (Subst(z, z′) ∧ ¬ c© x)[>], mais cette fois-ci le processus
obtenu est congruent à {s/z} | {s′/z′} | if s = s′ then Q else R, qui se réduit
en R lequel vérifie c© x. On conclut alors comme précédemment.

Réciproquement, soit P � c©br x. Grâce à la propriété précédente, on
sait qu’il existe M, N, Q, R tels que P ≡ if M = N then Q else R. De plus,
il existe des variables fraîches z et z′ et des termes M′, N′, M′′, N′′ avec
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x /∈ fv(M′′, N′′) tels que {M′/z} | {N′/z′}[P] ≡ {M′/z} | {N′/z′}[P′], et {M′′/z} |
{N′′/z′}[P′] ≡ {M′′/z} | {N′′/z′}[P′′] où P′′ se réduit en un processus où x est
libre. Ici, P′ est P où certaines occurrences de M′ ou de N′ ont été rempla-
cées par z (ou respectivement z′), et P′′ est P′ où certaines occurrences de z
ou de z′ ont été remplacées par M′′ (ou respectivement N′′). Aucune de ces
opérations n’introduisant d’occurrences libres de x, et x apparaissant libre
dans le processus final, on avait forcément soit Q � c© x, soit R � c© x. �

Propriété B.18 Pour tout processus P et tous termes M, N, P � if(M = N) ssi
il existe des processus simples Q et R tels que P ≡ if M = N then Q else R.

DÉMONSTRATION : Soit P � if(M1 = N1). Comme P � if, il existe
M, N, Q, R tel que P ≡ if M = N then Q else R. On a de plus, pour x et
y frais {M1/x} | {N1/y} | P ≡ {M1/x} | {N1/y}[P′], où P′ � c©s

= x ∧ c©s
= y ∧

¬ c©br x∧¬ c©br y. Notons P′ ≡ if M′ = N′ then Q′ else R′ On sait alors que x
et y n’apparaissent libres ni dans Q′ ni dans R′ (car P′ � ¬ c©br x∧¬ c©br y),
de quoi l’on déduit que {x, y} ⊆ fv(M′, N′). De plus, il n’existe pas de sur-
terme strict M(x) 6= x pouvant apparaître dans M′ = N′, et idem pour
y, donc nécessairement M′ = x et N′ = y ou M′ = y et N′ = x. Ainsi,
M = M1 et N = N1, ou M = N1 et N = M1, et donc P ≡ if M = N then Q
else R.

Réciproquement, si P ≡ if M = N then Q else R, alors pour x et y
fraîches, {M/x} | {N/y} | P ≡ {M/x} | {N/y}[if x = y then Q else R] et
if x = y then Q else R vérifie bien c©s

= x ∧ c©s
= y ∧ ¬ c©br x ∧ ¬ c©br y. �

Propriété B.19 Pour tout processus P, tous termes M, N et toutes formules A
et B, P � if(M = N, A, B) ssi il existe des processus simples Q et R tels que
P ≡ if M = N then Q else R, Q � A et R � B.

DÉMONSTRATION : Soit P � if(M = N, A, B). D’après la propriété pré-
cédente, et puisqu’il est évident que if(M = N, A, B) implique if(M = N),
donc il existe Q, R tels que P ≡ ifM = NQR. En reprenant la démonstration
précédente, on a de plus, en notant que {x, y, s, s′} ∩ fnv(Q, R) = ∅ :

if x = y then Q else R � Subst(x = y) −−∗ >[♦A]
∧Is, s′. Subst(x = s, y = s′) −−∗ >[♦B]

Ainsi, {y/x} | if x = y then Q else R est congruent à un processus dont la
partie simple se réduit pour vérifier A, donc nécessairement, Q � A, et de
même, R � B.

Réciproquement, pour P ≡ if M = N then Q else R avec Q � A et R � B,
on vérifie de manière directe que P vérifie bien if(M = N, A, B). �
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