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Le contexte général

Les automates temporisés [AD90] permettent de modéliser un systéme ou le
temps s’écoule de fagon continu. Ils sont utiles en vérification car beaucoup de
propriétés intéressantes sont décidables sur ces modeles. Plusieurs outils ont été
développés basés sur des automates temporisés. Les jeux permettent d’étudier
des systémes ouverts. Etant plongé dans un environnement, certaines actions
sont controlés par le systeme et d’autres non. Le but est alors de guider ce sys-
teme, c’est a dire de trouver de bonnes stratégies face aux actions imprévisibles
de 'environnement. Le domaine des jeux temporisés, étudié durant ce stage,
est relativement récent.

Le probléme étudié

Classiquement on cherche a faire en sorte que le systéme satisfassent une
spécification quoi que fasse I’environnement. Dans ce cas on regarde ce qu’il se
passe dans le pire cas. Ce n’est pas forcément raisonnable. Le fait de donner
un objectif & I'environnement permet d’affaiblir cette hypothése. Les notions
de préférence et la notion d’équilibre permettent de caractériser des stratégies
a suivre dans le cas ou le but de ’environnement n’est pas nécessairement
opposé a celui du contréleur. Dans le cadre générale de la théorie des jeux,
plusieurs notions d’équilibres ont été proposé parmi lesquels les équilibres de
Nash [Nas50] et les équilibres parfaits de sous-jeu [Sel65]. Les jeux temporisés
étant une notion récente, la question des équilibres n’avait encore jamais été
formulé. Nous commencons par nous intéresser aux équilibres de Nash dans le
cadres des jeux temporisés.

La contribution proposée

Nous avons commencé par établir des preuves de 'indécidabilité de I'exis-
tence de ces équilibres dans des cas généraux. Lorsque les préférences associé
aux jeux sont fortement quantitatives, par exemple lorsque 'on considere des
jeux temporisés pondérés, l'existence d’équilibres est indécidable. Nous nous
sommes basés pour ces preuves sur des constructions déja existantes, que nous
avons légerement adaptés. Conscient de ces limitations, nous avons décidé de
nous restreindre a des jeux avec des objectifs plus simples, pour lesquels nous



pourrions utilisé la construction classique des régions. Le jeu obtenu par cette
construction, posait deux difficultés. Il est non-déterministe et concurrent, nous
avons donc procédé en deux étapes pour nous ramener a des jeux non temporisés
a tours, qui sont plus simples a étudier.

Les arguments en faveur de sa validité

Les résultats que nous avons obtenus sont de deux natures. Si I’on se place
dans un cas trop général, I'existence d’équilibres est indécidable. Ce résultat
n’est pas surprenant au vu des résultats d’indécidabilité déja connus pour les
jeux temporisés pondérés. En revanche en se restreignant a des objectifs moins
quantitatifs, nous proposons une réduction vers des jeux non temporisés a tours,
qui nous permet de calculer les équilibres du jeu de départ. Nous proposons en
particulier une méthode pour calculer les équilibres de Nash dans le cas de jeux
temporisés avec objectifs qualitatifs.

Le bilan et les perspectives

Les travaux réalisés nous permettent de donner une nouvelle caractérisa-
tion des bonnes stratégies dans les jeux temporisés, plus général que la notion
classique de stratégie gagnante, et nous donnent aussi une nouvelle maniere
d’appréhender la notion de stratégie gagnante dans le cadre classique des jeux
temporisés en se ramenant a un jeu a tours.

Dans le prolongement de ces travaux, nous comptons nous intéresser au cal-
cul effectif des équilibres a partir des jeux obtenus, en utilisant par exemple des
techniques a base d’automates d’arbres. Nous aimerions étendre la construction
avec des jeux comportant plus de deux joueurs. Et enfin, nous espérons pouvoir
améliorer la réduction avec des raffinements de la construction des régions, pour
pouvoir 'utiliser sur des jeux avec des objectifs un peu plus qualitatifs.

Plan du rapport

Dans la premiere partie nous introduisons les notions fondamentales qui
seront utilisés par la suite. Dans le seconde partie nous donnons une preuve de
I'indécidabilité de I’existence d’un équilibre pour les jeux temporisés pondérés.
Dans la troisiéme partie, pour des cas plus restreint nous nous ramenons a un
jeu concurrent fini, en utilisant une construction basé sur les régions. Dans la
quatriéme partie, nous passons de ce jeu concurrent a deux jeux concurrents
déterministes. Dans la cinquieme partie, nous passons de ces jeux concurrents
déterministes a des jeux a tours. Enfin dans la sixiéme partie, nous utilisons
nos résultats pour donner une méthode de calcul des équilibres, pour des jeux
temporisés avec un objectif qualitatif. Par soucis d’espace certaines preuves
seront laissé en annexe.



1 Préliminaires

1.1 Jeux concurrents

On commence par donner une définition de jeux concurrents, celle-ci corres-
pond & celle que l'on trouve dans [AHK97], ot l'on a ajouté la possibilité d’étre
non-déterministe.

Définition 1.1. Un jeu concurrent non-déterministe a deux joueurs est un
5-uplet G = (Q, T, qo, (m1,m2), E) ou

— (Q est un ensemble d’états;

— I' est un ensemble d’actions;

— ¢o € @ est I’état initial;

—m;: Q — (2 \ @) U { L} décrit 'ensemble des actions autorisées pour le
joueur ¢ dans un état, 'action spéciale 1 correspond au cas ou aucune
action de I' n’est autorisée ;

- ECQx(TU{L}) x(TU{L})) x Q est la relation de transition, elle
doit vérifier que Vq € Q,Va,b € m1(q) x ma(q),3¢ € Q, (¢, (a,b),q’) € E.

Le jeu est déterministe lorsque pour tout état ¢ et actions (a,b) € m1(q)xma(q),
il existe exactement un état ¢’ tel que (g, (a,b),q") € E. Le jeu est fini lorsque
les nombres d’états et d’actions sont finis.

Dans un jeu concurrent, la transition a effectuer est choisie de fagon concur-
rente par les deux joueurs, dans un état g chacun choisit une action possible. Un
chemin sur le jeu G est une suite finie ou infinie d’états (¢;); dans @, vérifiant
que pour tout i, il existe (a;, b;) € my(q;) x ma(q;) tel que (g;, (ai, b;),qi+1) € E.
On note Path(G) I'ensemble des chemins sur G, (p)<; le préfixe de taille i du
chemin p, (p)=; ’état en position ¢ du chemin p. On appellera parties les che-
mins infinis et historiques les chemins finis. Pour un historique h on notera
last(h) le dernier état de h.

Ezxemple. Dans le jeu de 'exemple 1, h = A- B-A-C - A est un historique,
préfixe de taille 5 de la partie A- B - (A - C)“, et last(h) = A.

Un jeu a tours est un jeu déterministe G' ou chaque état est contrélé par un
des deux joueurs, c’est a dire qu’il existe ()1, Q2 formant une partition de @ tel
que Vg € Q1,ma(q) = {L} et Vg € Q2,m1(q) = {L}.

Exemple 1 Un jeu concurrent

(b,b) (b,0)
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(a,b) (a,a)
(b,a)




Définition 1.2. Une stratégie pour le joueur i est une fonction o; : Q —
I'U{L} qui a chaque historique associe une action, tel que a;(h) € m;(last(h)).
On note Strat;(G) l'ensemble des stratégies de joueur ¢ sur G.

On dit qu'une stratégie est sans mémoire si I'image d’un historique h ne
dépend que du dernier état last(h). Un profil de stratégies est un couple formé
d’une stratégie pour le joueur 1 et d’une stratégie pour le joueur 2. Une ezécution
sur G associée a un profil de stratégies (a1, ag) est une partie (¢;); sur G vérifiant
pour tout k € N, a1 ((¢i)<k) = ar et aa((¢i)<k) = bi et (qx, (ak,br), qry1) € E.
Quand le jeu n’est pas déterministe un profil de stratégies peut donner lieu a
plusieurs exécutions. Si «; est une stratégie pour le joueur i, on note out(c;)
I’ensemble des exécutions possibles avec la stratégie «; fixée pour le joueur i,
out(a, ag) ensemble des exécutions possibles avec les stratégies fixées pour
les deux joueurs. Dans le cas ou le jeu est déterministe un profil donne lieu a
une seule exécution et donc out(ay, ag) contient exactement un élément.

Ezemple. Dans le jeu de I'exemple 1 une stratégie possible est :

h-A—a
a;:Sh-B—b
h-Cr—a

Cette stratégie est sans mémoire. On a :

{(

out(a, az) = {(

(B+C))*}
)}

out(a) = out(ae) A-
A.

On se donne un pré-ordre <; pour chaque joueur ¢ sur 'ensemble des parties
de G, cette relation correspond aux préférences de chaque joueur. Cette relation

peut par exemple étre exprimée en associant a chaque partie un gain réel pour
chaque joueur.

Définition 1.3. Soit G un jeu concurrent non-déterministe. On appelle pseudo-
équilibre de Nash un profil de stratégies tel qu’une des exécutions de cette stra-
tégie soit meilleure, pour 'ordre associé a chaque joueur, que toutes les exécu-
tions possibles en changeant unilatéralement sa propre stratégie. Formellement
(a1, a9) est un pseudo-équilibre de Nash si :

Yoy’ € Strat(G),Vy € out(ay’, as),v <17
37 € out(as, az) tel que { Vao' € StratggGi,Vy’ c outgal,ag’;,y’ <57
On écrira 7.4 une partie vérifiant ces conditions. Cette notion étend la notion
classique d’équilibre de Nash. Dans le cas ou le jeu est déterministe, comme un
profil de stratégies ne génére qu’une exécution, la définition correspond exacte-
ment a la définition classique d’équilibre de Nash, définie pour la premiere fois
dans [Nas50].



Exemple 2 Un jeu temporisé
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1.2 Jeux temporisés

Soit X un ensemble fini de variables, que ’on appelle horloges. Une valuation
sur X est une fonction v : X — R4. On note ]Rff I’ensemble des valuations sur
X.Sive Rf et t € Ry, on écrit v + t la valuation qui assigne v(x) + ¢ & tout
x dans X. SiY C X, on note [Y < 0]v la valuation qui assigne 0 aux horloges
de Y, et v(z) aux horloges z € X \ Y. Par extension, si W est un ensemble de
valuations, on définit [Y < 0]W de fagon naturelle. On note Ox la valuation
qui assigne 0 a toutes les horloges de X.

L’ensemble des contraintes d’horloges sur X, noté €(X), est généré par la
grammaire suivante :

gri=(@~c)lghg
avec z,y € X, ~€ {<,<,=,>,>}, et ¢ € N. On interpréte les contraintes
d’horloges sur une valuation v € ]Rf , de la facon suivante :

{v E(x~c siv(x)~c

vEgGIANG sivEg et g
On définit [g] = {v € RY | v = g}.

Définition 1.4. Un jeu temporisé est un 5-uplet G = (X, L, ly, F1, E2) ou :
— X est un ensemble fini d’horloges,
— L est I’ensemble fini des emplacements,
— lp € L est 'emplacement initial,
— Ej (resp. E3) € Lx€(X) x 2% x L est 'ensemble des transitions associées
au joueur 1 (resp. joueur 2).

Une configuration (I,v) du jeu est un élément de L X ]Rf, formé d’un em-
placement et d’'une valuation des horloges. On exprime la sémantique d’un jeu
temporisé comme un jeu concurrent infini ou :

- Q=Lx Rf , les états correspondent aux configurations du jeu temporisé,

— qo = (lo,0x) est la configuration initiale,

-~ I'=R4 x EU{L}, les actions correspondent aux choix d’un temps d’at-

tente et d’une transition,

- m;((L,v)) ={(t,e) | e = (1,9, Y, '), v+t € [g]} si cet ensemble n’est pas

vide, m;((l,v)) = { L} sinon. Les actions autorisées sont celles respectant
les contraintes sur les horloges.



On dit que le jeu est non bloquant si pour tout historique h, mj(last(h)) #
{L} ou mo(last(h)) # {L}. Dans la suite on supposera que tout les jeux
considérés sont non bloquants. Notre notion de jeu temporisé est similaire a
celle introduite par [IAFH"03]. Les deux joueurs choisissent de fagon concur-
rente combien de temps ils souhaitent attendre, c’est le joueur a avoir pro-
posé le plus court délai qui détermine la transition prise. On prend la conven-
tion que dans le cas ou les deux joueurs choisissent de faire une action au
méme moment, c’est le joueur 1 qui applique son choix. Les transitions du jeu
sont donc les ((I,v), ((t1,e1), (t2,e2)), (I',v")) tel que ey = (I, q1,Y1,1}) € En,
ea = (I, 92,Y2,l5) € Ey , (v+t1) € [g1], (v + t2) € [g2], et soit t; < o et
(l’,v’) = (l/l, [Yl — O](U + tl)), soit to < t1 et (ll,vl) = ( /2, [YQ — O](U + tg)). Le
jeu ainsi définie est déterministe.

Les définitions de chemin, stratégie, exécution et équilibre découlent donc de
celles présentées pour les jeux concurrents. Comme on a au plus une exécution
par profil de stratégie, la définition de pseudo-équilibre coincide avec la notion
d’équilibre classique.

Remarque 1.5. Dans le cas ou les deux joueurs choisissent les méme délais,
on pourrait faire le choix different que les transitions sont pris de fagcon non-
déterministe. La sémantique du jeu temporisé serait alors donné par un jeu
concurrent non-déterministe. Comme la notion d’équilibre de Nash ne s’applique
pas dans ce cas, il nous faudrait considérer une autre notion d’équilibre, comme
les pseudo-équilibres.

Dans les jeux temporisés on peut considérer des préférences basées sur une
fonction de cofit, on appelle ces jeux des jeu pondérés. On montre dans la section
suivante que ce genre de relation de préférence rend le probleme de 'existence
d’équilibre de Nash indécidable. A partir de la section 3, on se restreindra a des
préférences plus simples. La méthode que 1'on va appliquer est la suivante : si
G est un jeu temporisé a deux joueurs ou 'on veut étudier les équilibres, on va
se ramener & deux jeux a tours 17 et T, en passant par un jeu concurrent fini
R appelé jeu des régions et deux jeux concurrents finis déterministes C et Cs.
On définira a chaque fois des transformations pour passer des stratégies d’un
jeu dans un autre.

. ncurren X concurren .
Jeu temporisé Jeu concurre: ¢ Jeu/ coneurre ts Jeux & tours
non déterministe déterministes
Cq Ty
Jeux G R (02) (Tg)
TR
Chemins P v v X
71'371 0
C :
Ao : A1 s .
Stratégies o1 aq ot &)1
My K Vx



Fic. 1 — Module OK F1G. 2 — Module Add,,

2 Indécidabilité dans les jeux pondérés

Pour cette partie on considere des jeux pondérés. On se donne une fonction
sur les états cost : L — Z qui leur attribut un poids a chacun et une horloge x
distingué dans X. Le cotit d’une transition (q,v) — (¢’,v’) est définit comme
cost(q) x (v'(x) — v(z)). Le colit accumulé d’une partie est alors cost(p) =
> ien cost(pi — piy1). La relation de préférences du joueur ¢ peut par exemple
étre définit par p >; p’ & cost(p) < cost(p’).

On dira qu'une partie est finie si un seul emplacement est traversé une
infinité de fois.

On notera payoff(p) le couple (| cost(p)|, —|cost(p)|) dans le cas ol p est
finie, (400, —00) dans le cas contraire. Considérons les deux ordres suivants sur
RxR:

(d', V) <1 (a,b) & d <a
(a', V) <3 (a,b) &b <b

Les relations de préférences que nous allons utiliser pour le reste de cette section
sont définies de la fagon suivante :

p <i p' < payoff(p) <; payoft(p')

Le but du joueur 1 est de faire durer la partie infiniment longtemps, ou a défaut
de faire en sorte que le coflit accumulé soit aussi éloigné que possible de 0 a la
fin de la partie. Au contraire le but du joueur 2 est de s’approcher autant que
possible d’un cofit 0.

Le module OK met fin & une partie. Le module Add, permet d’ajouter un
entier n au poids accumulé. Dans le module Mod,, le joueur 2, qui contrdle les
transitions en pointillés, a une stratégie pour s’approcher autant qu’il le veut
du cofit 0, mais ne peut pas 'atteindre, il n’y a pas d’équilibre de Nash dans
ce jeu.

Lemme 2.1. Pour un jeu ou le joueur 2 a le choix d’aller dans Mod. au
premier coup, a l'instant O :

(01,09) est un équilibre < Vo, payoff (o), 02) = (0,0)

En suivant une idée similaire & [BBMO6], nous allons simuler une machine
a deux compteurs. Le colit accumulé va coder les valeurs des compteurs c¢; et
co par E(ci,c0) =5 — ﬁ On définit a partir du module générique Mod,,,



F1Gg. 3 — Module Mod, F1G. 4 — choix entre G et Mod,

21 119
/
q1 qto q2

FiG. 5 — Module Mod,,

les modules : Inc(cl) = Mods qui sert a incrémenter la valeur du compteur
c1, Inc(ca) = Mods qui incrémente co, Dec(c1) = Modis qui décrémente cq,

Dec(c2) = Modig qui décrémente ca.
Considérons les stratégies o1 et o9 :

0,e2) si cost(h) =0
0,71) sinon
0,e4) si cost(h)=5

0,i3)  sinon

Ul(h'Qto) = {

(
(
Ul(h‘Qt5) = {E o

si cost(h) =5 —

si cost(h) =5 —

F1G. 6 — Module Test(c; = 0) Fi1a. 7 — Module Test(c; > 0)



0, Dec ) sinon

,€6)  sinon

Lemme 2.2. En partant de la configuration (1,0,5 — e) dans Mod,, avec 0 <
n-e <30
— une partie avec la stratégie o sort en OK avec un gain strictement positif
ou sort de q3 avec un coit de 5 — &£
— une partie avec la stratégie oo sort en OK avec un gain nul ou sort de q3

avec un coit de 5 — %

Lemme 2.3. En partant de la configuration (1,0,5 — e) dans Test(c; = 0)

- sie= 3i une partie avec la stratégie oo sort en OK avec un poids 0
-sie # Sik toute partie sort en OK avec un poids strictement positif ou

boucle infiniment

Lemme 2.4. En partant de la configuration (1,0,5 — e) dans Test(c; > 0)

- sie= m avec ko > 0 une partie avec la stratégie oo sort en OK avec
un poids 0

- sie # ﬁ pour tout ko > 0 toute partie sort en OK avec un poids

strictement positif ou boucle infiniment

Lemme 2.5. En partant de la configuration (1,0,5 — e) dans Cond(c; = 0)
— une partie avec la stratégie oo sort en OK avec un poids 0 ou avec un
poids inchangé en py si e = 3% , EN P2 St e = ﬁ avec kg > 0
— une partie avec la stratégie o1 sort en OK avec un poids strictement positif
ou boucle a Uinfini , ou sort en p1 si e = 3%, en py Si e = avec
ko >0

3k1 _2k2

,e5) sicost(h) =5 — &=

b2
0,i5) si cost(h) =4
0, Dec ) sinon
,i6) si cost(h) =5 — &

30



Proposition 2.6. L’existence d’équilibre dans les jeux temporisés pondérés a
une horloge est indécidable.

Démonstration. Soit M une machine a deux compteurs, on simule les opéra-
tions incrémentations du premier compteur (resp. second) par le module Inc(c;)
(resp. Inc(cg)) et les opérations de décrémentations en connectant les modules
correspondants au module Cond(c;) ou Cond(cz). On place également le mo-
dule Mod, au tout début du jeu en laissant le choix au joueur 2 d’y entrer ou
d’aller dans les modules simulant la machine & compteurs.

Si la machine ne termine pas, par les résultats démontrés plus haut pour
toutes les stratégies du joueur 2 , avec la stratégie o1 pour le joueur 1, soit
I’exécution de la machine est correctement simulée auquel cas la partie ne
termine pas et le payoff est (400, —00) , soit la machine n’est pas correcte-
ment simulée et la partie se termine avec un payoff strictement positif. Ainsi
Vol payoff (o1, 04) <2 (0,0), d’apres le lemme 2.1 il ne peut pas y avoir d’équi-
libre

Si la machine termine, avec oy la machine est correctement simulée, il n’y
a donc pas de partie infinie, et si I’on termine en OK c’est avec un cofit de 0.
Vo1, payoff (o7, 02) = (0,0) donc par le lemme 2.1, (01, 02) est un équilibre

On a réduit 'arrét de la machine a deux compteurs a ’existence d’un équi-
libre dans un jeu temporisé pondéré a une horloge. O

3 Passage d’un jeu temporisé a un jeu concurrent
fini

Dans le cas des jeux pondérés, nous avons montré I'indécidabilité de 'exis-
tence d’équilibre de Nash, nous allons donc maintenant nous restreindre a des
préférences plus simple. Dans la suite nous supposerons que les préférences
des joueurs ne dépendront que des régions traversées. Nous commencons par
quelques rappels sur la notion de région dans un jeu temporisé, pour ensuite
décrire la construction, basé sur les régions, que nous utilisons pour passer a un
jeu concurrent fini.

3.1 Rappel sur les régions

Pour chaque horloge =, on prend une valeur M, € N représentant la plus
grande valeur « pertinente » de I’horloge z, c’est a dire le plus grand entier ¢
apparaissant dans une contrainte x ~ ¢ de G. Pour ¢ € R4, |t] représente sa
partie entiere et frac(t) sa partie fractionnelle.

Définition 3.1. Deux valuations d’horloges sont dites équivalentes, ce que ’'on
note v ~ v’, si, et seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites :
— pour tout z € X, soit |v(x)] = |[v/(z)] soit v(z) et v'(x) sont tout les
deux plus grand que M, ;
— pour tout z,y € X avec v(z) < M, et v(y) < M,, frac(v(z)) < frac(v(y))
si et seulement si frac(v'(z)) < frac(v/(y)) ;
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— pour tout x € X avec v(x) < M, frac(v(xz)) = 0 si et seulement si

frac(v'(z)) = 0.
La relation d’équivalence = est étendue aux configurations :

(I,v) = (I',0") si et seulement si | = 1" et v &'

On D’étend aussi aux chemins : ((1;,v;)); = ((I},v})); si et seulement si ils ont la

méme taille m et Vi < m, (l;,v;) = (I}, v}). Une classe d’équivalence pour = est
appelée une région. On écrit [(I,v)] la région contenant (I,v), et 2R I'ensemble
(fini) de ces régions. Le successeur immédiat est une fonction partielle succ :
R — R définie par succ(r) = 7’ si v’ # r et il existe (l,v) € r et t € Ry tel
que (LLv+t)er et VO <t <tona (l,v+t)€ruUr.On écrit succ’ le i-éme
itéré de succ et on notera r; < ro s'il existe i € N, tel que 7 = succ’(r), on
dit dans ce cas que 7y est un successeur de 1. On écrit aussi r1 < ro sir; < ro
ou r1 = re. Une région r est dite ouverte si 3t € R,,v € r,v +t € r, c’est une
région ou 'on peut laisser s’écouler le temps.

3.2 Transformations en un jeu concurrent non-déterministe

Etant donné un jeu temporisé G = (X, L,ly, E1, Eo) on définit le jeu concur-
rent R = (Q, T, qo, E) appelé jeu des régions :

- Q=LxNR
— F:(mU{L}) X (E1UE2)
= qo = [(lo, 0x)]

Les actions autorisées sont les couples formés d’une transition partant de 1’état
courant et d’une région successeur de la région courante vérifiant les contraintes
de cette transition.

ml(l,r) :{(T‘l, (l,gl,Yl,ll)) ER X E; ’ r<riAry C [[gl]]} U {(L, (l,gl,Yl,ll)) S {L} x | r C [[gl]]}
mQ(l,T) :{(7‘2, (l,927Y2,l2)) € R x Ey ’ r<1r9Ar9 C [[gz]]}

L’ensemble des actions autorisées est different pour les deux joueurs car comme
le joueur 1 a la priorité, lorsqu’il décide de faire une transition sans délai, le
joueur 2 ne peut rien faire pour I’en empécher, c’est pour cela que 'action ¢ a
été ajouté. La relation de transitions est définie de la maniere suivante :

Transitions immédiates Lorsque le joueur 1 décide de prendre une transi-
tion sans délai, ¢’est nécessairement celle 1a qui est prise. Soit e; = (I, g1, Y1,11)
tel que (¢,e1) € my(l,r)

Va € mo(l,r) , alors ((I,7), ((¢,e1),a), (I1,[Y1 < 0]r)) € E. (1)
Transitions concurrentes Lorsqu’a partir d’un état les deux joueurs peuvent
choisir une transition, le joueur a proposer le plus court délai a la priorité. Si

ri,e1r = (I, 91,Y1,01) tel que (r1,e1) € my(l,7), et r2,e2 = (I, g2, Y2,12) tel que
(rg,€2) € ma(l,r),

siry <wrg, alors ((I,7),((r1,e1), (r2,e2)), (l1, [Y1 < 0]r1)) € E; (2)
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Exemple 3 Passage d’un jeu temporisé a un jeu concurrent fini

r=1,c

Fi1Gc. 9 — Jeu temporisé G Fi1G. 10 — Jeu des régions R

siry >y, alors ((I,7), ((r1,e1), (r2, e2)), (I2, [Yo < 0]r2)) € E; (3)

si 71 = 1o et 71 ouvert, alors ((I,7), ((r1,e1), (r2,e2)), (l2, [Ya < O]r2)) € E.

(4)

Transitions a tour Quand seul un des deux joueurs a un mouvement auto-
risé, c’est lui qui détermine la transition a prendre.

siri,er = (1,91, Y1, 1) tel que (r1,e1) € mi(l,r),ma(l,r) = {L}, 5)
alors ((1,7), ((r1,e1), L), (I1,[Y1 < 0]r1)) € E;

si ro,ea = (I, g2, Ya,l2) tel que (ro,e2) € ma(l,r),mi(l,7) = {L}, (6)
alors ((1,7), (L, (re,e2)), (l2,[Yo < 0]r2)) € E.

Bien que le jeu temporisé définisse un jeu concurrent infini déterministe, le
jeu fini obtenu n’est pas forcement déterministe, on peut avoir deux transitions
étiquetées avec les mémes actions a cause des regles (2) et (4). Par conséquent
un profil de stratégies peut donner lieu a plusieurs exécutions.

Remarque 3.2. Si on considérai les jeux ou les transitions sont prises de fagon
non déterministe dans le cas on les deux joueurs proposent les méme délais, et
ou l'on cherche les pseudo-équilibres, on pourrait obtenir les mémes résultats
que ceux qui vont suivre en modifiant légerement les régles a utiliser. La regle
(1) devient inutile, la regle (2) est gardé, la regle (3) devient symétrique de la
précédente car les deux joueurs ont maintenant des roles completement symé-
trique, la régle (4) devient inutile car c’est un sous cas de la précédente, les
régles (5) et (6) sont inchangés.
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Ezxemple. L’exemple 3 illustre le passage d’un jeu temporisé a un jeu concurrent.
Il y a une horloge : X = {z}, et la constante maximale apparaissant dans les
contraintes est 1. Il y a 4 régions a considérer :

ro={z|z=0} rm={z]0<z<1}
ro={z|z=1} rs={z|xz>1}

Dans la figure 10, seul les états accessibles du jeu des régions sont représentés.
Le jeu obtenu n’est pas déterministe car deux arétes différentes sont étiquetées
par (r1,a), (r1,b).

On définit la projection des chemins du jeu temporisé sur les chemins du
jeu concurrent WR((liyvi)iSn) = ([(ll,vl)])lgn

On suppose que les relations <; dépendent seulement des régions visitées et
donc on peut définir les préférences sur le jeu des régions par 7r(p) <; 7r(p’)
p<ip

Proposition 3.3. Il existe un équilibre de Nash dans le jeu temporisé si et
seulement si il existe un pseudo-équilibre de Nash dans le jeu des régions cor-
respondant.

Pour démontrer la proposition, on va procéder en établissant des relations
entre les stratégies dans les deux jeux.

3.2.1 Du jeu temporisé vers le jeu concurrent

On commence par définir une transformation des stratégies sur le jeu tempo-
risé vers les stratégies sur le jeu concurrent correspondant. Cette transformation
est paramétrée par une partie p dans le jeu G. On la notera A,,.

On se donne un représentant dans le jeu temporisé, choisi arbitrairement,
pour chaque historique du jeu des régions, si v est un historique dans le jeu R,
on définit ce représentant par :

R (y) = p tel que r(p) = 7.

Etant fixée la partie p, on veut choisir de maniere plus spécifique ce représentant,
de sorte que l'image du projeté de p soit exactement p. On note 77351(7) le
représentant de v que 1’on choisit, et ’on suppose que :

ﬂngl(wR(h)) = h si h est un préfixe de p

On peut remarquer que FR(WRP_I(’Y)) = ~ pour tout historique ~.

Pour un historique v dans le jeu concurrent, la transformation d’une stra-
tégie est définie de maniére a correspondre a la stratégie dans le jeu temporisé
sur le chemin représentant précédemment défini. En particulier sur le chemin
dans le jeu des régions correspondant au parametre p, on doit prendre les déci-
sions qui correspondent a celles prise le long du chemin p. Soient o1 et oy des
stratégies pour les deux joueurs dans le jeu temporisé. On définit les stratégies
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Ap(01) et A\p(o2) dans le jeu concurrent R comme suit :

(¢,e1) si o1(mr, (7)) = (0, €1)
Mo(01)(7) = { ([v+di],e1) sioi(mr, (7)) = (di,e1) avec di > 0 et last(ng, ' (7)) =
1 si 0'1(71']:,5;1(’}/)) =1
" _ ([v+da],e2) sioa(mr, (7)) = (d, e2) et last(rr, ' (7)) = (I,v)
AP( 2)(7) {J_ si 0'1(7TR;1(’Y)) -

On se donne également deux fonctions partielles, f : RX x % — R tel que
pour toutes valuation v et région r, v+ f(v,r) € r, et fy tel que v+ fy(v,7) €7
et fy(v,r) > f(v,r) si v est une région ouverte, fi(v,r) = f(v,r) sinon. Ces
fonctions nous donnent une valeur de temps d’attente pour atteindre la région
r désirée en partant d’une valuation v.

Le premier lemme établi que, étant fixée une stratégie pour un des joueurs,
toute partie compatibles avec la transformation correspond a une partie qui
était compatible avec la stratégie original. On obtient donc pas plus d’exécutions
apres transformation.

Lemme 3.4. out()\,(01)) C mr(out(o1)) et out(A,(o2)) C mr(out(o2))

Le lemme suivant montre que la transformation définit nous permet d’ob-
tenir la projection d’une exécution désiré particuliere.

Lemme 3.5. p € out(oy,02) = 7r(p) € out(A,(01), Ap(02))

Proposition 3.6. Soit (01,02) un équilibre de Nash dans G. Alors, en posant
Peq = out(o1,02), (Ap,(01), Ao, (02)) est un pseudo-équilibre de Nash dans R.

Démonstration. Soit {peq} = out(o1,02) et supposons que (o1, 02) est un équi-
libre de Nash dans le jeu temporisé. Par le lemme 3.5 Tr(peq) € out(A,,, (01), Ap,, (02)).
Si dag € Strata(R),out(M,,,(01),a2) >2 TR(peq), par le lemme 3.4 on sait
Jp’ € out(o1), p' >2 p, il y a contradiction avec le fait que (o1, 02) soit un équi-
libre. Ainsi, si (01, 02) est un équilibre de Nash alors ()., (01), A, (02)) est un
pseudo-équilibre de Nash. O

3.2.2 Du jeu concurrent vers le jeu temporisé

On va maintenant définir une transformation des stratégies dans le jeu des
régions vers les stratégies du jeu temporisé. Comme précédemment cette trans-
formation sera paramétrée par une partie v du jeu des régions. Le paramétre
~ est utile dans le cas ot il y a du non déterminisme : on fait jouer d’abord le
joueur qui controle la transition qui a été prise dans la partie 7. On définit u.,
par :

— si ay(mr(h)) = L alors py(a;)(h) = L;

— sl a;(mr(h)) = (1, €;) alors py(cy)(h) = (0,€;);

— si mr(h) = v<j, Y=j — Y=j+1 alors

si e est une transition qui a été obtenu par une des regles (1), (2) ou (5),
c’est & dire qu’elle correspond au cas ou le joueur 1 a voulu jouer plus tot,
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pry(a2)(h) = (f+(v,72), €2) ot aa(mr(h)) = (Tz,ez)
si e a été obtenu par une des regles (3), (4) ou (6), py(a1)(h) = (f4(v,r1),€1)

ou aj(mgr(h)) = (r1,e1)
— sinon iy (a;)(h) = (f(v,74), €;) ot cyi(wr(h)) = (14, €;).

Lemme 3.7. La composition des deux transformations que l'on a définies est

lidentité pour les stratégies sur le jeu concurrent A, o p~, = id. Mais ce n’est
pas le cas dans l'autre sens.

La transformation permet d’obtenir la projection d’une exécution désiré.
Lemme 3.8. v € out(a, ) = mr(out(py(a1), py(a2))) =7

Toutes les parties compatibles avec la transformation d’une stratégie, cor-
respondent a des parties compatible avec la stratégie de départ.

Lemme 3.9. mr(out(uy(a1))) € out(ay) et mr(out(py(az))) C out(ae)

Proposition 3.10. Si (a1, az) un pseudo-équilibre de Nash, alors (ji,, (1), fiy,, (02))
est un équilibre de Nash.

Démonstration. Grace au lemme 3.8, {yeq} = mr(out(py,, (1), iy, (a2))). Si
3p € out(piy,, (1)), p >2 Yeq Par le lemme 3.9, 3" € out(a1),y" = 7r(p) >2 Veq,
Yeq € peut pas étre un équilibre. Donc si (aq, ag) est un pseudo-équilibre de
Nash, alors (fi+,, (1), fiy., (2)) est un équilibre de Nash. O

4 Passage d’un jeu concurrent a deux jeux concur-
rents déterministes

Définition 4.1. A partir d’un jeu concurrent non-déterministe R = (@Q,T, q0, (m1,m2), E),
on définit deux jeux concurrents déterministes C; = (Q, T, qo, (mi, m3), E)

et Cy = (Q,T2, qo, (m},m3), E?). Dans chacun des deux jeux, I'un des deux

joueurs aura plus de pouvoir que 'autre, dans le sens que lorsqu’il y avait

du non-déterminisme c’est sa décision qui déterminera la transition a prendre.

' =T? = (I' x {1,2}) UT. Les relations de transitions sont définies de la

maniére suivante :

— Dans le cas ot l'on a du non-déterminisme, c’est a dire (g, (a,b),q1) €
E,(q,(a,b),q2) € E avec g2 # ¢q1. Par la construction du jeu concurrent
dans la partie précédente on a au plus deux transitions avec les mémes
étiquettes.

(Q7((a> 1)7b)>Q1) € El (q, (a, (b, 1)),q1) S E2
(qv ((a’ 2)a b)v QZ) € El (q, (CL, (b, 2)),(]2) € E2

— Sinon si (¢,a,b,q') € E alors

(¢,((a,1),b),¢) € E! (¢, (a, (b,1)),q) € E
(¢,((a,2),b),¢) € E' (¢, (a, (0,2)),q) € B
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Les actions autorisées sont :
1 ml(Q) X {1’2} si H(q,a,b, q1)7(qa a, vaQ) € Ea q2 #Q1
mi(q) = .
mi(q) x {1} sinon

ms(q) = ma(q)
mi

(q) = ma(q)
mz(q) _ {mg(q) x{1,2} si3(q,a,b,q1),(q,a,b,q2) € E,q2 # 1
2 ma(q) x {1} sinon

On définit une transformation p des stratégies du jeu C; vers celles du jeu
R, comme suit :

(o) (7) = a ot of*(y) = (a,0)
ol =a

27

; C_; . .
Gi et a; " dans les jeux C; et C_; respectivement,

On dit que les stratégies o

sont communes lorsque ,u(aici) = ,u(aic_i). On dit que deux profils (a{*, aS?) et
(alcz, ag %) sont communs lorsque leurs exécutions donnent le méme chemin et
que les stratégies aicl et aiCQ sont communes. On dit que ces deux profils forment
un équilibre commun lorsque ce sont des profils communs et qu’ils sont tout les
deux des équilibres dans leurs jeux respectifs. Pour la lisibilité, on notera out;

les exécutions dans le jeu C;.

Proposition 4.2. 1] existe un pseudo-équilibre de Nash dans le jeu concurrent
non-déterministe, si, et seulement si, il existe un équilibre commun aux deuz
Jeux déterministes.

Soit v une partie dans R, on définit les transformations )\gl et /\g2 sur les
stratégies par
— pour un préfixe y<; de v

AT () (v<i) = (a1, d) A2 () (r<i) = m
A (02) (<i) = a2 A2 (2) (y<i) = (ag, d)
tfel que (v=;, ((a1,d), az),v7=i+1) € E* et (v=;, (a1, (az,d)),y=i+1) € E?
AT ) (Y) = (a(v), 1) AT ) () = ar(v)
AT (a2) (7)) = az(Y) AT (a2)(7) = (a2(v),1)

Remarque 4.3. La composition dans un sens des deux transformations est égale
a lidentité :

J7Re )\g =1id
Remarque 4.4. Dans le jeu ou 'avantage est donné au joueur ¢, la transformation
)\g" ne modifie pas la stratégie de I'autre joueur, et par conséquent la stratégie
obtenue ne dépend pas du parametre 7y :

Ci N — oy Ci Ny — \Gi .
Ay (i) = a—; V’%V/»)w (i) = AJ/ (i)
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Exemple 4 Passage d’un jeu concurrent a un jeu concurrent déterministe

(Th a)? (7“1, b)
(r27 a’)v (rlv b)

(T27 a)? ((T27 b): 1)

Fig. 13 — Jeu Cy

Dans le jeu des régions (A, 79) est un point de non déterminisme, car on a deux
transitions étiquetés par (r1,a), (r1,b), on fait disparaitre ce non-déterminisme
dans les jeux C; et C2 en dupliquant cette transition.

Pour prouver la proposition 4.2, nous allons commencer par quelques lemmes
préliminaires.
Le premier lemme montre que la transformation des stratégies du jeu des
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régions vers les jeux déterministes, quand elle est paramétrée par une partie du
jeu, nous permet d’obtenir cette méme partie.

Lemme 4.5. Si~y € out(ay,az) alors
out1 (A" (1), A" (a2)) = outa(AS2 (1), AS? (a2)) = {+}

Le lemme suivant signifie qu’a ’exécution d’un profil dans un des deux jeux
déterministes correspond une des exécutions possibles du profile associé dans le
jeu des régions.

Lemme 4.6. o (resp. oS") étant une stratégie du joueur 1 (resp. joueur 2)
dans le jeu C;, on a :
outy (o, a§") € out(u(al"), u(a§)

C C C C!
OUt2(a1 % g ?) C OUt(M(Oﬁ *), #(042 )

~—

Etant fixé une stratégie pour le joueur 1, Pensemble des parties possibles est
le méme dans le jeu 2 ou le deuxiéme joueur a ’avantage. Le joueur 2 conserve
les mémes possibilités pour changer 'issue de la partie.

Lemme 4.7. out(ay) = outg()\g2 (1)) et out(ag) = outl()\gl (a2)).

Le lemme suivant illustre la méme chose pour la transformation dans I'autre
sens.

Lemme 4.8. out(u(a$?)) = outs(at?) et out(u(as?)) = outy(as?).

Soit (a1, az) un pseudo-équilibre dans R, 7., une exécution correspondante,

par le lemme 4.5, on a outl()\%q(al),)\%q(cm)) = {7eq}. S'il existe a;’ tel

que outl(al’,/\%q(ag)) = {7} avec v >1 74 alors par le lemme 4.7, 3y €
out(ag),y >1 7eq ¢’est absurde. S'il existe a5 tel que outl()\%q (a1),05") = {7}
avec 7y >o g alors par le lemme 4.6, v € out(ay, u(a$™)) c’est absurde. Donc
si (a1, a2) est un pseudo-équilibre alors ()\Selq (al),)\gelq (a2)) est un équilibre
pour le jeu C7. De méme si (ag,a2) est un pseudo-équilibre dans R alors
(A%(al),)\%(ag)) est un équilibre pour le jeu Cy. Comme par la remarque
4.3, p(AS1 (o)) = p(AE2 (an)) et u(ACT (ag)) = (A2 (o)) c’est un équilibre

Yeq ! Yeq Yeq Yeq
commun aux deux jeux.
Soit (o, aSh), (a2, aS5?) un équilibre commun aux jeux C) et Cs, po-

sons (a1, 02) = (u(ay?), m(ag")) et {7} = outy(ai”, a5") = outa(a;?, a5?)

out(ay, ay). Si il existe o} et 7/ € out(ay/, u(aS)) tel que v/ > ~ alors par le
lemme 4.5, {7} = outl(A,(y’:l(al’), A,(;:l(ag)) = outl(A,(y’:l(al’), aS) grace A la re-
marque 4.4, 7' € outy(aS?), 4/ >1 7 est absurde. Donc si (1, a§"), (a2, a5?)
est un équilibre commun pour les jeux C; et Cy alors (aj,a2) est un pseudo-

équilibre.
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5 Passage a un jeu a tour

Lemme 5.1. Les jeux concurrents C et Co vérifient la propriété suivante pour
tout états q : l’ensemble mi(q) Uma(q) des actions possibles a partir de q est
munit d’un ordre total noté > vérifiant les conditions suivantes :

- Va € mi(q),3¢ € Q,Yb € ma(q),b > a = (q,(a,b),q) € E

- Vb e ma(q),3¢ € Q,Ya € mi(q),a > b= (q,(a,b),q) € E

On notera sp(q) I’élément minimal de m;(q) U ma(q), succy(a) = min{b €
m1(q) Uma(q) | b > a}, sq; = Succfl(so(q)).

Définition 5.2. A partir d’un jeu concurrent C vérifiant la propriété précédente
on définit un jeu a tour T' = (@', I”, (m, m5), E'). Dans chaque état on énumere
les actions possibles dans I'ordre mentionné précédemment. Le joueur concerné
par I’action, décide de 'effectuer ou non. Lorsqu’il décide de la faire, la propriété
vérifié par 'ordre sur les actions nous assure que 1’on a pas besoin de connaitre
la décision de l'autre joueur pour savoir dans quel état ’exécution se poursuit.
- Q' ={(g,8) g€ Q,s emi(q)};
- I"=Tu{d};
— Si s ¢ m;(q) alors m}(q,s) = {L};
si s € mi(q) alors s € ml(q,s);
si s € m;(q) et s # maxm;(q) alors § € ml(q,s);
— Si (¢, (a,b),q') € E et a < b alors ((q,a), (a, L), (¢, s0(¢))) € E;
(¢;(a,b),q') € E et a > b alors ((q,b), (L,b), (¢, 50(¢'))) € E';
a € mi(q) \ {maxmi()} = ((¢,a), (5, 1), (q,5ucc(a))) € E';
b€ ma(q) \ {maxma(q)} = ((q,b), (L, 6), (g, succ(b))) € E".

On définit une projection du jeu a tour 7" vers le jeu concurrent 7(x.(q, so) - - - (¢, $;)) =
m(x)-q. La relation de préférence dans T' est donné par le relation de préférence
dans le jeu concurrent sur les projections des chemins : y <; X’ < 7(x) <; 7(x')-
Pour la lisibilité, on notera outc les exécutions dans le jeu C' et outy les exécu-
tions dans le jeu T

Proposition 5.3. Il y a un équilibre de Nash dans le jeu concurrent, si, et
seulement si, il y a un équilibre de Nash dans le jeu a tours.

On définit les transformations sur les stratégies

a sim;(last(x)) = {a}
T(i)(x) = a sinon et si a;(m(x)) = a et last(x) = (q,a)
0  sinon et si § € m;(last(y))

min {s; | Bi(x<k - (q,51)---(q,85)) = 55} si Ik, x< = 7(7)
min {55 | 3k, X' € outc(B;), m(xe) =7 et Gi(xer - (@:51)+ (¢.57)) = 5, } sinon

v (Bi) () = {

On montrera plus exactement que si (1, 32) un équilibre, alors (vy,, (51), Vx.,(52))
est un équilibre. Et si (a1, a2) est un équilibre, alors (7(aq), 7(c2)) est un équi-
libre.

Le passage par le jeu a tour en utilisant ces transformations ne modifie pas
la stratégie.
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Lemme 5.4. v, o7 =id

Les parties compatibles avec la transformation d’une stratégie sont les pro-
jections de parties compatibles avec la stratégie dans le jeu a tours.

Lemme 5.5. Si x € outy(51) alors outc(vy(61)) C w(outr(51)).

Les deux lemmes suivants montrent que ’on peut obtenir une exécution
dans un jeu, qui correspondent a une exécution particuliere dans ’autre jeu.

Lemme 5.6. Sioutr(01,62) = {x} alors outc(vy(61), vy (62)) = {m(x)}.
Lemme 5.7. 7(outy(7(a1),7(a2))) = oute(ar, ag).

Soit (a1, a2) un équilibre, on montre que (7(a1),7(ca2)) est un équilibre.
Posons {x} = outp(r(a1),7(a2)), {X'} = outp(r(a1),55) , par le lemme 5.7,
{m(x)} = outc (a1, az), par le lemme 5.6, {m(x')} = outc(vy (7(1)), vy (53)),
en utilisant le lemme 5.4, {w(x')} = outc(aq, vy (65)) donc 7(x’') € oute (o).
Si x' >9 x alors 7(x') >2 m(x) absurde car le joueur 2 ne doit pas pouvoir
améliorer son gain pour une stratégie de joueur 1 fixée.

Soit (1, 32) un équilibre, x tel que outp(F1,F2) = {x}. on montre que
(v (B1), vy (B2)) est un équilibre. Posons {7} = outc(vy(61), vy (62)), {7} =
outc(vy(B1), ab). Par le lemme 5.6, v = 7(x), par le lemme 5.5, 7' € 7(outr(7(vy(61)))),
et donc par le lemme 5.4 4" € w(outy(51)). Siy' >9 v alors Iy’ € outr(51), X' >2
x absurde car le joueur 2 ne doit pas pouvoir améliorer son gain pour une stra-
tégie de joueur 1 fixée.

6 Cas de jeux qualitatifs

On s’intéresse aux cas ou les objectifs sont qualitatifs. Les relations de pré-
férences peuvent étre définies & partir de fonctions p; : QY — {0; 1} tel que p >;
P < pi(p) > pi(p'). Soit (o1, 02) un profil de stratégies, et {p} = out(oy, 02).
On notera payoff(p) le couple (p1(p),p2(p))-

Lemme 6.1. Si payoff(p) = (1,1) alors (01,02) est un équilibre

Lemme 6.2. Si il y a un équilibre avec gain (1,0) dans le jeu Co, il y en a un
avec méme gain dans le jeu C.

Remarque 6.3. De ce lemme on peut déduire une maniere de calculer les stra-
tégies gagnantes dans le jeu temporisé, dans le cas classique ou 'on considére
toutes les exécutions possibles de la stratégie. En effet, on consideére le jeu ou le
gain du joueur 2 vaut 1 si celui du joueur 1 vaut 0 et inversement. Si le joueur 1
a une stratégie gagnante dans GG, associé a une stratégie du joueur 2, elle forme
un équilibre (1,0), et d’apres le lemme précédent il nous suffit de trouver cet
équilibre dans le jeu Cs.

On introduit la notion d’attracteur, un état est dans attracteur d’un joueur
si a partir de cette état, ce joueur possede une stratégie lui permettant d’obtenir
un gain de 1 quel que soit la stratégie de ’adversaire

Attrl = {q € Q; | 367" € Strat1(T}),VG3" € Strato(T}), payoff(B1, 82) € {(1,0); (1,1)}}
Attrat = {qg € Q; | 363" € Straty(T}),VG1" € Strat,(T}), payoff(B1, 82) € {(0,1); (1,1)}}
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On définit également une notion complémentaire

Attr, = {q € Qi | 36T € Straty (T}), V53 € Strata(Ty), payoff (51, 62) € {(1,0); (0,0)}}
Attry = {q € Q; | 365 € Strato(T3), Y47 € Strat (T3), payoff (1, B2) € {(0,1): (0,0)}}

Les jeux a tours a somme nulles sont déterminés [Mar75], donc
T; T ot T;
Attry" W Attry, = @ Attr; WAttty = Q;

Lemme 6.4. On a un équilibre avec gain (0,0) dans le jeu G si et seulement
— T T
si (i,50(i)) € Attry' N Attr;” ow i est I’état initial de R.

Conclusion

Le premier résultat obtenu est un résultat d’indécidabilité de I'existence des
équilibres de Nash dans le cas général. Conscients de cette limitation nous nous
sommes restreint a des jeux avec des objectifs plus simple, pour lesquels les
relations de préférences ne dépendent que des régions traversées. Pour ces jeux,
nous avons obtenu une réduction vers des jeux a tours. Il nous reste a calculer
effectivement les équilibres a partir des jeux obtenus. On a vu que dans le
cas purement qualitatifs, on obtient des méthodes de calcul assez simples. Dans
des cas plus généraux, il faudra probablement calculer les équilibres communs, &
I’aide de technique a base d’automates d’arbres par exemple. Il serait également
intéressant de regarder si les résultats obtenus peuvent se généraliser a des
jeux comportant plus de deux joueurs. Il parait aussi possible d’améliorer la
réduction avec des raffinements de la construction des régions. On pourrait
ainsi utiliser la réduction sur des jeux avec des objectifs un plus quantitatifs.
Enfin, d’autres notions d’équilibres paraissent intéressantes a étudier, comme
la notion d’équilibre parfait de sous-jeu.
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A Preuves des lemmes

Lemme 2.1. Pour un jeu ou le joueur 2 a le choix d’aller dans Mod. au
premier coup, a l'instant 0 :

(01,02) est un équilibre < Vo, payoff(a], a2) = (0,0)

Démonstration. Si Vo, payoff(c],02) = (0,0) alors comme la deuxiéme com-
posante du gain est toujours négative Vol payoff(o1,05) <o (0,0), on a que
(01,02) est un équilibre.

Gréace au module Mod, Ve > 0, 30}, payoff (o1, 04) >2 (¢, —€) donc si (o1, 02)
est un équilibre alors payoff(o1,02) = (0,0). Comme (01,02) est un équilibre,
Vo payoff (c},02) <1 payoff(o1,02) = (0,0) donc Vo payoff(a], o2) = (0,0).

U

Lemme 2.2. En partant de la configuration (/,0,5 — e) dans Mod,, avec
0<n-e<30
— une partie avec la stratégie o1 sort en OK avec un gain strictement positif
ou sort de g3 avec un cofit de 5 — %*
— une partie avec la stratégie oy sort en OK avec un gain nul ou sort de g3

avec un coit de 5 — %

Démonstration. Soit o} une stratégie pour joueur 1 , la partie (o}, 02) arrive
en g, avec un cott nul. Si of(h) = (¢,41) ou si o} (h) = (t,e2) avec ¢t > 0, alors
la partie se poursuit en OK et le payoff est de (0,0). Sinon of(h) = (0, e2) on
poursuit I’exécution avec un cotit a 0 et I’horloge a 5f;e. On arrive alors g, avec
un coiit a 5, si of(h) = (t,i3) ou si oj(h) = (t,eq4) avec t > 0, alors la partie
se poursuit en OK et le payoff est de (0,0), sinon o} (h) = (0,e4), on poursuit
I'exécution avec un cofit a 5 et 'horloge a 1 — & . On sort ensuite de g3 quand
I'horloge est a 1, et le cofit est donc a 5 — ¢

Soit %, une stratégie pour joueur 2, si la partie (o1, 0%) arrive en gy, avec un
cotit non nul alors on arrive en OK avec un poids strictement positif, sinon la
partie se poursuit en ¢o. Si on arrive en ¢, avec un coit different de 5 on va en
OK avec un payoff strictement positif, sinon I'exécution se poursuit et on sort

finalement de g3 avec un poids de 5 — £ O
Lemme 2.3. En partant de la configuration (/,0,5 — e) dans Test(c; = 0)
—sie= 3% une partie avec la stratégie og sort en OK avec un poids 0
—sie# 3% toute partie sort en OK avec un payoff strictement positif ou
boucle infiniment

Démonstration. Si e = 1 alors la partie avec o9 arrive directement en OK avec
e poids a zéro. Sinon e = = on passe en Dec(c2) et d’apres le lemme 2.2 on
le poid S 3k1+1 p D 2) et d’apres le 1 2.2
en sort soit en OK avec un colit égal a zéro, soit on revient avec un coit de
— =, par récurrence on finit par arriver en avec un cotit a 0.
5— 35, P finit p OK tao0
ie# z,si0 = (¢, e5) on sort avec un payoff strictement positif, sinon
S o> si oh(h t, t yoff strict t positif,
ab(h) = (t,dec) par le lemme 2.2, soit on sort en OK avec un colit strictement
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positif, soit on revient avec colit 5 —3-e # 5 — 3%, donc les seules possibilités

sans boucler infiniment sont a cotit positif. O

Lemme 2.4. En partant de la configuration (/,0,5 — e) dans Test(c; > 0)

—sie= m avec ko > 0 une partie avec la stratégie o9 sort en OK avec
un poids 0
—sie# m pour tout ko > 0 toute partie sort en OK avec un poids

strictement positif ou boucle infiniment

Démonstration. Sie = m avec ko > 0, on entre en s1 en suivant la stratégie
o9, d’apres le lemme 2.2 on en sort en OK avec un cotit a zéro ou on revient
en sp avec e = W et ko — 1 > 0, par récurrence en suivant la stratégie oo
soit on sort en OK avec un coiit 0 soit on finit par avoir e = 3%1 et on passe en
8o, d’apres le lemme 2.3 on finit par arriver en OK avec un cofit 0.

Sie # m pour tout ke > 0, et si la stratégie de joueur 1 est o1 en
s1 soit on sort avec un cofit strictement positif soit on décrémente ko, alors
e # ﬁ pour tout ko > 0, en allant en s on sort avec un cofit strictement
positif d’apres le lemme 2.3 et en restant dans s; on aura toujours soit cette
propriété e # m,
strictement positif. O

donc soit on boucle a 1’'infini soit on sort avec un cofit

Lemme 2.5. En partant de la configuration (1,0,5 — e) dans Cond(c; = 0)
— une partie avec la stratégie o9 sort en OK avec un poids 0 ou avec un
poids inchangé en p; si e = 3% ,en po si e = ﬁ avec ko > 0
— une partie avec la stratégie o1 sort en OK avec un poids strictement positif

< 19s . | o 1
ou boucle a I'infini , ou sort en p; sie = 35, €N P2 Sl € = oo avec ko >0

Démonstration. Sie = 3% la stratégie oo nous emmene dans ’état to , joueur 1

peut ensuite aller sur le module T'est(c; = 0) et d’apres le lemme 2.3 on arrive
en OK avec un cotit nul, sinon il sort en py.

Sie= 3‘“1% avec ko > 0 la stratégie o nous emmene dans 1’état t3, joueur
1 peut ensuite aller sur le module Test(c; > 0) et d’apres le lemme 2.4 on arrive
en OK avec un cofit nul, sinon il sort en ps.

Si on est dans I'état ty , avec e # 3% ou en t3 avec e # m pour tout
ko > 0 la stratégie o1 nous emmene sur le module de test et d’apres les lemmes
2.3 et 2.4 on obtient un gain strictement positif. O

Lemme 3.4. out()\,(01)) € mr(out(oq)) et out(A,(02)) € mr(out(o2))

Démonstration. Soit ap € Strata(R) et v € out(A,(o1), a2), on veut montrer
que Joo’ € Strate(G),y € wr(out(oq,02’)). On construit la stratégie oo’ de la
maniere suivante, pour un historique h :

— Si ag(mg(h)) = L alors o9/(h) = L.

— Si ap(mr(h)) = (r,e2), A\p(o1)(mr(h)) = (r,e1) et mr(h) = v<; alors

Vi {ren(rea), Y—i+1, cette transition a été générée soit par la regle (2)

soit par la régle (4). En supposant o1(h) = (d, e1), si c’est la regle (2) on
pose 09’ = (da,e3) ou dy est tel que last(h) + da € r et dy > d, sinon on
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pose 09’ = (dg, ez) ou dg est tel que last(h) + dy € r et do < d un tel do
existe car dans ce cas la région est ouverte.

Sinon o9/(h) = (f(v,72),e2) ot aa(mwr(h)) = (r2,e2) et last(h) = (I,v).

Soit p’ € out(oy,02"). On va montrer que mr(p’) = 7 par induction sur la
longueur du chemin v<;. On suppose que Tr(pL;) = v<i,

Si y—; (ver)az v—i+1 alors cette transition a été générée par la regle (1)
et Ul(P’gi) = (0,e1) donc [p=it1] = 7=i+1 et WR(P/§¢+1) = V<i+1-

Si ey P, L alors o1(ply) = (diser), 02/ (ply) = (d2, e2), ave

V=i + d1 = vy=; + da2, d1 > 0. Si la transition a été générée par la regle (2)
alors par définition de o9/, di < dy et donc WR(p’SHl) = v<i+1. De méme
si la transition a été générée par la regle (4) d2 < d1 et Tr(p; 1) = Y<it1-

Si o9/(pl;) = L alors cette transition est générée par la reégle (5) et
az(v<i) = L donc mr(pliiq) = V<it1
Si o1(pl;) = L alors cette transition est générée par la regle (6) et

Ap(01)(v<i) = L done mr(p;y ) = Y<it1-

Sty Lruendraca), Y=i+1 avec 11 < 12 alors a1(pl;) < o2(pL;) par la

regle (2) @ mr(pLiyy) = V<iv1-

(T1761)7(T2762)
7

Siy—; Y=i+1 avec 1o < r1 de méme que précédemment avec

laregle (3) @ mr(p%iy1) = V<iv1-

Par conséquent v € mr(out(cq)). La preuve de 'autre inclusion est similaire. [

Lemme 3.5. p € out(oy,02) = 7r(p) € out(A,(01), A\p(02))

Démonstration. On montre que pour tout i,

([p=il; (Mp(o1)(p<i), Ap(02)(p<i)), [p=i+1]) € E.

Si o1(p<i) = (d1,a1) avec di = 0 alors A,(01)(p<i) = (¢, e1) , avec la regle

(1) (=i, (&, 1), Ap(02) (v<i), [p=it1]) € E;

si o1(p<i) = (d1,a1) et oa(p<i) = L alors Ap(o1)(7<i) = ([p=i +di], 1) et

A(2)(ri) = L, par La xegle (5) ([p=i), ([pmi + ], e1), 1), [pis]) € E

si 01(p<i) = L et o2(p<i) = (da, e2), le cas est symétrique au précédent

en utilisant la régle (6);

si 01(p<i) = (di,e1) et o2(p<i) = (d2,a2), alors Ap(o1)(y<i) = ([p=i +

du}, e1) et Ap(02)(7:) = ([p=i + da], a2).

— Si dy < da, alors p—j = p—i41, on a que [p=i + di] < [p=i + ds], par la
regle (2) ([p=il, ([p=i +d1], 1), ([p=i +d2], a2), [p=i+1]) € E donc ([p=i],
Ap(01)(V<i)s Ao(02) (7<4), [p=iv1]) € E

~ Si dy < dy alors p—; =5 p—ii1, on a que [p—; + di] > [p=i + do] et
[p=i + d2] ouvert ou [p—=; + di| > [p=; + d2], dans les deux cas par les
regles (3) et (4) ([p=d), (([p=i + dil, e1), ([p=i + da],€2)), [p=it1]) € E
donc ([p=i], Ap(01)(y<i), Ap(02) (7<), [p=it1]) € E.

On en conclut mr(p) € out(A,(o1), Ap(02)). O
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Lemme 3.7. La composition des deux transformations que ’on a définies est
I'identité pour les stratégies sur le jeu concurrent A, o p, = id. Mais ce n’est
pas le cas dans 'autre sens.

Démonstration. En effet, soit aq,as € Strati(R) x Strata(R), v € out(w;) et
o€ mayl(y),
— Si ai(ys;) = L, alors ps (i) (R, (%)) = L et Apo py(ai) (7)) = L.
~ St = (1, €) alors ps(aq) (ple;) = (0, €) et Ay 0 p (@) (7s;) = (1),
- sinon a;(v%;) = (r,e) et alors py(ai)(p;) = (d,e), Ap o py(a)(vz;) =
(g +d1. ). d = Flpy.r) ot d = Fo(plyor)  d est tel que (oL, +d] = .
donc A, o py(ai)(v;) = (1, €).
U

Lemme 3.8. v € out(ai,az) = mr(out(py(a1), py(a2))) =

Démonstration. Preuve par induction sur le préfixe v<, de v, soit p = out(u (o), py(2)),
on suppose que y<i = Tr(p<k), p=k = (1, v), Y=k = [([,0)], Y=k+1 = (', 7).
= Si ai(y<k) = (v,e1) et aa(y<k) = (r2,e2) alors piy(c1)(p<i) = (0,€1),

0?(1 b b 9
py(o2)(p<k) = (f(v,72),€2), (1,01, Y1,1") € E1, p=g Oa) (7 (vr2) c2) (", [Y1 <
0Jv), [Y1 < OJv € ' = [Y1 « 0]r, donc mr(p<pt1) = Y<ht1;
— siar(v<r) = Let aa(y<k) = (ro, e2), alors iy (a1)(p<k) = L, pry(a2)(p<k) =
(F(v,12), €2), (1ga, Yo, I) € Ba, pogy —LOm0D 1 1y gy, [vy —

OJv € ' = [Ya < O]r, donc TR(p<k+1) = Y<k+1;

~ siar(ver) = (r1se1), aa(v<k) = (12, €2), 7mk 22D 4y 1y alors (s (o >><p<k> =

(f-l—(va 7“_7;), 6_1'), (:U’V(al))(pﬁk) = (f(?}?TZ)? ) Comme f(U,TZ) < ( )
LrD eI, (1, [¥;  0Jo) done mr(pski1) = Tk

, 0Nl & P—L
Ceci prouve que v<j41 est un préfixe de mr(out(y (1), py(a2))). D
Lemme 3.9. 7r(out(p(a1))) C out(ay) et mr(out(p(az))) C out(as)

Démonstration. Soit p € out(u (1)), Joo € Strata(G), p = out(py(a1),02) ,
par le lemme 3.5, mr(p) € out(A,(p (1)), Ap(p2)) de plus par le lemme 3.7
Ap(py (1)) = ay done mr(p) € out(an) O

Lemme 4.5. Si~y € out(ay, ap) alors
outy (A" (1), A" () = outa(AS2 (1), AS2(a2)) = {7}

Démonstration. Par construction de )\gl s (V=i (Agl(al)(ygi), )\gl(ag)(“ygi)), Y=it1) €
E', ceci étant valable pour tout i : v € outl()\gl(al), )\gl (a2)). Et comme les
jeux C1 et Cs sont déterministes, les deux ensembles d’exécutions sont réduits
au singleton {7}. O
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Lemme 4.6. a?" (resp. ag") étant une stratégie du joueur 1 (resp. joueur 2)

dans le jeu C;, on a :

~—

out1(af, a$") € out(u(af), u(a§")
outa(af?, a§?) C out(u(af?), u(as?))

Démonstration. Soit v € outy(a$™, aS?). Supposons a$™ (<) = (a1,d) et a§" (y<;) =

az, alors p(ay)(v<i) = a1, plag)(v<i) = az. (v=i, ((a1,d), a2),y=it1) € E'
donc par construction de E* : (yzi, (a1,a2),v=it+1) € E. Ainsi pour tout 1,

(v=is (p(af™") (7za), a5 ) (v<i)) y=in1) € B

Ceci montre v € out(p(al™), u(aS$?)) et prouve la premiére inclusion, la preuve
de la deuxieéme se fait exactement de la méme maniere. ]

Lemme 4.7. out(a;) = outa(A2(a1)) et out(ag) = outl()\gl ().

Démonstration. Soit ' € out(aq), soit as tel que v/ € out(ag,as). Par la
remarque 4.4 AgQ(al) = /\,(YJ,2 (1) et grace au lemme 4.5

outg()\gf" (1), )\gfz (2)) ={~'}

Donc + € outg()\%(al)) et ainsi out(ay) C oth()\f/j?(al)).

Soit ' € ou‘cg()\g2 (1)), soit g tel que ~' = oth()\f/J?(al),ag). D’apres le
lemme 4.6 4" € out(u()\g2 (a1)), p(az2)) et comme o )\32 =idona~y €out(a)
ce qui montre outg()\ff? (a1)) C out(ay). O

Lemme 4.8. out(u(a$?)) = outy(af?) et out(u(a$™)) = out; (a$h).

Démonstration. Grace au lemme 4.6, on a la premiere inclusion
Ca
outy(a?) C out(u(al?)).

Soit 7 et g tel que y € out(u(al?), ag). Pour tout 4, (y=i, (1(a$?)(y<i), a2(y<i)), Y=is1) €
E, il existe j € {1,2} tel que (y=4, (1(e{?)(v<i), (a2(7<z) ) =i41) € B, AS?

est construit de maniére & choisir un tel j, et comme al 2(v<i) = ,u(aICZ)(VSi) :

(=i, (a2 (y<i), )\C (2)(7<i));Y=i+1) € E% Ceci étant valable pour tout i,

~ € outy(al? ,)\02 (a2)). out(pu(at)) C outy(af). O

Lemme 5.1. Les jeux concurrents C; et Cy vérifient la propriété suivante
pour tout états q :
Pensemble mi(q) U ma(q) des actions possibles & partir de q est munit d’un
ordre total noté > vérifiant les conditions suivantes :

—~ Ya € mi(q),3¢ € Q,Yb € ma(q),b > a = (q,(a,b),q) € E

— Vb ema(q),3¢ € Q,Ya € mi(q),a > b= (q,(a,b),q) € E

Démonstration. L’ordre a utilisé découle de 'ordre sur les régions.
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— sir; < mryalors ((r1,e1),7) < (r2,e2) dans le jeu Cy et (r1,e1) < ((r2,e2),7)
dans le jeu Cs;

— sl 11 = ry et que l'on a les transitions (g, (a,b),q1) € E obtenu par
la regle (2), (q,(a,b),q2) € E obtenu par la régle (4) : soit j tel que
(q,((a,5),b),q1) € E' alors (a,j) < b < (a,3 — j) dans le jeu C; et
(0,3 —j) <a < (b,j) dans le jeu Cs.

O
Lemme 5.4. v o7 =1d
Démonstration. En effet {s; | 7(a)(x - (¢,50) - (q,8) = si} = {si | a(n(x)) =
sitU{max m1(q)}, donc le minimum de cet ensemble est a(7(x)). vyor(a)(7y) =
a(y). O

Lemme 5.5. Si x € outy (1) alors outc(vy(51)) C m(outr(51)).

Démonstration. Soit v un historique et s; tel que vy (81)(7) = si. Il existe x’ €
outc(fr) tel que Vi < i, Bi(x---(q,s5)) € {0; L} et Bi(x---(q,5:)) = si. Soit as
une stratégie pour le deuxieme joueur dans le jeu concurrent tel que as(7y) = s;

. &7 S,
et (Y=, (8, 8j), Y=k+1) € E. Si i > 5, (y=k, 50) — (¢, ;) =5 (V=1 S0) est

compatible avec (1. Si s; < s, (Y=k, S0) LiN (q,8)) 2 (y=g+1, S0) est compatible
avec 1. Donc v € w(outp(51)). O

Lemme 5.6. Siouty (51, 52) = {x} alors outc(vy(51), vy (B2)) = {m(x)}.

Démonstration. Soit k et s;,s; tel que vy (61)(m(x<k)) = Si, Vx(B2)(T(X<k)) =
sj. Sii < j alors Vs < s;,B1(x<k---(¢,8)) € {0; L} et Balx<k---(g,8)) €
{6; L}, Bi(x<k---(g,si)) = s;. En suivant le profil (51,02) a partir de x<j :

Si

61
X<k — (g, 8i) = (¢, s0) done m(X<ktiv1) = m(x<k)¢'- 38" > si, (g, (si,8),¢') €
E donc (7(x)=k, (si,55), m(X)=k+1) € E. Ceci étant valable pour tout k : 7(x) €

ot (B1), v (o)) -

Lemme 5.7. 7(outp(7(a1),7(a2))) = oute(aq, ag).

Démonstration. Soit x tel que {x} = outp(7(a1), 7(az2)). D’apres le lemme 5.6,
m(x) = outc(vyor(ar), vy o7(az)), et par le lemme 5.4 7(x) = outc(a, o). O

Lemme 6.1. Si payoff(p) = (1,1) alors (01, 02) est un équilibre

Démonstration. En effet, aucun des deux joueurs ne peut améliorer son gain.

O
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Lemme 6.2. Siil y a un équilibre avec gain (1,0) dans le jeu Cy, il y en a un
avec méme gain dans le jeu Cf.

Démonstration. Soit {7} = outa(a®?, a$?) un équilibre avec payoff( ) =(1,0).

v € out(u(af?), u(a$?)) d’apres le lemme 4.6. 7 € outy (A (u(af?)), AT (u(@5?)))
d’apres le lemme 4.5. Montrons que ()\Cl( (al ), AT (u(a §2))) est un équilibre.
Supposons Elozgll,'y’ € outl(/\gl( (a?)), fa% ),’y >9 7. D’apres le lemme 4.7
' € out(u(a$?)). Par le lemme 4.8 4 € outy(a$?)), c’est absurde car le joueur
2 ne doit pas pouvoir améliorer son gain. O

Lemme 6.4. On a un équilibre avec gain (0,0) dans le jeu G si et seulement
— T T
si (i, s0(i)) € Attr,' N Attr;” ol  est état initial de R.

Démonstration. Si on a un équilibre (0,0) dans le jeu temporisé, il y en a un
dans le jeu T} donc il existe (ﬂl , Tl) avec payoff = (0,0), et alors Vﬂfl/,payoff( 1[1/, QTI) €
{(0,0);(0,1)} car le joueur 1 ne doit pas pouvoir améliorer son gain. Donc
T — T
(i,50(i)) € Attry . De facon symétrique (i,s0) € Attr;”, donc (i,s0(i)) €
— T T
Attry” N Attr;

Si(i,s0(7)) € Attr2 ﬂAttrl ,501‘5 ﬂl et A2 tel que V32> ,payoff( T2, QTQ,) €
{(0,0), (1,0)} et V3 ,payoﬁ( 7 51y € {(0,0), (0,1)}. Soit x; € outTQ(ﬂfQ)
et xo € outr, (B21), d’aprés le lemme 5. 5 en posant 0410 = vy, (B12) et ST =
Vi (B11) < on a alc2 et oS tel que Va$? ,payoff(oz1 oS ) € {(0, 0) (1,0)} et
vagllvpay()ﬂ‘( Qo , Qg )6 {(O,O),(O,l)}.Con51deronsleproﬁl( ( a; ),/,L(Olgl))7
d’aprés le lemme 4.8, Vy € out(u(al?)), payoff(y) € {(0,0),(1,0)}, donc le
joueur 2 ne peut pas améliorer son gain. La méme chose est vraie pour le

joueur 1 donc (p(af?), u(a§™)) est un pseudo-équilibre avee gain (0,0). O
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B Exemples

Exemple 5 Passage d’un jeu concurrent déterministe a un jeu a tours
((Tla CL), 1)7 (7’1, b)

((Tlva)vl)v(r27b) ((Tlva)72)7(rl7b)
((Tlaa)aQ)v(TZab) /;(%;;\ ((T27a)71)7(rlvb) C.r

FiG. 14 — Jeu (4

}
@, ro), (11, ), 1D

(lgvTQ)v((TQ’C)al)

Fic. 15 — Jeu Ty

30



Exemple 6 Passage d’un jeu concurrent déterministe a un jeu a tours
(Th a)? ((Tlv b)? 2)

(rlaa)’((rl’b)’l) (TQva)v((Tlvb)vl)
(rlva)v ((?”2, b)> 1) /_l_\ (7“2, a’)v ((7“1, b): 2)

(T% a)> ((r27 b): 1)

F1G. 16 — Jeu Cy

(B,r1),(re,c) (A, 1), (r1,a) (C,r1), (re,d)

(C, 7“2), (7“2, d)

Fig. 17 — Jeu Ty
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