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Chapitre 1

Introduction

Ce nemoire pesente uneé&ection de travaux effechs entre 1996 et 2006
avec une grdominance pour lagsiode 2000—-2006.

1.1 Securité des systmes informatiques

L'omniprésence des sy@hes informatiques aujourd’hui et leemergence ces
derneres @cennies ont&cessi la céation de nouveaux champs d’investigation
scientifiques qui tiennent compte de la divérgile ces sysmes et des enjeux
gu’ils reptesentent. Un sy8tne informatique a pour but de traiter, stocker, ache-
miner ou pésenter de I'information. Ce que la seéi attend de ces syshes est
simplement gu’ils fonctionnent correctement (donc gudmplissent lesaches
pour lesquelles ils oréite congus) et qu'ils assurent toutes les garantiegderte,
une erreur pouvargtre fatale. L'activié scientifique pour laquelle ces sstes
sont I'objet détude @cessitaa la fois un travail de maglisation mais aussié-
laboration de rathodes pourapondre aux questions les plus fondamentales. Une
des difficuleés est probablement d&cbuvrir des lois grérales qui esistent au
rythme soutenu deévolution de ces sysimes. Par exemple, leedeloppement
des applications Web ou encore les intrusions hostiles ldarsysémes informa-
tiques pourraiengtre €gis par des lois communes dans un cadre uniforme, ce qui
faciliterait alors leur analyse. Avec I'approche logiquaipsuivie dans ce travalil
et que nous @taillerons dans la suite, I'espoir est de pouvoir validemfellement
les methodes utilises et de mesurer leurs limites, tout ésistant I'épreuve du
temps.

Comme les sysimes informatiques sont d’'une divegsiedoutable puisqu’ils
comprennent @le-nele les systmes logiciels, les cartes puce, les protocoles
cryptographiques, les syghes embards, les applications Web, les sstes
d”imagerie nedicale etc., la gxification de leur fonctionnement correct fait appel
a des conceptsds varés. La phase de métisation est souvent I'occasion cepen-
dant de égager les lignes communes. Dans un environnement hostilene le
Web, il s’agit par exemple de garantir I'eqjrite et la confidentialé de I'informa-
tion ou encore le respect de la vie @@, encore faut-il savoir ce que ces notions
recouvrent exactement. Il arrive aussi que la @ddbilitt d’un syséme provienne
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de la mauvaise programmation d’'une application et aloralit &tre capable de
déetecter les erreurs intrikgues comme par exemple la possibilitéecrire de
donrees en dehors de la zoneemoire allo@e. Une telle erreur peut erimar
I'arrét inopire d’'un syséme critique provoquant deg€glats consigrables. Il faut
aussi s’assurer que le sgste n'a pas d’erreur fonctionnelle ou qu’il garantisse
une interaction constante avec les utilisateurs commele’eas dans les sysnes
d’exploitation. Evidemment cette diversides systmes et des prog@tesa verifier
s’accompagnent d’'une diversitles moélisations et des athodes formelles de
vérification.

1.2 Une nethode formelle de \erification

L'approche par model-checking de lanfication formelle de sysmes infor-
matiques passe par une phase de @isdtion durant laquelle le s¥she et ses
comportements sont mélises en termes de structures né@ttatiques qui seront
ensuite I'objet de I'analyse. Classiquement, un prograrpeg étre repeseng
comme un graphegventuellement infini, dont les noeuds contiennent des in-
formations sur Etat des registres par exemple. Déme, le Web est souvent
repesengé comme un graphe fini dans lequel les transitions corregpaadies
liens hypertextes et les noeusldes pages. Une régentation graphique est aussi
utilisee pour modliser lesétats de connaissance d’'agents dans uresystdis-
tribué. Ainsi, la moelisation permet deéfinir une structure relationnelle (un
graphe en gréral) qui repesente certains aspects du sys¢ et de ses comporte-
ments. Cette repsentation n’est enégeral pas comglte puisqu’elle est souvent
élaboke apes diverses phases d’'abstraction et de simplification.

Une fois le graphe &fini, il s’agit de determiner s'il \erifie certaines pro-
priees a I'aide de neéthodes grériques. Par exemple, la question d’'accessibi-
lité entre deux noeuds du graphe est un gnolel central pour laeérification
formelle de programmes et de nombreuses questions apparénmius com-
plexes se ragnent souvend une &rie de questions d’accessil#litL'introduc-
tion d’'une logique pour &rifier ces propétes permet la fois d’avoir un lan-
gage formel de gxification qui ne souffre d’aucune ambitguet de évelopper
des néthodes grériques pour une classemggralement infinie de profiés a
vérifier. De plus, et ce n'est pas le moindre des atouts, ldmigaesa mettre
en place pour é&rifier les prop@tes exprimables dans la logique peuvent faire
compEtement abstraction du domaine d’application duesystinformatique ini-
tial, ce qui Epond au souci deggeralite souligre plus haut. Finalement, des ques-
tions plus @rerales que la simplegvification d’'un systme,a savoir I'implication
de proprétes peuvengtre aussi envis&gs dans €tude. Cette approche logique et
formelle de la @rification garantit I'obtention de preuves mamhatiques de cor-
rection lorsque cela estébriguement possible, voir par exemple des applications
pour les systmes eactifs [Sch04], les protocoles cryptographiques [GouR]
encore les sysines tempséel [Lar05].

La nature des promiésa \erifier guide le choix de la logiqua consi@rer.

La logique classique du premier ordre qui a un peotd de satisfaisabidtin-
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décidable [Chu36] ou la logique du second-ordre qui a un prablde model-
checking P®Ace-complet (avec une structure finie en &y sont souvent des
candidatesérieuses mais il est bon de se demander si ces langage sysissat
vraiment adayis aux prol@mes particuliers. En effet, dans le but é&luire le
colt algorithmique de la phase dénfication, on peut @ferer une logique plus
specifique qui alliea la fois la gréralite a un cdit algorithmique moindre. Il s’agit
ici de faire un bon compromis entre I'expresddyita concision et la complexit
guestion classique au coeur de mon travail. Ainsi, pour tfismsur des che-
mins dans un graphe il estgderable d’utiliser des logiques temporelles, voir par
exemple [BBF01] alors que pour quantifier seulement sur des noeuds succes
seurs, les logiques modales peuvent suffire [BARVO4¢ea la notion de localé
tres pesente dans leuemantique.

Cette vision idyllique de la place des formalismes logiquasr la \erification
des systmes informatiques, confé@e aussi par [HHI01], s'oppose non seule-
menta la complexié intringeque de la description des $¥stes mais aussi au o
algorithmique des probmes de @cision assoéis directemend la \érification.
Ces questions de complexifalonnent mon travail. De plus, lorsque le reta
a \erifier est infini, la ®cessi d’avoir une regesentation symbolique des en-
sembles infinis de configurations ajoute un paramsup@mentaire dans le choix
du formalisme logique.

Venons-en dona des aspects plus concrets. Tout d’abord, une grande partie
des chapitres 2 et 3 a pour fondement l'article [Pnu84] daqadl A. Pnueli a
introduit la logique temporelle comme langage dédfications formelles pour
la vérification de systmes eactifs. Evidemment, les logiques temporelles exis-
taient bien avant (voir par exemple les ouvragesdrence [Pri57, Pri67, Gab76,
RU71, PF77]) mais r@taient pas appliqees et concues avec ce betermire. De
meéme, les travaux de M. Vardi et P. Wolper [VW94] qui raffineapproche par
automates de R.ihi [Buc62] aux formules de la logique temporelle du temps
linéaire LTL seront la base de nombreuses de nos extensions. Le raffinement
dont il est question ici concerne principalement I'obtentdes bornes optimales
de complexié de [SC85].

1.3 Contenu du document

Dans les chapitres 2-5, il est question deidabilie, complexié algorith-
migue et expressigtavec pour motivations lgvification de systmes moélisés
comme des graphes finis et des systsa compteurs. Les aspectada la moeli-
sation comme son &djuation avec les prodaines logiques seront peu abesdPar
contre, mon travail qui s’attaque aux fondements de I'apipedogique suit deux
directions principales: I'analyse de la compléxdes prol#mes de érification
et la cetermination des limites pour l&rification automatique @tidabilig). De
nouveaux formalismes logiques seront parfois aussi inited_a description suc-
cincte de chaque chapitre est faite dans les sous-seéio@sir en pecisant les
collaborateurs avec lesquels ces travauxatmmeres.
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La section 1.4 g@rsente les principales familles de travaux que j'ai eseet
qui n’ont pas leur place dans les chapitres 2-5. Il s’agiraatux couvrant prin-
cipalement la priode 1996—2002.

Le document ne contient pratiquement pas de preuve et Euleest renvoy
aux documents originaux. Lorsqu’u@sultat est original, une preuve est alors
fournie mais ce cas de figure demeure rare. Dans le docuriatention du lec-
teur est attiee sur certains probines ouverts qui suscitent monérét et j'esgre
celui du lecteur.

1.3.1 Varia autour de LTL

La logique temporelle du temps éaire LTL [SC85] est un des formalismes
les plus utili€s pour spcifier les comportements de Sstes eactifs. Le cha-
pitre 2 traite principalement degponses aux questions suivantes.

— Pour quels fragments de LTL les prebies de model-checking et de satis-

faisabilitt permettent deeduire la complexé dans le pire des cas?

— Quel extension minimale de LTL avec unaspteur @fini a partir d’'un lan-
gage hors-contexte a un prebte de model-checking igdidable?

— Quelle est la complexétdu probéme de model-checking pour LTL lorsque
le sysémea verifier est un produit de sous-sgstes dans le sens de Downey
et Fellows avec le nombre de sous-gysés comme paratre?

— Quelles techniques avec automates pour LHtesident au casuides mo-
deles sont de longueur seipeurea w et permettent de caratser la com-
plexite?

Collaborateurs: Francois Laroussinie (LSV, Cachan),i®iowak (Tokyo Uni-
versity), Philippe Schnoebelen (LSV, Cachan)

1.3.2 \grification de propri etes qualitatives et quantitatives

Le chapitre 3 s'inéresse principalement aux extensions de LTLIes va-
riables propositionnelles sont rafies en des contraintes inte¥@es pour un
domaine concret (entierseels, chines de caraetes, etc.). Dans ce chapitre de
syntlese, les questions suivantes sont abesd

— Quelles extensions produisent des peois inécidables?

— Commengtendre la technique de Vardi et Wolper pour tenir compteede ¢

nouvelles formules atomiques?

— Quand I'ajout de I'oprateur “freeze” condué des prol#mes inécidables?

— Quels sont les fragments de LTL avec contraintes de Prgsbqui soient

décidables?

Collaborateurs: Deepak D’'Souza (lISC, BangaloreagR Gascon (LSV, Ca-
chan), Ranko Lazi (Warwick University), David Nowak (Tokyo Univer-

sity).



1.3.3 Contraintes de egularité

Le chapitre 4 est@lié a des formalismes logiques qui permettent d’exprimer
des contraintes deegularie sur des graphes provenant de agsis divers. Les
guestions suivantes sont abeed.

— Quel est le cot algorithmique des probimes de contraintes de chemin pour
les donees semi-structées?

— Quelles logigues avec contraintes égularie et de Presburger sont dans
PSPACE lorsque les mogles sont les structures arborescentes issues de do-
cuments XML?

— Pourquoi la gestion dynamique de politiques dans desuegigle la per-
mission peut se traduire dans la logique PDL construite sarteérmes de
programmeséguliers?

Collaborateurs: Natasha Alechina (University of Nottingin) Denis Lugiez
(LIF, Marseille), Maarten de Rijke (University of Amsterda

1.3.4 Complexie des logiques modales grammaticales

Le chapitre 5 s’intressea la classe des logiques modales grammaticales qui
capture de s nombreuses logiguesésentes dans la lgtaturea divers titres
(logiques terminologiques, logiques temporelles, loggpisemiques etc.). Des
réponses aux questions suivantes sont @é®wdans ce chapitre de sy&sb.

— Comment traduire une logiqgue modale vers le fragment&@ie de la lo-
gique classique alors que la classe des éhexide la logique n’est pas ex-
primable dans GF?

— Comment caraétiser la complexé des logigues modales grammaticales
en fonction des langage&igrés par les sé&mas d’axiomes?

— Pourquoi de nombreuses logiques modales admetteniferitades calculs
analytiqgues?

Collaborateur: Hans de Nivelle (Max-Planck Institiut fnformatik, Saarkicken).

1.4 Autres travaux

Il'y a des travaux mess durant la priode 1996-2006 qui ne vont pate
présengs dans les chapitres suivants. Voicelygment un apercu de leur contenu
qui est davantage origntvers la @monstration automatique.

1.4.1 Pro@dures de a@cision avec des calculs analytiques

Les calculs par tableaux permettent souvent de concevsipdeedures de
décision pour les logigues modales et temporelles [Gor9%hdant la priode
1996-2000, je me suis imtesg a |'élaboration de calculs qui non seulement sont
complets pour les logiques correspondantes (un minimunig Mma permettent
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aussi de dfinir des proédures de &cision qui soient optimales par rapparta
complexié dans le pire de cas.

— Dans [Dem96b], un sysine de preuves par tableaux pour la logique mo-
dale de l'ailleurs [Seg81] ate cEfini et une borne su@ieure de complexét
NP aéte établie. De plus, j'ai mon& comment de nombreuses logiques
multivaluées admettent une traduction simple vers cette logique (Dem

— Dans [BD97], nous avongfini des calculs par tableaux avezrdration des
formules pour des logiques enrichies de Bogteur de diffrence [dR92].
Des proédures de &cision en temps exponentiel arté pesenges (borne
optimale dans le pire des cas) et l&drations sur les formules ont permis
comme c’est souvent le cas pour ce type de calcul de@entrapplication
des egles d'inErence.

Collaborateur: Philippe Balbiani (IRIT, Toulouse).

— Dans [Dem99b], des calculs deguents complets pour des logiques tem-
porelles hybrides oréte cefinis [Bla93]. Ces logiques admettent des no-
minaux ainsi que des @pateurs de passet de futur. En fait, ce®sultats
s'appliguenta la large classe de logiques dont les &led sont éfinissables
dans la classe de formulés, de la logique classique. Dans ces calculs,
les nominaux sont utilsss comme deétiquettes ce qui permet d’interna-
liser la ceduction, une propeié partage avec [BlaOOa]. Par exemple, les
contraintes sur les relations d’accessibitexpriment simplement par des
regles et noséfinitions sont uniformes. Ce travaiéohontre aussi que I'ob-
tention de la com@tude n’est pas vraiment difficile (voir aussi [Tza99]).

— Dans [Dem02], j'ai éfini des calculs deggjuents pour la classe des logiques
modales grammaticales éairesa droite (cf. le chapitre 5) ettabli une
borne de complexi ExPTIME par analyse des calculs. De plus, une borne
P SPACE aéte obtenue par des moyens purement syntaxiques pour une large
sous-classe de telles logiques.

1.4.2 Calculs de 8quents gnéralisés

“Display Logic” (DL) [Bel82] est un cadre #orique @réral pour @finir des
calculs a1 les £quents sont des paires d'objets complexes avec dasteprs
structurels sup@imentaires. Dans les calculs @égaents standard le seul@pteur
structurel est la virgule. Des calculs de ce type pour lesjlaes modales usuelles
ont &t definies dans [Wan94, Wan98]. Par ailleurs, un article céfra96] ca-
racerise les conditions pour qu’une logique modale puétse captuge dans le
cadre de Belnap/Wansing en transformant les axiomes moelauggles struc-
turelles. Les ésultats dans [Kra96tablissent uneéduction sygmatique des
axiomes vers lesgles et une prop#te capitale des calculs obtenus estithina-
tion de la egle de coupure.

De nombreuses logiqué&shappent cependant au cadreé fdans [Kra96] et
parmi elles les logiqgues modales du second ordre G (logigueduite par K.
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Godel [Gbd33]) et Grz (logique introduite par A. Grzegorczyk [Grp6Les
formalismes sont connus pour admettre des inégtions remarquables dans
I'arithmétique (voir par exemple [Sol76, Boo93]). Cela semble etfite le fait
gue (DL) soit un cadre plusagéral que celui desegjuents standard. Cependant,
nous avons mongrdans [DG02b] qu’en affaiblissaréderement les conditions
de [Kra96], on peut @finir des calculsa la (DL) pour G et Grz. En fait, nous
avons identi® une classe de logiques de la prouvabifincluant G et Grz) pour
coupures dans ces calculs et la correction d’une traduetitne une logique de la
prouvabilie et sa logique modale sous-jacente. Cela nous permet papkxde
définir des traductions entre Grz et S4.

Nous avons aussiédini des calculs dans (DL) pour des logiques temporelles
hybrides [DG02a] et pour des logiquegisemiques [DGO0OC].

Collaborateur: Rajeev Ger(Australian National University, Canberra).

1.4.3 Logiques pour l'information incomplete

Les logiques pour I'information incomgle forment une classe de logiques
modales avec des sgificites qui rendent quelquefois leur analyse difficile avec
seulement les techniques usuelles des logiques modal&¥/[Bd. La monogra-
phie [DO02] coécrite avec E. Ortowska constitue la préna tentative pour ex-
poser les fondements de ces logiques dans un cadre unifeomeiie analyse de
ce livre dans [dr06]). Elle contient aussi bien dessultats de complexétque la
définition de systmes de preuve complets. De plus, desiitats orginaux y sont
présenés mais on y trouve aussi dé€sultats pubés par ailleurs sur des questions

— de cecidabilie [Dem96¢c, Dem96a, DK98, Dem98],

— de complexié [Dem97b, Dem99a],

— de traduction vers des formalismes plus standard [DK98)@DGO00b,

DemO01b],

— d’axiomatisation [Dem97a, DO98, Dem99a].

Diff érents esultats de complexatpour ces logiques ne figurant pas dans cette
monographie ongte publies apes la parution de [DO02].

— La logique SIM introduite dans [Kon98] est moadr ExPTIME-compkte
dans [DS02a] en utilisant des techniq@ebase d’automates deighi sur
les arbres. Avec une technique analogue, une extensionldgidae NIL
introduite dans [DOQ7] est aussi maggr EXPTIME-compkte.

— La logique DALLA [Gar86] et la logique LGM [Nak93] sont maies
P SpAcE-compktes dans [Dem03] establissant unésultat de complexét
plus cgeréral pour une large classe de logiques multimodales etcedatir
d’'un algorithmea la Ladner [Lad77] qui n’est pas sans rappeler les algo-
rithmes de test de vaceitpour les automates d’arbres. D’autres logiques
sont prouees dans PB\CE dans [DS00].

— Lalogique NIL [Vak87] est prouge P $ACE-compkte dans [DemO0O0Db].
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Chapitre 2

Varia autour de LTL

Ce chapitre est construit sur la base de [DS02b, DLS06, DNO3@] pour
objet I'eétude de prol@mes relatifsa la logique temporelle du temps &aire LTL
qui est tes utilisee pour la s@cification et erification de programmes, voir par
exemple [BBF 01].

De facon scematique, je me suis iatesg aux probdmes suivants:

— complexié du model-checking et du prasthe de satisfaisabiitpour des

fragments syntaxiques de LTL [DS02b],

— décidabilie d’extension de LTL avec un uniqueé&pateur hors-contexte,

— complexié paranetree du model-checking symbolique pour des logiques

temporelles incluant LTL [DLS06],

— complexié d’extensions de LTL avec des maés de longueur sépieurea

w [DNO7].

2.1 Logique temporelle du temps lieaire LTL

Dans cette section, nous commencgons par rappeler quetigfiegions de
basea propos de LTL avant d’aborder les questions que nous a@&tadges. Les
formules de LTL sont construitéspartir de la grammaire abstraite suivante:

Qu=pi | ¢ | oAV | VY | X | Fo | oUY

ou PROP = {py, ps, . . .} estun ensemble infinihombrable de variables propo-
sitionnelles. On note LT{(H;, H,, .. .) le fragment de LTL restreint

— aux oferateurs temporeld,, H, . . .,

— aux formules de hauteur temporelle au glus 0,

— avec au plus > 1 variables propositionnelles.
La temporelle hauteur d’'une formule est le nombre maximap&fateurs tempo-
rels emb@és. Par exemplgt((XXp) V (pU—q)) = 2. De néme, LTL2(F) dénote
I'ensemble des formules de LTL de hauteur temporelle audkmnstruites avec
le seul o@rateur tempord. || dénote la taille de la formule vue comme une
chdne de caraétres. Cette notation sera aussi udiéour les autres formalismes
logiques.
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Un mockle pour LTL est une&juence infinier : N — P(PROP), c’esta-
dire un mot infini dgP(PROP)“. Etant don@s un moéles, i € N et une formule
¢, on cefinit par induction la relation de satisfaction:

—oilp & peali),

—o,il= ¢ & o,i [~ ¢ (VetA ontleur #mantique usuelle),

—oiE%0 & oi+1}= ¢,

— 0,i =Fp & ilexistej > itel queo,j = ¢,

—0,i = ¢Up & ilexistej > itel queo,j = v etpouri < k < j,ona

o,k = ¢.

On notes = ¢ pouro,0 = ¢. Lensemble des mades dep, not Mod(¢),
est{c € P(PROP)* : ¢ = ¢}. Une formules estsatisfaisablgpour LTL) &
Mod(¢) # (). Le probEme de la satisfaisabiitpour LTL, noé SAT(LTL), est le
Suivant.
entrée: une formulep de LTL,
question: est-ce qu'il existe un made o tel queos | ¢?

Rappelons maintenant une version existentielle du problde model-checking.
Une structure de Kripke = (S, R, V') est compose

— d’'un ensemble non-vide éfatss,

— d’une relation binaird? C S x S,

— d’une fonction d’interpgtationV” : S — P(PROP) (une valuation).

M est un graphe dont une integpation du calcul propositionnel est as&o&i
chaqueétat. Un chemin deM est une 8quenceyyq; . . . (finie ou infinie) telle
queq; Rg;+1 pouri > 0. On noteChemins(M, ¢o) I'ensemble des chemins infinis
de M commencant pag,. Par abus de langage, on note aldsimins(M, qo)
I'ensemble des chemins infinis commencantqasur I'alphabetP(PROP)“. La
premere lettre de chacun de ces chemins est dofig).

Le probEme du model-checking pour LTL, oMC?(LTL), est le suivant:
entrée: une formule de LTLy, une structure de Kripke finie et totale (paue S,

il existey € S tel que(x,y) € R) Metg, € S,
question: est-ce qu'’il existe un chemin infini commencant pay, tel queo = ¢
(note M, g =3 ¢)?

Dans Iénon@ du probéme ci-dessus, on suppose que le domaine de la fonc-
tion d’interpétationV dansM est restreint aux propositions atomiques apparais-
sant dansp. La taille d'une structure finiéS, R, V') estcard(S) + card(R) +
Yiescard(V(x)). OnaM, qo 3 ¢ ssiChemins(M, qo) N Mod(¢) # (). Cette
définition est duale de lad&inition habituellement utilise en erification ai une
quantification universelle est utiés.

La proposition 2.1.Enonce unésultat central entre les formules de LTL et
les automates deill®hi qui permet d’obtenir degsultats de complexdtoptimaux.
Cette approche par automate setendue dans la section 2.5 et dans le chapitre 3.

Proposition 2.1.1. [VW94] Pour chaque formule de LTL, il existe un automate
de Bichi A, tel que
1. T(Ag) = Mod(g),
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2. | Ay ester2®eD]
3. A, se calcule en espace polynomial|en

Dans la proposition 2.1.1 ci-dessus, on se restreint auablas proposition-
nelles apparaissant dans la formule

Théoreme 2.1.2. [SC85] Les prol®mes de model-checking et satisfaisabilit
pour LTL sont P®ACE-complets.

2.2 Complexit de fragments de LTL

Malgré la complexié theorique du prolime de model-checking de LTL, en
pratique la erification avec LTL demeure possible. Dans [DS02b], nhoussav
consictre des fragments de LTL et anatyteur complexié pour les promes
de model-checking et de satisfaisaiilitCes fragments sont construits en re-
streignant le nombre de variables propositionnelles, laeha temporelle et les
opérateurs temporels parmi F, U et I'opérateur plati?. Ce dernier oprateur
est en fait une restriction de pour laquelle le premier argument est une for-
mule du calcul propositionnel. Cet egateur @&t utilise par exemple dans les
travaux [Dam99, CCO00].

La prise en compte de tels fragments prend tout son sensui&n sait
gue pour les applications pratiques, la hauteur tempodekepropetes \erifiees
dépasse rarement 3 (par exemple pour une pet@pd'equi€). La restrictiora un
nombre fini de variables est assez commune [Hal95, DGO6]retgieen @réral
de ceceler des sauts de compléxibrsque ce n’est pas des sauts deidabilie.

Les esultats que nous avons obtenus dans le papier [DS02b]exmoduits
dans la figure 2.1 avec desférences auxésultats existant avant noteéude. Le
symboleU’ estU ou U?. L'extension de cesésultats avec dgateurs de pagsest
faite dans [Mar03a].

Ce qui est marquant de prime abord dansé&suné reside dans le fait que
peu de fragments iatessants permettent vraiment deciditre la complexié.
Par ailleurs, rame si le tableau semble assez complet au regard de n@®srit
d’analyse (le nombre de variables propositionnelles, lgda temporelle et les
opérateurs temporels), la question suivante reste ouverte.

Probleme ouvert 1. Quelle est la complexétdu model-checking pour les frag-
mentsLTLY (F) etLTLY (U)? La NLOGSPACE-duree et la borne sugrieure PTME
sont céja connues. Une question analogue se pose pour la satidfagsab (O

Il'y a une autre question ouverte en relation avec le grolel ouvert 1 (voir par
exemple [DS02b, Probme ouvert 4.1]) d’'une pdre plus inéressante. Si un che-
min est une squence finie de valuations ou uregesence ultimementgpiodique
de la formeuv® ou u etv sont des mots finis, quel est leldalgorithmique pour
vérifier si une formule de LTL est satisfaite sur un tel chenir?robEme est
clairement dans PiME mais on ignore si le probme est dans NbGSPACE ou
PTimE-difficile.
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n—1,k<w Model-checking Satisfaisabiét
() LTLI(..)) LOGSPACE LOGSPACE
LTI L) LOGSPACE[Lyn77] NP-complet [Co071]
LTL(F) NP-complet [SC85] NP-complet [NO80]
L(F) LTL.(F) NP-complet NP-complet
LTLY (F) NP-complet NP-complet
LTLY (F) dans PTME, NLoGSPACE-difficile dans PTME
LTLF(F) NLOoGSPACE-complet LOGSPACE
LTL(U?) P SpacE-complet [SC85] PSpacE-complet [SC85, HR83]
LTLZ(U") P SPACE-complet P SPACE-complet
L") | LTLLU") NP-complet NP-complet
LTLY (U") PSPACE-complet PSPACE-complet
LTLY (U%) dans PTME, NLoGSPAcE-difficile dans PTME
LTLL™*(u") NLOoGSPACE-complet LOGSPACE
LTL(X) NP-complet NP-complet
L(X) LTLF(X) LOGSPACE NP-complet
LTLY (X) NP-complet NP-complet
LTLE(X) LOGSPACE LOGSPACE
LTL(F,X) P SpacE-complet [SC85] PSpacE-complet [SC85, HR83]
L(F. %) LTL2™(F, X) NP-complet P SPAcE-complet [Har85, Spa934
' LTL.(F,X) NP-complet NP-complet
LTLY(F,X) P SPACE-complet P SPACE-complet
LTLL%(F,X) NL OGSPACE-complet LOGSPACE
LTL(U?,X) P SpAacE-complet [SC85] PSpacE-complet [SC85, HR83]
LW’ %) LTLZ2(U%, X) PSPACE-complet PSrAcE-complet [Har85, Spa934
"I LTLL (U7, %) NP-complet NP-complet
LTLY (U%, X) P SPACE-complet P SPACE-complet
LTL.TR(U%,X) NLOoGSPACE-complet LOGSPACE

FiG. 2.1 —Complexié des fragments de LTL
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FIG. 2.2 —Automate de Bchi sur l'alphabet{{p}, {}}.

Probleme ouvert 2. Quelle est la compleXdtdu model-checking d’'un chemin
avec LTL? O

La complexié du probéme du model-checking de chemins pour étifints
modes de re@sentation des chemins (pas simplement en extension comamse d
le probEme ouvert 2) et pour défentes logiques (pas seulement LTLEta
etudiée dans [MS03] (voir aussi [MS06]). Une question analogtpase dans [MWO04]
pour un fragment de LTL qui par ailleurs est dans NP néalgr pésence des
opérateur< etF.

2.3 LTL avec operateurs temporels hors-contexte

D’apres le tleoeme de Kamp [Kam68], LTL avec pasposgde le néme
pouvoir d’expression que la logique du premier orae successeur. Cependant,
il existe des propétés assez simples que nous aimerions exprimer qui ne peuvent
I'étre avec LTL.

Proposition 2.3.1. [Wol83] Il n’existe pas de formule de LT construite sur la
seule variable propositionnelfetelle queMod(¢) est 'ensemble des structures
de LTL pour lesquelles est \érifiee dans au moins tous letats pairs.

C’est pourquoi dans [WolI83], une extension de LTEta cefinie en ajoutant
des orateurs temporeld I'aide d’automates finis, en fait 'aide de langages
reguliers de mots finiséfinis par des grammaires éairesa droite. Un automate
de Bichi peut cependant facilement recoitreaun tel langage, voir la figure 2.2.

Rappelons bevement comment I'extension EFlde LTL est @finie. Soit
A = (X, 5,5, p, F) un automate fini dont les lettres desont linrkairement or-
donrees, par exemple aveg < ... < a. Les formules de ETfEsont obtenuea
partir de celle de LTL en autorisant les formules de la fotdte,, . . ., ¢x) pour
tous les automated avec un alphabet delettres. La relation de satisfaction est
étendue ainsi:

- O_ai ):A(gbl?aqsk’) g
— soitSyNF # 0 (e € L(A))
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— soit il existe un mot finb,b, . .. b, € L(A) tel que poud < i’ < n, Si
bi/+1 = a; a|0r50'7i + 7 ): ¢j'
SiSyNF #0,alorsA(¢y, ..., ¢) estéequivalena T.
L'opérateur “Until”U se code facilement avec un automaigtel queL(Ay) =
alas aveca; < ap etp,Up, est peciementAy(oy, ¢o).

Proposition 2.3.2. [VW94] ETL, a le néme pouvoir d’expression que les au-
tomates de Bchi, c’esta-dire, un langagé& de mots infinis est reconnu par un
automate de Bchi si et seulement si il existe une formule de ETlle que
Mod(¢) = L.

Ainsi, la classe de langagegfthis par des formules de EFlestégalea la
classe des langages

— reconnus par des automates deB (proposition 2.3.2),

— définis par des formules de la logique monadique du secor@-angh suc-

cesseur (S1S),

— w-réguliers,

— définis par des formules de I'extension de LTL avec quantificasur les

variables propositionnelles,

— définis avec variante LTL w I'opérateur until est indie par des langages

reguliers de mots finis [HT99],

— définis par des formules de I'extension de LTL ave@mgieur de point

fixe [Var88].

ETL, est une extension puissante de LTL maéqliivalence d’expressit
des formalismes dts ci-dessus ne @sume pas de leur concision. En effet, le
probleme de vacué pour les automates deiBhi est NLOGSPACE-complet tan-
dis que le prol®#me de satisfaisabiitpour ETL; est plus complexe mais de com-
plexité comparabl& celle de LTL.

Théoréme 2.3.3. [VW94] MC3(ETL,) et SAT(ETL;) sont P®ACE-complets.

De nméme, la satisfaisabiétpour LTL avec oprateurs de point fixe est PS-
PACE-complet [Var88]. Par contre, le praishe de la satisfaisab#éitpour S1S
et pour LTL avec quantification sur les variables proposiiglles sont no@ié-
mentaires (la complex@ten temps n’est pas une tour d’exponentielles de hauteur
fixe) [Mey73]. S1S appatacomme le langage le plus concis poeécdre les lan-
gages de mots infinis-reguliers.

Il est facile détendre la dfinition de ETL; en remplagant les formules de
la forme A(¢4, ..., ¢,) par des formules de la formig¢,, ..., ¢,) ou L est un
langage de mots finis sur un alphabet {a,...,a,}, langage sgcifie dans un
formalisme choisi. Pour une classe de langdfem note LTL +C I'extension de
LTL aux formules de la formé& (¢, ..., ¢,) pourL € C. Evidemment, ETl: est
préciement LTL + REG 0 REG est la classe des langageguliers de mots finis
repiesengés par des automates finis. Il est naturel de vowtidier LTL + HC
ou HC est la classe des langages hors-context&sepés par des grammaires
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hors-contexte. Comme de nombreux pashes sont ingcidables pour la classe
des grammaires hors-contexte, il n’est pas@tonnant d’avoir le&sultat suivant.

Proposition 2.3.4. SAT(LTL + HC) est indkcidable.

En fait, I'indécidabili& est obtenue en codant le prémle de legalie de
langage entre grammaires hors-contexte, qui est connu giceirun proleme
indécidable. La proposition 2.3.4 qui implique aussi que MCTL + HC) est
indécidable, est iressante mais finalement elle repose sur le fait que LTL + HC
peut assez facilement exprimeédjuivalence entre grammaires hors-contexte et
pas tellement sur les relations entre legmypeurs temporels usuelset G et les
formules de la formé.(¢4, . . ., ¢, ). Dans la suite nous allons montrer qu'’il existe
un langage hors-contexie tel que SAT(LTL +{L}) et MC?(LTL + {L}) sont
aussi in@cidables Evidemment, la preuve de la proposition 2.3.4 ne serait pas
reutilisable de rame que toute preuve queduise un prol@me incécidable pour
une classe infinie de grammaires hors-contexte.

SoitL le langag€{a? -ay-a? ' -as : n > 1} etL, le langag€{a? - as - a? - as :

n > 0}. On peut erifier la validié dans LTL +{L,, L, } de la formule suivante:

Ll(p7 q, I') g (q A XI’) \% LO(p7 q,p A XI')

Par congquent, SAT(LTL +{Lo, L }) est incecidable ssi SAT(LTL H{Ly})
est indecidable. On peut aussi montrer que I'on peétimr F avecL;: F¢ est
équivalenaL (T, ¢, T). Ainsi, c’est bien I'incecidabilie de SAT(LTLEK) + {Lo})
et de MC(LTL + {L,}) qui vaétreétablie ci-dessous.

Proposition 2.3.5. SAT(LTL(X) + {Ly}) estX1-complet.

La borne suprieureX| est assez imadiate.
Preuve: Un jeu de domino®om = (C, D, Coul) est un triplet compds

— d’'un ensemble fin{’ de couleurs,

— d’'un ensemble finD de dominos,

— d’'une fonctionCoul : D x {haut, bas, droite, gauche} — C qui associe

une couleua chaque @té de chaque domino.

On dit que Dom peut couvrir une surfacd C N x N ssi il existe une fagon
de couvrirS avec lestlements deDom en peservant les contraintes de motifs:
seuls des@tés de neme couleur peuveigtre Gtea dte (horizontalement, verti-
calement et sans possiklitle faire tourner les dominos). Le prebsie DOMREC
défini ci-dessous estl-complet [Har85].

entrée: un jeu de dominos et une couleur
guestion: peut-on pavelN x N avec la couleut présente en un nombre infini de
positions?

Nous allons @duire DOMREGA SAT(LTL + {L¢, L; }) sachant qué& (-) etF
peuventétre céfinisa partir dely(-).
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SoientDom = (C, D, Coul) un jeu de dominos et une couleue C formant
une instance de DOMREC avét = {1,...,n}, D = {dy,...,d,}, etc = 1.
Nous utilisons les variables propositionnelles suivantes

— in est une variable propositionnelle qui est vraie dan®tat codant une
position deN?. En effet, il y aura destats du moéle qui ne correspondeat
aucune position. Pour faciliter lagsentation, on introduit aussi la variable
out interpette comme la @gation den.

— Pourl < 5 < m, on consiére la variabl avec pour intergtation sou-
haitee: “la position déN? assoagea I'état courant est occép par un domi-
nos de typel,”.

— Pourl < i < n, on utilise les variable&aut;, bas;, gauche;, droite;. Par
exemple haut; est vraie quand le domino sur la position asgeéi I'état
courant a la couleur en haut.

Chaquettat repésentant une position @& est occup par un unique domino:

ain=\/(iln A i)
j=1 3'=14'#j
Les variables propositionnelles relatives aux couleurg sompatibles avec
la définition des types de dominos:

G(in = /m\ ==
j=1
/\ SCoul(d;,s) A /\ _'sj/)

s€{haut,bas,droite,gauche} 1<j'#Coul(dj,s)<n

On écrit PAVAGE la conjonction de formules ci-dessus. A&gent, nous al-
lons cEfinir les états du moele qui corresponderit des positions d&. Soit
SERPENT la conjonction des formules ci-dessous:

— G(in < —out),

— n N Xout A XXin A XXXin A XXXXout,

— G(out = XLy (in, out, in A Xout)).

La seule structure construite s{in, out} vérifiant la formule SERPENT est
la suivante:

{in} - {out} - {in}* - {out} - {in}* - {out} - {in}*...

Cette €quence fait@férence au chemin gsené dans la figure 2.3 (la partie
grisee est dan®¥?). La reelle difficulé dans la preuve n’est finalement pas de
concevoir un chemia traversN? mais plubt de cfinir un chemin pour lequel il
soit facile et possible d’aéder aux voisins de droite ou du dessus.

Pour chaquétat \erifiantin, nous avons besoin de nous rappeler s’il appara
dans une &quence dén ascendante ou descendante. Cetritsera utile pour
ac@der aux voisins de droite ou d’en haut. C’est pourquoi not®duisons
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FIG. 2.3 —Le parcours dan$¥?

aussi les variableg et ||. Cette derrére variable est redondante mais facilite la
présentation. Soit DIRECTION la conjonction suivante de foles:
- G(he ),
= 4 AX 1,
— G(in A XinA = X 1) (“nous restons sur une cime ascendante”),
— G(in A XinA = X |) (“nous restons sur une cime descendante”),
— G(in A XoutA = (X § AXX |})) (“nous passons d’'une cime ascendani
descendante”),
— G(in A XoutA = (X I AXX 1)) (“nous passons d’une cime descendante
a ascendante”).
La seule structure construite s{un, out, {},{}} qui satisfassSERPENT A
DIRECTION est:

{in, § Hout, 1} - {in, 1}* - {out, U} - {in, 4}* - {out, f} - {in, 1}*. ..

Cette structure encode le chenairaversN? décrit dans la figure 2.3.
Le chemin permet d’a&der aux voisins adjacents de la fagcon suivante:

— dans uretat{in, 1}, le voisin de droite est aécé avecl,,
— dans uretat{in, 1}, le voisin d’en haut est aéce aved.,
— dans uretat{in, ||}, le voisin de droite est aécé avecl,,
— dans uretat{in, |}, le voisin d’en haut est aéck avecl.;.

Soit CONTRAINTES la conjonction suivante de formules qupemxe les
contraintes de couleur pour les positions adjacentes:

— G(inA = (Ai<,<, droite; = Ly(in, out, gauche;))),
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— G(inA = (N <<, haut; = Lo(in, out, bas;))),

— G(inA = (/\1;;1 droite; = Lg(in, out, gauche;))),

— G(inA |}= (/\I;z;n haut; = Lq(in, out, bas;))).

Soit REC la formule quénonce que la couledrest epetee infiniment sou-
vent:

GF(in A \/ 51).

s€{gauche,droite,haut,bas}

Ainsi le jeu de dominoom peut couvrirN? en ©petant la couleut infini-
ment souvent Ssi

PAVAGE A SERPENT A DIRECTION A CONTRAINTES A REC

est satisfaisable dans LTL{t,, L, }. CQFD

Par congquent, SAT(LTL +{L,}) n'est pas &cursivemenénunerable. La
preuve de la proposition 2.3.5 est ingarde la preuve d’iretidabilié de PDL
avec le langage hors-contexXte] - a, - a} : n > 0} [HKTOO, chapitre 9].

En ce qui concerne le praohe de model-checking, &rea une eduction en
temps exponentiel entre SAT(LTLY+ {L,}) et MC?(LTL(X) + {L,}) on obtient
le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.6. MC?(LTL(X) + {L,}) estxl-complet.

En fait on peut Bme montrer que le prodine de model-checking pour le
calcul propositionnel enrichi de I'unique eteur temporel&fini a partir del.,
estY}-difficile. En effet, on a

- X¢=Li(L, T, 9),
- F¢ = Ll(Ta ¢7 T)a
— Lo = a1 Ly et doncL(¢1, @2, ¢3) = ¢1 A XL1(d1, ¢, ¢3).

CommelL; peutétre cefini a I'aide d’'un CQDD [BH99, FIS03], on obtient
naturellement que LTL augméntes oprateurs éfinis a partir des CQDD est
indécidable. Ceésultat, finalement pasals surprenant est rapprocher de celui
dans [DFGvDO6Enoncant qu'une classe de sysesa compteurs (fonctionnels,
plats et dont les boucles admettent des fermetures trassidfinissables dans
I'arithmétiqgue de Presburger) a un preirle de model-checkingedidable pour
des propietes arborescentes avec degi@eurs likaires @finissables avec des
CQDD.

SoitL, le langage{atayala, : k > 0}. Ce langage est un “visibly pushdown
language” (na¢ VPL dans la suite) [AM04], c’esa-dire un langage reconnu par
un automatea pile dont I'alphabet est divesen trois parties disjointes: soit la
lecture d’'une lettre permet seulement d’empiler, soit pemet seulement de
déepiler soit elle laisse la pile intacte. Les langages aésepéar de tels automates
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sont fern@s par union, intersection et corgpientation et admettent d’autres pro-
prietes desirables [AM04]. Alors que PDLéagérali€ aux termes de programmes
définissant des VLP esgédidable [LS06], nous avons lésultat suivant.

Proposition 2.3.7. Le probEme de model-checking pour LTLI% est incecida-
ble.

En effet, 'operateurL, peut facilement exprimek; avecL; (¢, g2, ¢3) =

L2(¢17 ¢2a ¢17 ¢3)

2.4 Model-checking symbolique

Le probEme de I'explosion du nombre&tats demeure un obstacle important
a l'efficacite des algorithmes deevification puisque le sysimea Verifier est sou-
vent repésené comme un produit de syshes [Rab00, LS00]. Ainsi le syshe
produit est de taille exponentielle en la somme des tailleslthcun des com-
posants. Pour tenter &Vviter ce prol#me, on peut observer que la complexit
algorithmique du prol@me de la @rification cepend de deux mesures: la taille du
mockle et la taille de la gxification (souvent une formule d’une logique tempo-
relle). En pratique, on constate que la taille du #legeuétre grande tandis que
la taille de la spcification peu@tre relativement petite puisqu’il s’agit souvent
de \erifier une propéte pedefinie (atteignabili, vivacig, équig, etc). La com-
plexite parargétree de Downey et Fellows [DF99] offre un cadédsaisant pour
analyser la complextdes prol#mes de &rification lorsque I'on ésire raffiner
I'analyse du cat algorithmique en distinguant déffents paratres. La restric-
tion consistea fixer la valeur de certains paratres et d’analyser alors la com-
plexite du fragment ainsi obtenu. Avec une telle approche, on Egater expli-
guer pourquoi des prodmes algorithmiquement Gteux dans le pire des cas sont
en pratique faciles.

Nous explorons le da algorithmique du prolime de I'explosion du nombre
d’étatsa la lumire de la complex@ parangtree. Nous commencons par rappeler
guelques notionslémentaires de cetteébrie puisqu’elle n’est pas ausspandue
gue la tteorie standard.

2.4.1 Quelques notions de compleX@tparamétréee

Nous suivons lesé&finitions pesenées dans [DF99] concernant la complexit
paranétree. Un langage (probine) pararétré P est un ensemble de pairés k)
pourx € ¥* etk € Nou X est un alphabet fini. Dang, k) le paraneétre est:. Un
probleme pararatré P est facile au sens par&te (“fixed-parameter tractable”)
ssi il existe une fonction calculable: N — N et une constant®&/ € N tels que
la question {z, k) € P?" puissedtre Esolue en temps de calcfilk) x |z|™, voir
par exemple [DF99, chapitre 2]. La classe de tels gnolgls est @note par FPT.
Ce qui nous irdresse dans ce travail est dagerminer si des probimes de model-
checking @i les structures sont reggenées comme des produits destructures
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sont faciles au sens paratre lorsquet est un paramtre. Ce serait alors une fagon
d’attenuer les effets du profaine de I'explosion du nombreé&tats.

Continuons avec quelquegfihitions utiles dans la suite. On dit qu’il existe
une fp-eduction entre un probime pararatré P et un probéme pararatrée P’ ssi
il existe des fonctions calculables : k — k', fo - k — K, f3 : (z, k) — 2
et une constant&/’ € N tels que(x, k) — 2z’ est calculable en tempd'|z|" et
(x,k) € Pssi{a', k') € P'. Il esta noter que:’ dépend seulement deet pas de
I'entreex. P et P’ sont dits fpéquivalents ssi il existe une f@duction deP vers
P’ et reciproquement.

Dans [DF99], Downey et Fellows ont introduit leéinarchie AW de classes de
problemes paragtres dont voici quelques ddeg ci-dessous.

FPT C W[1] € W[2] C --- C W[SAT] C
C AWJ1] C AW[SAT] C AW[P] C XP.

En fait, ces classes o@€ introduites dans divers articles et la monographie [DF99]
constitue un premier pas pour proposer une vision émifiur le sujet. On sait
par exemple que FPT est difent de XP. Cette desie classe contient exac-
tement les prol@mes parag@tres qui peuventétre €solus en temp&(|z|7*))
ou f est une fonction calculable. C’est I'analogue de la classeTEVE dans
le cadre standard [Pap94]. De plus, la classe W[1] est cer@sEiccomme 'ana-
logue pararétiée de la classe NP et par cégsent un proldme W[1]-difficile
n'est probablement pas facileéme au sens pard@te. Non seulement la com-
plexité parangtrée raffine le cadre standard de complkexédtgorithmique mais |l
n'existe pas de correspondence univoque entre les classemed de complexat
et les classes de complexjpparangtiée. Par exemple, il existe des prées NP-
complets dont la version par&tree est dans FPT alors qu'il existe aussi des
problemes NP-complets dont la version paeree est W[1]-difficile, voir des
exemples dans [DF99].
Comme dans le cadre classique, certains @mkk fondamentaux en com-
plexité parangtrée utilisent des machines de Turing. Dans la suite nousd®nsi
rons des machinegterministes (DTM), des machines noeterministes (NDTM)
ou des machines alternantes (ATM). Pafalit, ces machines ont un unique ruban.
Le probEme SHORT DTM COMPUTATION est le suivant:
entrée: un machine de Turing &erministeM et un entier positifc code en
unaire,

parametre: k,

question: est-ce qué/ en commencant avec la dha vide peut atteindre wtat
acceptant en moins depas de calcul?

On peut aussi&finir des prol#mes analogues en contraignant I'espaeewire
utilisé. Le probéme GMPACT ATM COMPUTATION est le suivant:
entrée: un machine de Turing alternanté et un entier positift: coce en unaire,
parametre: k,
question: est-ce qué/ en commencant avec la dha vide peut atteindre wtat

acceptant en utilisant moins éecellules némoire sur le ruban?
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On peut facilement morérque $IORT DTM COMPUTATION est FPT alors
gue SHORT NDTM ComPUTATION est W[1]-complet [DF99]. Les probmes
impliqguant des contraintes sur laémoire peuvent atteindre des classes plus
levées dans la Brarchie. Par exemple, il @ établi dans [CF03] que Qv-
PACT DTM COMPUTATION est AW[SAT]-difficile. Méme si on ignore la com-
plexité de tous les probmes paragtres sur les machines de Turing on connait
des probdmes de ce type qui soient complets pour les classes W[1]] &¥[2
WI[P] [Ces03]. Par exemple,HHRT NDTM COMPUTATION avec des machines
non ceterministes admettant plusieurs rubans est W[2]-conpk=03].

Il aussi ineressant de noter que dans la monographie [DF99] desemnes!
parangtrés avec des machines alternantes ne sont pas é@sitNous avons pu
montrer les @sultats suivants qui ont un @&t non seulement pour laébrie de
la complexié parangtrée mais aussi pour les préohes paragtres de model-
checking comme on le verra dans la suite.

Théoreme 2.4.1. [DLS06] SHORT ATM COMPUTATION est AW[1]-complet.

La preuve du thoeme 2.4.1 consista montrer que S8ORT ATM Cowm-
PUTATION est fpéquivalent au proeime RRAMETERIZED-QBFSAT, monté
AW[1]-complet dans [DF99, chapitre 14].

Théoreme 2.4.2. [DLS06] CoMPACT ATM COMPUTATION est XP-complet.

La preuve du thoeme 2.4.2 consista montrer que le probme REBBLE
GAME est fp€quivalenta CoMPACT ATM COMPUTATION alors que BBBLE
GAME aéte proue XP-complet dans [DF99, doeme 15.5].

2.4.2 ProbEmes parangtrés d’accessibilié

Un syséme de transitiotd est un tuple(3, @, —) tel queX est un alphabet
(pas recessairement finiy) est un ensemble dtats (pas @cessairement fini) et
— est une relation de transitiorC @) x 3 x Q. A est dit fini lorsque et sont
finis. Dans cette section, une répentation succincte d’'un sgste de transition
est une 8quence de sy&mesA,, ..., A; qui repésente le systme (X, Q, —)
avec

— Q= T5, Qi o A; = (Qy, %y, —;) pour chaque,

-z U?:l iy

- —>C XX XQ.

La définition exacte de la relation de transitien depend du mode de synchro-
nisation. Ici, nous allons distinguer la synchronisatiorid de la synchronisation
binaire et dans la suite paéfhut on utilise la synchronisation forte. Dans la syn-
chronisation forte, tous les composants bougentemetemps(ss, . . . , Sx) N
(ti,...,tx) ssipouri € {1,...,k}, s; =; t;. Par contraste, dans la synchroni-
sation binaire, seuls deux composants se synchronisetistgue les autres ne
bougent pas(si,...,s;) —uim (t1,...,1;) ssiil existei # j tels ques; =; t;,

s; —; tjetpourl & {i,j}, s, = t.
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Nous pésentons ci-dessous les quatre pales d'accessibiitavec le sysime
repesengé succinctement.

— Accessibilie Exacte (KACT-REACH):
entrée: k sysemes de transition finid, - - - , A, deux configurations et
tdeAd; x - x Ayg.
question: A-t-ons = £?
— Accessibilie Locale (LOCAL-REACH):
entréee: k sysemes de transition finid,, - - - , A, k ensembles @&tatsF;,
..., F, avecF; C @); et une configuratiogs de A, x --- x Ay,
question: A-t-on 5 = ¢ pour une configuratiohe F avecE = F} X - - - X
F.?
— Accessibilie Repetee (REP-REACH):
entrée: comme pour IOCAL-REACH,
question; A-t-on s - £ = 7 pour une configuratioh€ F'?
— Accessibilie Equitable (RIR-REACH):

entrée: k sysemes de transition finigly, - - - , A;, des ensembles &fats
(F7)IZ) P avecF! C @ pouri, j, et une configuratios de A; x
X .Ak

question: A-t-on 5 505 6. . N ty 5 h pour des configurations
t1,...,t, € F1,... FravecFJ = F} x --- x F] pour chaqug?

La contrainte d’accessibiétdans le prome Rep-REACH fait reférencea
la condition d’acceptation dans les automates detBtandis que celle dans le
probleme RAIR-REACH impose une condition équi€e. Pour chaque probine
de la formex-REACH on notek-x-REACH le probEme parargtré correspondant
ou le nombrek de sysémes est le paragtre du prok®me. Les quatre probines
ci-dessus (non paratres) sont connus poétreéquivalentsa reduction logarith-
mique en espace @s puisqu’ils sont PBACE-complets. Une analyse un peu plus
fine permet cétablir que les quatre pralshes paragtrées de la formé-x-REACH
sont ausséquivalents au sens desductions paragtrees.

Théoreme 2.4.3. [DLS02] Les quatre prokimes paragtrés d’accessibilé sont
fp-équivalents.

Dans la suite, on noter-x-REACH n’'importe lequel des quatre pravhes
parangétrés. On peut en fait cardaiser la complexé dek-x-REACH.

Théoreme 2.4.4. [DLS02, treoeme 5.1Jk-+x-REACH est fp€quivalenta Com-
PACT NDTM COMPUTATION.

Le theoeme 2.4.4 implique que chaque préilek-x-REACH est AW[SAT]-
difficile ce qui place @ja assez haut ce prahe dans la Brarchie AW de Dow-
ney et Fellows. Par coaguent, il estimprobable quex-REACH puisse se&sou-
dre entemp®(f (k) x (Z;|.A;|)Y) pour un degt fixe N et une fonction calculable

S
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On peut aussi montrer que les deusultats pecedents sont &s robustes
si on consi@ére de égeres variantes de ces prebies. On noté-x-REACH;,
les variantes respectives #ex-REACH avec synchronisation binaire au lieu de
synchronisation forte. De @me, on noté;, |X|-x-REACH,;, les variantes dé-x-
REACH;,, ol les pararatres sonk et |X| etk-+x-REACH 5, le sous-prol#me de
k-x-REACH avec un alphabet binaire.

La robustesse du &oeme 2.4.4 est illusée par le esultat suivant.

Théoreme 2.4.5. [DLS02] Les probémes suivants sont fpquivalentsa Com-
PACTNDTM COMPUTATION:

— k-%-REACH;,,

— k, |X|-*x-REACHy,,

— k, |X|-*-REACH,

— k-%-REACHy)=2.

On peut aller plus loin en congdant des systes @terministes. On note
k-%-REACH|5; =24t [r€SP. K, |X|-*-REACH,] la restriction dek-+-REACH5|—,
[resp.k, |X|-+-REACH] aux sysémes de transitionaderministes.

Théoreme 2.4.6. [DLS02] Les probémes suivants sont fpquivalentsa Com-
PACTNDTM COMPUTATION:

— k-+x-REACH ¢,
— k, |X|-*-REACH 1,
— k-%-REACH|g|—2, det.

Comme effet de bord nous obtenons que les gmolels FAI-I1 et FAI-III
de [DF99, page 470] sont fequivalentsa COMPACT NDTM COMPUTATION et
donc ces prol@mes sont AW[SAT]-difficiles. Cela raffine la meilleure berde
complexi€é inféerieure connu&é savoir que ces profainesétaient WE]-difficiles
pour tous leg > 0 [DF99].

2.4.3 ProbEmes parangtrés de model-checking

Dans cette section, nous allons nougigsser des prol#mes paragires
de model-checking pour logigues temporelles lorsque l¢erys de transition
est repesené symboliqguement. Dans la suite un reelde Kripke est compris
comme un systme de transition enrichi d’une valuation construit surnseenble
infini dénombrablePROP de variables propositionnelles. Il s’agit d’'unérgra-
lisation de la notion utilise dans la section 2.1 dans laquelle les transitions sont
etiqueées. C’est d'ailleurs aussi celle utéis dans le chapitre 5.

Plus pecigement, un moéle de Kripke M est une structure de la forme
(3,Q,—,V) avecV : Q — P(PROP). M est dit fini lorsqueX, @, —) est un
syseéme de transition fini et chaque ensemble de laggodiel” est fini. On peut
aussi @finir le produit de moéles de Kripke construit sur le produit de sysies
de transition. Ainsi siM; = (X1,Q1,—1, Vi), -, Mp = (Ek, Qr, —k, Vi)
alorsM = (X,Q,—,V) = My x -+ x My avec(X,Q, —) = (X1,Q1, —1) X
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oo X (B, Qr, —) etV est construit partir devy, . . ., V.. Par exemple, on sup-
pose dans la suite qu&((s1, . .., sx)) = |J, Vi(s;). Nous allonsa pesent éfinir le
probleme de model-checking pour une logique temporéllgar exemple parmi
LTL, CTL, CTLx*, le u-calcul modal, etc.) lorsque la structure de Kripke est
repiesenée symboliqguement comme un produit de structures. En faispaci
de simplification, on supposera qu’une structure de Kripkelpit est construite
sur un alphabet singleton, c’estdire (sy,...,sx) — (t1,...,tx) dansM ssi il
existe une lettree € ¥, N --- N Y, tel que pouri € {1,...,k}, s; = t;. En
calculant le produit, on renomme donc implicitementdéguettes.

Le probEme pararatre de model-checking pour la logique nott PMC(() est
défini de la fagcon suivante:

entrée: k structures de Kripke finied,, ..., M, une formuley de £ et une
configurations de My x - - x My,
parametre: k + |¢|,
question: A-t-on M; x -+ X My, § | ¢?
Nos Esultats sur les probines paragtres d'accessibilé et la possibilé de
transformer une formule de LTL en un automate declid équivalent (voir par
exemple [VW94]) permettent dtablir ce esultat important concernant LTL.

Théoreme 2.4.7. [DLS02, treoreme 6.1] PMC(LTL) est fequivalena Com-
PACTNDTM COMPUTATION.

Il est possible de seejouir que la complex@ parangétree de PMC(LTL) ad-
mette une caraetisationélegante. Cependant, en pratique, la AW[SAT]-daret
du probEme interdit tout espoir pour contourner le perbke de I'explosion du
nombre détats. De plus, @me un fragment ridiculement inexpressif de LTL pro-
duit un probéme pararatre de model-checking W[1]-difficile. Soit LT}, le
fragment de LTL eduita une unique variable propositionnelle avec uniquement
les ogerateurs/ etX.

Théoréme 2.4.8. [DLS02, treoeme 6.2] PMC(LTL,,,,) est W[1]-complet.

Passonsa piesent quelques logiques temporelles du temps arborescent. Con-
sidérons d’abord la logique modale de Hennessy-Milner [HM&algc variables
propositionnelles dont la syntaxe est rajgeeti-dessous:

¢u=p | =7¢ | ¢tV | 1A | B | O,

ou p € PROP. C'est juste la logique modale K (voir chapitre 5). Un reta
de HML est une structure de Kripke avec un alphabet unaivetet = O¢ est
vérifie lorsqueM, =’ |= ¢ pour tous le€tats successeursdex. HML ne permet
d’exprimer des questions d’accessil@ldar I'interpétation des oprateursd et &
n'impliquent que les successeurs i@dnats.

Théoreme 2.4.9. [DLS02] PMC(HML) est AW[1]-complet.
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La preuve dans [DLSO&tablit que PMC(HML) est figquivalenta SHORT
ATM COMPUTATION qui est aussi mongérAW[1]-complet dans [DLS02]. Lors-
gu’on ajoutea HML des ograteurs de point fixe, on obtient Jecalcul mo-
dal [ANO1] et dans ce cas, la complexitiu probéme pararétre du model-che-
cking est tesélevee.

Théoreme 2.4.10. [DLS02] PMC(u) est XP-complet.

Pour montrer que PMQ4{) est dans XP, on utilise gu’une instance de PM)C(
peutétre €solue en temp® ((|¢|.n*)?l) avecn = ;| M;| [KVWOO, theorme
6.4]. La XP-duret est obtenue paéduction de ©MPACT ATM COMPUTATION
qui a aussiétt monté XP-complet dans [DLS02]. On peut remarquer qagd
dans [Rab97, Rab00] la version non paédee de PMCy) a éte montée Exp-
TIME-compkte alors que le model-checking pour/ecalcul modal est connu
pourétre dans UP co-UP [Jur98].

D’autres probdmes paragtres avec des mates symboliques pour des ques-
tions relativesa desequivalences comportementales comme la bisimulatioe fort
ontéte étudies dans [DLS02] raffinant legsultats de EPTIME-compEtude pour
la version non paragirée de ces probmes [JM96, LS00] (et quelquefois en
utilisant certaines des preuves). La figure 2.4 contientasuneé des esultats
de [DLS02] incluant certains prarines non tra@s explicitement dans ceamoire.

DLSO06 DLSO06 DLSO06
XP<[—J CoMPACTATM u» BISIMULATION [<~—~—-~]> PMC(u)
A Iy I i
‘ ‘ PMC(CTLY)

[DLS06] PMC(CTL)
A

3 [DLSO06]
CoMPACTNDTM

4

ACCESSIBILITE[[<)I_S—()63>] PMC(LTL)
AW[P]
s

[DF99] ComMpPACTDTM

A

AW[éAT]
\ 1 |
AW[1] @E SHORT ATM [DLS06] PMC(HML)
A A A
w1 €EPPY g, orrnDTM [DLS06] PMC(LTL poor)
A A
FPT SHORTDTM

FIG. 2.4 —Complexié des prol®mes de model-checking paréinés
Alors que NP®ACE esta égalea PSPACE, on ignore si @ MPACT DTM
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COMPUTATION est strictement inclus danso®PACT NDTM COMPUTATION.

Probleme ouvert 3. Y-a-t-il une fp-ieduction de ©MPACTNDTM COMPUTA-
TION vers G@MPACT DTM COMPUTATION? O

En ce qui concerne les praivhes les aux logiques temporelles, on sait seule-
ment que PMC(CTL) et PMC(CTH) sont AW[SAT]-difficiles.

Probleme ouvert 4. Quelle est la complexdtde PMC(CTL) et PMC(CTH?
En particulier, peut-onéduire PMC(CTLk) a CoMPACT NDTM COMPUTA-
TION? O

2.5 Extension de LTL avec des mots transfinis

Modeliser I'interaction entre un ordinateur et un gyae physique &cessite
la possibilie de travailler avec deschelles de tempséds differentes en parti-
culier si I'on cherchea contbler un tel sysme. Certains sysines physiques
dont les comportements soigis par degquations diférentielles admettent des
comportements Zeno pour lesquels un nombre infini d’aciolesu en un temps
borré. Ces comportements sont naturellement exclus desmgstinformatiques
méme si I'analyse de sy@mnes admettant des comportements Zeno peut avoir du
sens [BP97, HLMRO02], voir aussi un usage éegences de longueur @rppure
aw pour la \erification dans [GW94].

Dans le travail pgseng ci-dessous, nous nous sommesriesésa la concep-
tion de langages de 8pification pour exprimer des comportements Zeno dans le
but de contbler des systmes physiques. Cette motivation nous a coraluitro-
duire dans un premier temps une famille de logiques temipsrelendant LTL
(section 2.5.1) et étudier les prokimes de model-checking et satisfaisabilit
(section 2.5.2). Finalement, la section 2.5.8g@nte un proBme de contile qui
a motive I'introduction de ces logiques.

2.5.1 Une famille d’extensions de LTL

Nous rappelons bevement qu’un ordinal est une classegllivalence d’ordres
linéaires bien ordores, voir [Ros82] pour lesédinitions compétes.

Soienta un ordinal &nombrable et fergn par addition (pours, 3 < «,
onapg + ' < «) et PROP un ensemble de variables propositionnelles in-
fini dénombrable. La logiqu&TL(«) a pour moeéle les équences : a —
P(PROP) ou comme d’habituder est compris comme I'ensemb{e : 5 < a}.
Les formules dé&.TL(«) sont cefinies par la grammaire suivante:

¢:=D | 20 | d1Ad | X6 | 41070y,
avecp € PROP, g < a et < a. Larelation de satisfaction eséfinie inducti-
vement ci-dessusior est un moéle deLTL(a) etf < a:

— 0,8 = pssip € M(p),
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— 0,8 ~¢ssio, B~ ¢,

O',ﬁ ): ¢1 A qbg SSiO‘,B ’: ¢1 etcr,ﬁ ): ¢2,

0,0 E X7 ¢ ssio, B+ E o,

— 0,8 = ¢,U% ¢, ssi il existey < 3 tel ques, 3+ = ¢, et pour chaque
v <v,0onao, 4+ E ¢1.

La fermeture par addition garantit que+ (' et 5 + ~ sont bien stricte-
ment infrieursa «. L'ensemble des mades dep, no€e Mod(¢), est{o : « —
P(PROP) : 0,0 = ¢}.

L'opérateurk” constitue une gréralisation naturelle de I'dyateurx de LTL
qui permet d’effectuer un saut d’une longugubDe méme, I'ogerateuit’ géréralise
I'opérateury de LTL. Dans la suite on notera augsip pour TU’¢ et G%¢ pour
—F#=¢. On peut facilement montrer qud'L(1) estéquivalent au calcul propo-
sitionnel tandis quéTL(w) a la méme expressivit que LTL mais pas la éme
concision si les entiers ont une répentation binaire.

Dans la suite on utilise la forme normale de Cantor pourasgmter les ordi-
naux inerieursaw® et par @faut les entiers utiliss pour une telle repsentation
sont co@s en binaire.

Voici quelques exemples de propis recessitant destats limites qui peuvent
facilement s’exprimer dans la logiqud'L(w*) (k > 2):

1. “p est\erifiee dans toutes les positions limitesanéuresa w””:

k—1

k
G X*pA---AX* p).

2. Pourl < k' <k — 2, "si p est\erifiee infiniment souvent aux positions de
la formew*” x n pourn > 1, alorsq est vraiea la position.*+1":

k1 k1 )

@ T F T p) = (3

Proposition 2.5.1. [DNO7] Soit« un ordinal tel qué) < o < w. Le probEme
de la satisfaisabil@ pourL TL(w®) est cecidable.

La preuve de [DNO7] est paéduction vers la tborie monadique du second
ordre de{w*, <) qui est montée cécidable dans [BS73,&oeme 4.12]. Une autre
reduction vers la thorie du premier ordre @te propoge dans [Cac06]. Cela per-
met d’obtenir en effet la @&cidabili& mais avec une borne de compléxiton-
élementaire [Mey73]. Dans la suite nous allons caaser exactement la com-
plexite du probéme de satisfaisabiéitpourLTL(w*) aveck < w en adoptant
I'approche de [VW94]. Il est important de rappeler que I'eqaghe introduite par
Biichi dans [RBic62, Bic64, Bic65, BS73] a aussi congist resoudre un probme
logique en le @duisanta un probéme sur des automates idoines et gu’historique-
ment ce fut la prengire de ce type.

Probleme ouvert 5. Est-ce que pour tous les ordinaugrmmbrables et feren
par addition, la logiqueLTL(«) est cecidable? O

Dans [Roh97], une logique integtee sur des:-sequences et munie des&p
rateurs “Next” et “Until” (sans d@coration) aéte introduite. |l aétt monté que
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le probEme de satisfaisabiéitqui admet en erée une formule (qui est aussi une
formule de LTL) et un ordinal @ombrablex est dans EPTIME [Roh97]. Outre
la theorie monadique du second ordre{de <) aveca dénombrable [BS73], on
peut aussi citer la logique temporelle introduite dans [B&Zou des sauts de
temps sont maglises par la notion de limite dans les ordinaux.

Avant de éfinir le probbme de model-checking poli'L(«), hous rappelons
la notion d’automate transfini quéegéralise celle des automates de Muller.

Définition 2.5.1. Un automate transfinil est un tupl€@, ¥, 4, E, I, F') tel que

— () est un ensemble fini états,

— X est un alphabet fini,

— 4§ C @Q x X x Q@ estlarelation de transition,

- E C P(Q) x Q estlarelation de transition limite,

— I C @ est 'ensemble destats initiaux etF’ C @ est I'ensemble destats
finaux.

\Y

Onécrirag % ¢ lorsque(q, a,q') € &, ¢ — ¢ lorsqueg = ¢’ pour une lettre
a € X. Un chemin de longueur + 1 est une application: o + 1 — @ telle que

— pourf3 € a, () — r(3 + 1),
— pour chaque ordinal limit¢g < «, il existe une transition limiteP —
r(B) € E telle queP = inf(3,r) avec

inf(8,r) & {q € Q : pour chaque v € f3, il existe 7' tel que
v <y <Betr(y)=q}.

Un calcul de longueus + 1 est un chemin de longueur+ 1 tel quer(0) € I.
Side plusy(«) € F alors le calcul est dit acceptant. Lensemble désjsences
reconnues par l'automatd, dénoé parL(.A), est 'ensemble des-sequences
o : a — X pour lesquelles il y a un calcul acceptant de longueur 1 vérifiant

pour chaque’ € a quer(p) 7(8) r(B+1).

Les automates transfinis de lafthition 2.5.1 sont ceuxafinis dans [HW91].
Ce sont aussi exactement I&-automates de [Bed98, page 35], une variante
de automates de Wojciechowski sans lettre sur les transitimites [Woj84].

L’ équivalence entre ces divers formalismes est néasdins [Bed98, section 2.5].
On retrouve une &finition analogue dans [CarOlgfihition 17] et une grérali-
sation tesélégante est faite dans [BCO1] pour recoitrgades équences sur des
ordres lireaires dispeks.

Atitre d’exemple, 'automatel ci-dessous avec pour transitions limi{€¢g —

1 et{0,1} — 2 reconn@ seulement des?-sequences.

a

OO
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Plus peciement,L(A) = (a“ - b)~.
Nous pouvonsa priesent proposer une version existentielle du protd de
model-checking poukTL(«):

entrée: un automate transfid dont I'alphabet est un sous-ensembléEd®ROP)
ety est une formule de&TL(«),

question: est-ce gu'il existe une-séquencer reconnue pa telle queos, 0 =

o?

2.5.2 Analyse de la complexé avec automates succincts

La proposition 2.1.1 admet un analogue dans le cas tranSfinpeut en effet
construire un automate transfini qui reconnaisse lesefesdd’'une formule. Si
ce nétait que cela, ce fait serait une cégaence de [Bc64], cependant nous
pouvons obtenir de cette traduction une borne de complelgimentaire.

Proposition 2.5.2. [DNO7] Soit¢ une formule dé&.TL(w*) aveck < w. Il existe
un automate transfinil, = (Q), X, 6, £, I, F') tel que

1. L(Ay) = Mod(9¢),
2. |Q| est doublement exponentiel g,
3. |6 U E| est triplement exponentiel gn|.

Comme le prol#me de vacui pour les automates transfinis est dansvT
d’apres [Car02, proposition 6], on obtient une prenei borne sugrieure 3KP-
TIME pour le probéme de satisfaisabiéitpourLTL(w*) aveck < w. Il serait
peutétre possible de raffinee¢erement ceésultat si le proldme de vacuiétait
connu pour ne paitre PTME-difficile. Cependant le probme suivant est ouvert.

Probleme ouvert 6. Est-ce que le probme de vacuit pour les automates trans-
finis est PTME-difficile? O

Nous allonsa piesent entamer notre analyse de compéegit énoncant le
résultat ci-dessous.

Lemme 2.5.3. [DNO7]

(I) Le probEme de satisfaisabiéitpourLTL(w) est ExPSPACE-complet.
(I) Pour tous les ordinaux, le probbme de satisfaisabiéitpourLTL(w®) est
ExpPSPACE-difficile.

L’ énoné& (Il) du lemme 2.5.3 est une campience de &noneé (I). La ExPS-
PACE-dure€ dans [enoné (I) est obtenu en adaptagterement la preuve de [Har83,
théome 4.7]etablissant la PSrCE-dure€ de LTL. La borne sugrieure EXPS-
PACE est obtenue par traduction exponentielle vers LTL. Cepaindaon suppose
que les entiers sont céd en unaire darfdsl'L(w), la satisfaisabil@ est alors seule-
ment P $ACE-compkte comme pour LTL.
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Nous allonsa pesent comgter notre analyse de compléxigt pour ce faire
nous proposons d’introduire une nouvelle classe d’'autesndlts’agit d’une sous-
classe d’automates transfinis repenés succinctement et reconnaissant deés
sequences. Des automates similairesasatiefinis dans [Cho78, HW91, Bed98]
sauf pour les propeies de concision qui vont suivre.

Définition 2.5.2. Un automate transfinl = (Q, %, 0, E, I, F') est dit de niveau
k > 1 s'il existe une applicatioh: @ — {0,..., k} telle que
— pourg € F,1(q) =k,
- q% ¢ edalorsi(q) = 0etl(q) < k,
— SiP — g€ Ealorsmaz{l(¢'): ¢ € P} +1=1(q).
\Y

On noter&@, %, 6, E, I, F, 1) un automate transfini avec fonction de nivéau
Chaque ensemble &tats ayant le @me niveau correspor&dune couche dans les
automates de Choueka [Cho78]. Lautomate de la proposibr2 est bien un
automate de niveakilorsque¢ est une formule d&TL(w*). Cependant sa taille
est trop importante. C’est pourquoi nous introduisons oous-lasse d’automates
transfinis qui peuvent repsenter succinctement un nombre exponentiel de tran-
sitions limites comme les automates décBi gererali€s peuvenétre compris
comme des automates de Muller regenés succinctement.

Définition 2.5.3. [DNO7] Soientp(-) un polyrbme etk > 1. Un automate trans-
fini p(-)-succinct de nivead est une structurel = (Q, %, 9, F, I, F,[) définie
comme un automate de niveausauf que la relatiorE’ est pecigment un en-
semble de tuplesFy, P, ..., P,,q) avecn > 0,q € Q etF,,..., P, C Q tels
que
— Si(Py, P,...,P,,q) € E alors
1. 1<1(q) <k,
2. chaqueetat deF, est de niveau(q) — 1,
3. chaqueetat deP, U - - - U P, est de niveau ir@rieur ouégalal(q) — 1,
4. n < p(|Q),
— pour chaquétatq de niveau strictement positif, il existe au plus une transi-
tion danst de la forme(Fy, Py, ..., P, q).
\Y

En fait, chaque tupl€F;, P, ..., P,,q) code succinctement 'ensemble des
transitions limites
trans((Po, P1, ..., Pn,q)) &

{P—q: PCQ,ViPNP#DetVq € P, 1(¢") <l(q)}

Le langage reconnu par un automate trangf{nj-succinct de nivead est ce-
lui reconnu par I'automate transfini de nivela@quivalent obtenu en con&cant
I'ensemble des transitions limites issu de I'ensenibl&a concision de tels auto-
mates se&sume dans le fait que la taille deest enO(|Q|? x p(|Q|)). En geréral,
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un automate transfini de niveawrdinaire peut avoir un nombre de transitions li-
mites exponentiel eft)|.

Proposition 2.5.4. [DN07] Soit¢ une formule dé&.TL(w"*) aveck < w etpy(x) =
x (identit). Il existe un automate transfinj(-)-succinct de niveak A, tel que

1. L(As) = Mod(9¢),

2. la taille deA, est exponentielle efy| si les entiers dang sont co@s en
unaire. Lorsque les entiers sont ésden binaire, la taille del,, devient
doublement exponentielle ¢q|.

L'automate de la proposition 2.5.4 est obtenu en obseruamt’ gutomate de
la proposition 2.5.2 peldtre repeseng succinctement. Il se trouve Gk fixe,
le probEme de vacut est aussi dans NLIGSPACE comme pour les automates de
Buchi.

Théoréme 2.5.5. [DNO7] Pourk > 0,
(I) le probEme de vacui pour les automates de niveauest NLOGSPACE
complet,

(I) pour chaque poly@mep(-), le probEme de vacuit pour les automates trans-
finis p(-)-succincts de niveak est NLOGSPACE-complet.

Par conéquent nous retrouvons u@sultat classique lorsque= 1.

Corollaire 2.5.6. Le probBEme de vacué pour les automates de Muller est Né-
SPACE-complet.

Nous pouvonsa pieésent conclure concernant la compléexdes prol#mes de
model-checking et satisfaisabdit

Théoréme 2.5.7. [DNO7] Pourk > 1, les probémes de model-checking et sa-
tisfaisabili® pourLTL(w"*) sont ExPSPACE-complets quand les entiers sont éed
en binaires et P&\CE-complets si les entiers sont cégglen unaire.

Probleme ouvert 7. Quelle est la complexatdes prol#mes de satisfaisab#iet
model-checking poul.TL(w“)? O

Une autre fagcon de montrer legtveme 2.5.7 suggée par A. Rabinovich [Rab06]
consistea montrer que LTL avec les épateurs stricts “Since” et “Until” sur les
w“-sequences est dans P& E. En effet, il est alors possible défihir de fagcon
concise une formule; qui exprime que la position courante est un multiple.de
pouri € w. Nos oferateurg/’ etX“" pouri > 1 sont alors éfinissables:

YUY =V ((—pi A)U(=pi AY))
X' = ((~s)U(i A ).
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Pour obtenir uneé&duction qui soit logarithmique en espace, il faut cependan
utiliser une technigue de renommage qui s’applique bien ici

Probleme ouvert 8. Est-ce que pour tous les ordinaugndmbrablesy, la lo-
gique LTL avec les oprateurs stricts “Since” et “Until” intergtée sur lesa-
sequences est dans P&E? O

Au moment d’imprimer ce document, ungponse positive peétre doneea
ce probéme et fera I'objet d’une publication prochaine.

2.5.3 Un probleme de contdle

Ce qui a motie l'introduction des logiqueETL(«) dans [DNO7] est un pro-
bleme de con@ile dont par ailleurs une preére solution a éja éte propoge
dans [Cac06]. Avant d’en donner ungfohition formelle, ce qui est I'objet de cette
section, en voici une description succincte. Etant éoan systme physiques
mocklise par un automate transfini reconnaissantdeséquences et une pro-
priete ¢ de LTL(w"), existe-t-il un contdleur C reconnaissant des-sequences
tel que le systmeS x C vérifie ¢? L'opérateur de synchronisation prend en
compte les diftrente€chelles de temps deet(, et les vecteurs de synchronisa-
tion dependent de I'ensemble des actions observables densgst

Afin de synchroniser le syiste avec un coriteur travaillant sur des-
sequences, nous devons transformer un automate transfiviedairiA en un au-
tomate transfini de nivealu> 2 lift, (A) tel que pour tous les motse ¥, o €
L(lift, (A)) ssi l'w-sequencer’ € v, définie paro’(i) = o(w*~! x 1), appartient
aL(A). On peut facilement contruire un tel autombie (.A) a partir ded dans le
cas @reral. Par exemple, sad 'automate transfini de niveau ¥drita gauche
de la figure 2.5 avec pour unique transition limfi®, ¢;, .} — ¢3. L'automate
lift,(LA) avec les transitions limite$(0,q0)} — (1,490), {{0,q1)} — (1, q1),
{<07 q2>} - <17 q2>’ et {<07 QO>7 <17 QO>7 <07 q1>7 <1a QI>7 <O7 QQ>a <17 QQ>} — @3 est
déecrita droite de la figure 2.5.

Un syséme physique est&dini comme un tuplé.A, Actc, Actp, Act) tel que:

— A est un automate transfini de nivelasur I'alphabetP (Act) ou Actest un

ensemble fini d’actions,

— Actp C Actest I'ensemble des actions observables,

— Acic C Actp est I'ensemble des actions cadilrtbles. L'ensemble des ac-

tions incontdlables est n@ parActnc.

Une siicification du systmesS est une formule) de LTL(w*). Un contbleur
C pour (S, 1) est un systme dont les edcutions comgites sont des-sequences
(par exemple un automate transfini de niveauéjfiant les prop@tes suivantes.

— Seules les actions observables soaspntes dans le codteur. La synchro-
nisation entreS etC va garantir que les actions inobservables ne vont pas
modifier I'état du confbleur:

(obs) l'alphabet deC estP(Actp) et pour chaquétatq deC, il existe une
transitiong LR q.
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FIG. 2.5 —Un automate et son lifting

— De tous letats de”, les actions inconfables peuvent toujouire ex-

cutees:
(unc) ¥q - Ya C Actp \ Actg, il y a une transitiony LR ¢’ dansC telle que
b N Acipnc = a.

— Finalement, le syétmeS contdlé parC satisfaiti). CommeS etC ne re-
connaissent pasegessairement des mots déme longueur, le sysine
contdlé est en faitlift, (C) xy S pour un ensemblé” de vecteurs de
synchronisationS etC se synchronisent sur les actions observables

(syn) Y = {(X, X', X") € Actx Actp x Act: X NAclp = X', X = X"}.
Cela revient donh \érifier que I'automate produit ci-dessous recdhna
langage non-videéS xy lift, (C)) x A-,. L'opérateur de synchronisation
xy est céfini dans [DNO7] et corresporala notion naturelle (encore faut-il
faire attention aux transitions limites).
Ainsi, le probBme de conéile pourLTL(w*) est le suivant:
entrée: un sysemesS (avec un automate transfini de nivelduet une formulep
deLTL(w") construite sur les variables propositionnelles dacis
guestion: existe-t-il un automat€ de niveau 1 @rifiant (obs), (unc) et tel que
pour tous les mots de longueuf accepés parS xy lift, (C) vérifient¢
avecY satisfaisant (syn).
Ce probéme est dja une simplification puisque on pourrait seulement suppo-
ser que le confileurC se synchronise avet aux position®) < a; < as < ...
du syseéme avedim,_,,o; = w".

Théoreme 2.5.8. [Cac06] Le prok#me de confile pourL.TL(w*) est cécidable.
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L'exemple du confble d’une balle qui rebondit esésolu dans [Cac06] (voir
aussi une variante dans [DNO7]).

Probleme ouvert 9. Pourk > 1, quelle est la complexétdu probéme de confile
pourLTL(w*)? O
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Chapitre 3

Verification de propri etes
gualitatives et quantitatives

Ce chapitre est en grande partie une traduction de I'affi@en06a] retracant
principalement desésultats pesenés dans [DGO05, DLO6a, DLNO7, DemO06b,
DDO07].

Comme nous l'avons rappebans le chapitre 2, la logique du tempsiire
LTL avec des oprateurs de pag®stequivalentex la logique du premier ordre sur
(N, <) [Kam68] et les prol#mes de model-checking et satisfaisabibnt PS-
PACE-complets [SC85]. Une variable propositionnglleeptesente une prof@é
de I'etat courant du sysime. Par exemple, peutétre vraie lorsque la valeur de
la variablex est sugrieurea la valeur de la variablgap®©s un pas de calcul. Une
solution plus fine consiste dorcautoriser dans le langage logique la posséilit
d’exprimer directement des contraintes entre variableprdgramme abandon-
nant donc l'abstraction usuelle avec les variables proiposielles. Lorsque les
variables sont tyes, elles peuveidtre interpettes dans des domaines concrets
specifiques comme les entiers, le=els, les chimes de caraetes etc. Ces do-
maines concrets sont appsldes sysimes de contraintes dans la suite. Ainsi,
une proposition de la formex“est su@rieurea la prochaine valeur dg' peut
se coder dans une syntaxe enrichie par Xy” ou Xy fait référencea la pro-
chaine valeur dg (souvent aussi néey’). Avec une telle extension les melds
linéaires sont desguences @tats structu@s qui contiennent une integiation
des variables. C’est pourquoi ma motivation initiale damgravail aét nourrie
par le souhait de concevoir des logiques temporeldmigs sur des sysines de
contraintes permettant de raffiner 'ensemble des formati@siques et de com-
parer des valeurs de variablesles positions successives de &ention des pro-
grammes. Des exemples répentatifs du type de logiques temporelles que jai
souhaié étudier sont les logiques introduites dans [AH94, CCOGjbjectif dans
ce travail consist@ developper des gthodes grériques, principalemerit base
d’automates, qui permettent deaider des proBimes de model-checking et de sa-
tisfaisabilie pour les logiques du tempsdiaire dont les formules atomiques sont
construites sur des sgshes de contraintes. Il s’agit en particulier ddedtminer
guels domaines concretérnifient les meilleures prog#ées pour la @rification au-
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tomatique. On regarde ces deux types de @nmigls car I'approche par automate
ne fait pas beaucoup de difences entre eux.

3.1 LTL sur des syskmes de contraintes

3.1.1 Comment raffiner LTL

Soit VAR = {x¢,xy,...} un ensemble infini @nombrable de variables. Un
syséme de contraintes est une palbe= (D, (R,)acs) OU D est un ensemble
specifigue dans lequel les variables sont intet@es et(R,).c; est une famille
denombrable de relations sir. Il s’agit donc d’une structure relationnellei o
I'ensemblel peutétre compris comme un alphalétentuellement structér Une
contrainte atomique du sysheD est une expression de la formRéx, ..., x,)
ou R est interpette comme une relation de etn est I'arite de cette relation. On
supposera implicite I'arit des relations et la correspondance entre une relation
et son symbole de relation assacUne valuation d&® est une applicatiom :
VAR — D. Ainsi, une contrainte est satisfaite par la valuatigmot v |=p
R(x1,...,%,) SSi{v(x1),...,v(x,)) € Rou R est la relation dan® assodke au
symbole de relatioR.

Le probEme de consistance pofDx consistea \€rifier s'il existe une valua-
tion satisfaisant un ensemble fini de contraintes atomigiee®. De méme, le
probleme de consistance maximale pd@uconsistea \erifier si un ensemble de
contraintes est maximalement consistant par ragpontensemble de variables et
a un ensemble de symboles de relation. Par exemple, legoneldle consistance
maximale pour le sysme (R, <, =) est NLOGSPACE-complet car cela revient
principalement détecter des cycles dans un graphe fini.

Le probEme de I'implication pour le systeD consistea tester si chaque
valuation \erifiant un ensemble fink' de contraintes atomiques satisfait aussi
une contrainte: (N0t X Ep ¢). Par exemple, ave® = (R, <), nous avons
{x <y,y <z} |=p x < zcar larelation <" est transitive.

La logiqueCLTL(D) est cefinie comme une extension de LTl tes variables
propositionnelles sont raffaes en contraintes atomiquesdeonstruites sur des
termes. Un terme est une variatdegpréfixee par un nombre fini du symbole
“next” X, not X'x;. Le codage deX’x;” nécessite un espaceémoire de taille
O(i + log j). Le termeX’x; est naturellement interg®e comme la valeur de la
variablex; au:“™° état suivant. Le symbol& est donc surcha&ypuisquex est
aussi un oprateur temporel mais cela ne devrait pas émérade confusion dans
la suite. Les formules deLTL(D) sont ckfinies par la grammaire suivante:

¢ = R(Xllxjw cee 7Xlnxjn) o N@| 0| Xo| ¢U.

Les oferateur< etU sont interpetes comme dans LTL et ce langage sera dans
la suite quelquefois enrichi d’@pateurs de paésou d’ogerateurs éfinissables
dans la logigue monadique du second ordre, voir par exengH®3]. Les for-
mules de la form&R(x"x;,, ..., X!"x; ) sont appedes des contraintes atomiques
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temporelles. Une formulB(X"x;,, ..., Xx; ) est dite locale lorsque, . . ., 1, <

1. Etant donie une formule) de CLTL(D), la X-hauteur dep, note|¢|x est le
nombre maximal pour lequel il existe un terme de la form apparaissant dans
¢. Intuitivement, cette hauteur correspanth largeur d’une fegtre qui glisserait
sur un moeéle pour tenir compte des contraintes atomiques tempsrade.

Les mocatles deCLTL(D) sont desw-sequences de valuations dede la
formeo : N — (VAR — D) et la relation de satisfaction estfthie comme pour
LTL sauf pour les formules atomiques:

— 0,1 = RX"xj,, ..., XI"x;, ) sSi{o(i 4+ 11)(x},), .., 0(i +1,)(x;,))) € R,

i = NP ssioi = peto,i = ¢,

— 0,1 = ¢ SSio,i [~ ¢,

—o0,i = X¢ssSio,i+ 1 ¢,

— 0,1 | ¢U¢ ssi il existej > i tel queo,j = ¢ et pouri < I < j, nous

avonss, !l = ¢.

Comme d’habitude, une formule € CLTL(D) est dite satisfaisable quand
il existe un moeéle s tel ques,0 = ¢. Le probEme de satisfaisabiéitsera nat
SAT(CLTL(D)).

On noteCLTLL (D) la restriction deCLTL(D) aux formules avec au plus
variables et dont la-hauteur est boge paril. La logique LTL [SC85] peuétre
vue comme la logiqu€LTL({T, L}, True) ou True = {T}.

Lemme 3.1.1. SoitD un syseéme de contraintes avéegalii. Il existe uneduction
logarithmique en espace de SAI(TL(D)) vers SATCLTL. (D)).

La preuve du lemma 3.1.1 renomme les termes et requiert utpneoimfini
denombrable de variables 8. TL. (D).

Le probEme de model-checking poGi.TL(D) consistea \érifier des pro-
prietes expringes dan§’LTL(D) sur une classe d’automatesontraintes [Rev02].
Un D-automateA a k variables est une structu(@, 9, I, F) telle que

— (Q est un ensemble fini dtats,

— I C @ estl'ensemble destats initiaux,

— F C @ estI'ensemble destats finaux,

— 0 estla relation de transition, sous-ensemblédeX: x () ou X est un sous-

ensemble fini dé.SC}, qui denote 'ensemble des combinaisons Bmrines
des contraintes locales construites sur 'ensemble degles{x,, . .., xx }.

On utilise la notation; = ¢’ comme une al@viation pour(q, c, ¢') € 6. Lorsque
le syseme de contraintes est un fragment de I'arigtioque de Presburger, les
D-automates constituent une forme partietgi d’automatea compteurs. La fi-
gure 3.1 contient une re@sentation graphique d'ufN, +1, = 2)-automatea 1
variable @ “= 2" est un pédicat unaire inter@te par{2}, ce qui correspond un
testa la valeur deux.

Le langage acceptpar uriD-automate est nét.(.4). Un mockle deCLTL(D)
o est une galisation d'unev-séquence de formulegy¢; . .. Ssi pouri > 0, nous
avonss, i = ¢;. On note ausdi”(A) la classe des mates deCLTL(D) qui sont
la réalisation d’'un mot dé&(.A).
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Xx:x—1XX:x—|—1

FiG. 3.1 -Un (N, +1, = 2)-automateA, a 1 variable

Le probEme de model-checking poUGi.TL (D), not MC(CLTL(D)) est cfini

ainsi:

entrée: unD-automateA et une formulep de CLTL(D),

question: est-ce qu'il existe un made del.”(A), tel ques,0 | ¢ (note A =5
9).

Celarevient en effe verifier si un calcul ded satisfait la formule. Par exemple,

Ay 3 (x = 0) AGF(x = 0) avecA, défini dans la figure 3.1. En effet(Xx =

x+1)-(Xx =x—1))¥ € L(Ap) et(0-1)“ est une galisation de cette-sequence.

Une version universelle de ce prebie peugtre cfinie de fagcon analogue
(on utilise alors la notatio! =y ¢). Pour la restriction du probime de model-
checkingad CLTLL (D), on suppose que la formuleappartienft CLTL, (D) et A
est unD-automatei k variables.

Pour tous les sy8mesa contraintes non triviaux congigs dans ce travail, le
probleme de satisfaisabiéitpourCLTL(D) seraéquivalenta réduction logarith-
migque en espace @sa la version existentielle du prashe de model-checking.
De méme, comme le®-automates sont des melds o@rationnels qui autorisent
plus de comportements que des machir&tsmininistes, il existe ufP-automate
A+ tel queL” (A7) est exactement la classe de tous les @esldeCLTL(D). Par
congquent, il existe uneeduction en espace logarithmique entre SATTL(D))
et MC(CLTL(D)).

Pour conclure cette section, voici quelquesares pour comparer les logiques
CLTL(D) avec des formalismes existants. L'analyse de g@nolels d’accessibi-
lité dans les automat@scompteurs est incontournablesdque I'on s’inéresse
a la \erification de systmes avec un nombre infini de configurations, voir par
exemple [CJ98, ISDO0, FLO2, DPKO03] et cela motive partiellement I'introduc-
tion des versions de LTL construites sur deséysts de contraintes. Des logiques
temporelles avec des contraintes de Presburgeé®rittudées dansGer94a,
BEH95, CC00, BDRO03]. Certaines admettent des fragmett&idbles vraiment
expressifs. Cependant, toutes ne coagdt pas le ime type de magle qu'ici.
Par exemple, dans [BEH95] les mids sont ceux de LTL mais les contraintes de
Presburger expriment des relations entre des nombresutieoce devenements.
Des logiques spatio-temporelles, voir par exemple [WZAOWZ 03, GKK* 03],
sont aussi des exemples de versions de LTL ave@s\yes de contraintes pour
lesquelles le systne est une structure faisaifarencea des relations spatiales.
Pour les logiques terminologiques, I'introduction des darmas concrets remonte
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a [BH91] et depuis, de nombreux formalismes congus powpg@ésentation des
connaissances o intensivemenetudies, voir par exemple [Lut03, Lut04].
Ainsi, la logiqueCLTL(D) peut aussétre comprise comme un cas particulier de
logique terminologique construite sur le domaine con€rgiour laquelle seuls
les moekles isomorphea (N, <) sont retenus. Cependant, I'introduction de LTL
avec contraintes de Presburger est néstipar le besoin deavifier des systmes

a compteurs tandis que pour les logiques terminologiquetsdduction des do-
maines concrets se justifie par le besoin d’exprimer desagisdaisantafeérence

a des qualiés concetes.

3.1.2 Fragments de LTL avec contraintes de Presburger

L'arithmétique de Presburger (PA) est la&ttie du premier ordre de la struc-
ture (Z,+) [Pre29]. Cette thorie est écidable en temps triplement exponen-
tiel [FR74] et de nombreux fragments admettent une comj@deaucoup plus
modeste (voir des exemples plus loin). Parmi les paigsiremarquables de (PA),
on peut noter ici que (PA)éalinit exactement les ensembles sengidimes [GS66].

Etant dongés une formule de Presburgé(x, ..., x,) contenant au plus les
variables libres d& = (xi,...,x,), etun tupled = (a4, ...,a,) € Z", la satis-
faction deA(x,...,x,) par rapport l'interprétationd est noéed = A(X). On
note ausséol( A(X)) 'ensemble de€lémentsi deZ" vérifiant la formuleA(x).
Dans la suite, tout fragment FPA de (PA) compris comme un-sagsmble de
(PA) définit implicitement un systme de contraintes

Drpa = (Z, (s0l(A(X))) agjerpa)-

Ainsi, le sysemeDrp, peut contenir un nombre infini de relations et FPA est
compris comme un alphabet stru@&uOnécrira aussiCLTL(FPA) au lieu de
CLTL(Drpa). Par exemple, les contraintes de la forme> d avecd € Z in-
duisent le sysgtme de contraintes

(Z,({neZ:n > d})aez),

muni d’un ensemble infiniéhombrable de relations.

Dans le reste de cette section, nous alloresenter quelques fragments de
(PA) utiles pour la suite. Commencons p&fidir des langages du premier ordre
avec contraintes deépiodicite. Le langage de constraintB3C est &fini par la
grammaire ci-dessous:

Ai=x=py+c | x=xc | ANA | —A,

aveck,c € N etx,y € VAR. Soit X un sous-ensemble dgl, [|, <,Eq}, nous
définissons une extensidi?C* de IPC en ajoutant les clauses suivantesa
définition delIPC:

— sid e X, alors la clausél x A est ajouke (quantification existentielle),

— si[] € X, alors la clause =, y + [y, ¢o] avecey, ¢o € N est ajouke,

— SiEq € X, alors la clause = y avecx,y € VAR est ajouge,
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— si<e X, alorslesclauses< d | x>d | x=davecx € VAR etd € Z
sont ajouges.

La présence deEq” dans X permet d’exprimer des contraintesedualié
entre variables alors que lagzence de<” autorise des contraintes entre une
variable et une constante. A titre d’exemple, nous donnargrmantique des
formules de la formex =, y + [c1, ¢2] (les autres cas utilisent I'intergtation
usuelle):v = x =, y + [c1,e] & il existec € [e1,¢,) etl € Z tel que
(v(x) —v(y)) = I x k+ c. Ainsi x =, y + [c1, o] est juste plus concis que
Veeler.o) X =k Y + ¢ lorsque les constantes sont éed avec une re@sentation
binaire.

Dans la suite, on not&PC* [resp.IPC**] le langagelPC*1<} [resp. le
langagelPC{Z[<E4}]. || est bon de rappeler ici quEC** est une extension du
langage de contraintes dénodicite introduit dans [TC98] mais avec lagsence
de la regation comme dans [BBFS96]. Ce qui est app&PC” dans [TC98] est
préciement @fini par

A= x=py+c | x=pc| ANA | IxA

Comme (PA), le langagPC ' satisfait la prop@éte d’élimination des quan-
tificateurs mais la complexatdu probéme de consistance est bien moindre.

Théoreme 3.1.2. [DemO06b]
(1) Le probEme de consistance politC** est P®ACE-complet.
() Etant don@e une constraintel de IPC*", on peut calculer une formule

équivalented’ sans quantificateur en espace polynomial 4net | A’| est
enO(211)).

Soit DL le fragment de (PA) constiéude contraintes de défence:

Ai=x~y+d|x~d|[ANA|-A

oux,y € VAR, ~€ {<,=} etd € Z. Nous utilisons les notations< y, x >y
etx > y comme des alwiations pour respectivement< y Vx =y, =(x < y)
et—(x <vy). Soitv : VAR — Z une valuation, la relation de satisfactior= A
est céfinie de la fagcon attendue. Il est clair que DL est un fragmewpre de (PA)
sans quantification. En effet, des contraintes &éqgalicitt de la formex =, ¢ ou
des comparaisons de la forme-y + z < 5 ne font pas partie dBL.

Le dernier fragment de (PA) avec lequel nous allons traaraédkt (PA) sans
quantification, n@ QFP. Ce fragment principalement ugélidans la section 3.4.6
est cefini par la grammaire suivante:

Au=>axi=d| Y ax <d| Y axi=pc|-A|ANA

i€J e e
aveca;,d € 7, k,c € N et.J est un ensemble fini d’indices. Le langage QFP

est aussi expressif que (PA) mais moins concis (le prabl de consistance est
dans NP, une coagjuence de [Pap81)).
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3.2 Contraintes quantitatives et incecidabilité

Dans cette section, nousgzentons des versions de LTL construites principa-
lement sur des fragments de (PA) qui sont&cidables rame si des restrictions
syntaxiques drastiques seront quelquefois cansas.

3.2.1 Machines de Minsky

L'ind écidabilie de LTL avec contraintes de Presburger it principale-
ment établie en @duisant le prol@me de l'arét ou le probtme de &currence
pour les machines de Minsky no@teérministes. C'est pourquoi, nous nous per-
mettons ici de rappeler l@vement ces probimes. Une machine de Minsky non
déterministeM se compose de deux compte@set C,, et d'une gquence de
n > 1 instructions. Chacune des instructions peuténeenter, de@menter un
des compteurs ou bien atteindre une instruction si un depteurs est Zro.
Lorsqu’une incementation ou uneétrementation a eu lieu, la machine continue
en choisissant de fagcon noatdrministe parmi deux instructions, ce choirtant
possible gue pour les machines n@tatministes. L'instructioha une des formes
Suivantes:

I: C;:=C,;+1;alleral’ oualleral”
[: siC; =0alorsalleral’ sinonC; := C, — 1; alleral’ ou alleral”

Les configurations dé// sont des tripletsl, ¢;,co) ou I € {1,...,n} et
c1, ¢ > 0. Chaque valeut; corresponda la valeur courante du compte@y. Un
calcul de)M est unew-seéquence de configurations respectant les instructions de
M et dont la configuration initiale est, 0, 0). Un calcul estécurrent s'il contient
un nombre infini de configurations avec pour instruction aatel. Le probEme
de recurrence consist& determiner si une machine de Minsky noaterministe
admet un calculécurrent. Ce prokime est hautement iédidable,>1 -difficile
d’apres [AH94, section 4.1]. De &me, le prol#me qui consista determiner s
partir de la configuration initial¢l, 0, 0) une configuration avec instruction cou-
rantel est atteignable en au moins un pas de calcul, e€ciddble [Min67] —
probleme de I'arét.

3.2.2 Syskémes avec un racanisme de comptage

La X1-dure€ du probkme de satisfaisabititpourCLTL. (N, =, +1) peutétre
facilement montee en eduisant le prol@me de &currence pour les machines de
Minsky non ceterministes. Plusayeralement, il est possible défthir trois pro-
prietes d’'un systme de contraintes pour qu’il admette uneaanisme de comp-
tage qui induise l'inécidabilié comme dan§LTLL(N, =, +1).

Définition 3.2.1. Un syséme de contrainte® admet un recanisme de comptage
implicite si les conditions suivantes sor#rifiees:

1. D contient I'egalig,

46



2. D pos®de une relation binairg telle que

(@) R ={(a,b) € D*: f(a) = b} pour une injectiory : D — D,
(b) (D, R) estun DAG.

\Y
Ainsi, lorsqueD a un mecanisme de comptage implicite pour chaque D,
a%fl(a)i...fi(a)i...

estisomorph@ (N, <). Par exemple, poub € {N,Z,Q,R} et pour; € D\ {0},

le syseme(D,=,=.;) a un mecanisme de comptage implicité @ =,; n’ ssi

n =n'+1. De méme, le sygme(D \ {0}, =, =,;) a un mecanisme de comptage
implicite o n =,; n’ ssin =n’ x i aveci # —1.

Théoréme 3.2.1. [DDO07] Le probEme de satisfaisabititpour CLTL (D) est
¥1-difficile pour chaque sysémeD admettant un rcanisme de comptage impli-
cite.

La preuve est paréduction du proldme de &currence pour les machines
de Minsky non éterministes (voir la section 3.2.1) sur le netel de la preuve
de [CCOO, tikoeme 3]. En effet, les calculs de telles machines pelgteatcods
comme les moéles d’'une formule de&CLTL. (D) sur la base du passage du
model-checking vers la satisfaisal@lipour LTL [SC85]. C’est par exemple fa-
cile d’exprimer qu’une variable contenant la valeur dedtmiction courante peut
prendre la valeut infiniment souvent. C'est ainsi qUeLTL}(DL) est montée
indécidable dans [CCO00]. Par exemple, I'instruction

—1:Cy:=C;+1;alleral’ ou alleral”
peut se coder par une formule temporelle de la forme

G(xi = yi = (R(z1,Xz1) AX(xp = yor V xpr = ypr))),

ou z; est une variable attaék au compteu€, et R est le symbole de pdicat
assoct a la relationR de la cefinition 3.2.1.

Nous rappelons au passage quEjaduret implique que la logique n’est pas
récursivement axiomatisable. Nous obtenons les cordilaue/ants.

Corollaire 3.2.2. SoitD € {N,Z,Q,Q,R, R, }.

(I) Pouri € D\ {0}, SAT(CLTL.(D,=,=.,)) et MC(CLTLL (D, =, =,,)) sont
y1-difficiles.

(1) Pouri € D\{0,1,—1}, SAT(CLTL.(D, =, =,;)) ee MC(CLTLL(D, =, =,
)) sontX:!-difficiles.
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3.2.3 Restreindre les ressources syntaxiques

Dans la section 3.2.2, nous avons vu que le molg de satisfaisabiitpour
CLTLL(N, =, +1) est hautement irgtidable. La fagon la plus naturelle de co-
der les calculs des machines de Minsky consisfaire usage d’un nombre non
borré de variables. Dans cette section, nous allons aller unlpedgin en mon-
trant certaines restrictions syntaxiquesgarvent I'in@cidabilie. Par exemple, le
lemme 3.2.3nonce commeneéduire lax-hauteur des formules et le lemme 3.2.4
comment eéduire le nombre de variables.

Lemme 3.2.3. [DGO6] Pourk, [, k',I" € N\ {0} et pour tous les sysmesD,
il existe une éduction de SATCLTLL (D)) vers SATCLTLY, (D)) (exponentielle
entemps) avek x [ = k' x " etk’ = k x m pour unm > 2.

L'id ée de la preuve consisterepesentern états conscutifs d’'un moele
de CLTLL (D) aveck’ = km en un seuktat d’'un moéle deCLTLL, (D). Par
exemple, sk’ = 2k, alors le moéle deCLTL, (D) ci-dessous

1 E+1 2k+1
2 k+2 2k + 2
k 2k 3k

se code par le made deCLTLL, (D) ci-dessous

1 2k +1
2 2k + 2
2k 4k

Le lemme 3.2.4 indique commeréduire le nombre de variables dans les for-
mules.

Lemme 3.2.4. [DGO6] Pourk,l,k',I" € N\ {0} et pour les sysgtmesD avec
egalie et au moins troiglements, il existe uneeduction logaritmique en espace
de SATCLTLL(D)) vers SATCLTLL, (D)) ou 3k x I < k' x I' etk = k' x m
pour unm > 2.

L'id ée de la preuve consiskecoder urétat d’'un moéle deCLTL. (D) vers
3m états d’'un modle deCLTLL, (D). Seul unétat sur trois contient une infor-
mation pertinente sur les valeurs des variables. Les aéteds interreédiaires
sont utili®s pour éterminer quand uneeguence d&m états d’un modle de
CLTLL, (D) corresponda un état d'un moéle deCLTLL (D). Par exemple, si
k' =1etk = 2, alors le moéle deCLTLL (D) ci-dessous

(2)(5)-
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est co@ par le modle deCLTL!, (D) ci-dessous

position 0 position 1

’1:b;éb{wb?&b%?):b#bﬂ#b#b.f

ou b dénote une valeur arbitraire satisfaisant les bonnesoaktvec ses voisins
(chaque occurrence deeut correspondr@ une valeur diffrente). Afin de garan-
tir que de telles valeurs existent, nous avons suppp® le domaine a au moins
trois élements disincts. Le&but du codage d'uatat d’'un moéle deCLTL: (D)
se caradrise par la grgsence de deux valeurs cénatives de la variable iden-
tiques.

Un fragment plat deCLTL.(DL) est monté decidable dans [CC00] avec
une proédure de dcision qui a au moins la comple&ide (PA). Ce fragment
a éte cefini en restreignant I'usage de l'emateuru: en particulier les arguments
gauches ne peuvent contenir davpteurs temporels. Liratidabilie de la logique
L, de [CCO0] est mon&e en eduisant le prol@me de I'arét des machines de
Minsky. De néme, l'incecidabili& deCLTL; (DL) est montéee dans [DD07] avec
des contraintes de la formee=y, x = y + 1. Il est possible de raffiner davantage
ces Esultats.

Théoréme 3.2.5. [DGO06] Le probkme de la satisfaisabitpour CLTL?(DL)
est{-complet.

Une congquence du #oreme 3.2.5 et du lemme 3.2.3 est que nous pouvons
ameliorer lax!-dureé deCLTLj(DL) établie dans [CC00].

Corollaire 3.2.6. Le probkme de satisfaisabiitpourCLTL)(DL) est¥i-com-
plet.

Par congquent la logiqueC, de [CCOO] restreint@ deux variables est aussi
hautement inécidable. De plus, le probine de satisfaisabilitpeutétre facile-
ment eduit au model-checking care CLTL(DL) est satisfaisable ssl+ | ¢
ou A+t est 'automatea un état ({¢}, 9, {¢},{q}) avec pour unique transition

T . . . .
g — ¢. Nous obtenons ainsi le corollaire suivant:

Corollaire 3.2.7. [DG06] MC(CLTL;(DL)) et MC(CLTL?(DL)) sontX}-com-
plets.

3.2.4 Satisfaisabilié pour CLTL {(QFP)

L'extension deCLTL(DL) avec des contraintes de la forme+ by = 0 avec
a,b € Z conduita une logique indcidable r@me si on se restreirt une seule
variable eta unex-hauteurl.

Théoréme 3.2.8. [DGO06] Le probkme de satisfaisabiéitpourCLTL; (QFP) est
indécidable.
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En effet, les valeurs des deux compteurs c,) dans la configuration d’une
machine de Minsky peuvesdtre co@es par la valeuz* 3“2 d’une variable. Les
testsa zéro, incémentations et@cementations se codent respectivement avec les
contraintex =, 0, x =3 0, Xx = 2x (incrementation du premier compteur) etc.
La valeur de I'instruction courantepeut par exemple se coder épgtant/ fois
la configuration. Par colsjuent, le prolme du model-checking est iacidable
méme pour le fragment avec une unique variable et restreinfamules dex-
hauteur au plus 1. Il s’agit d’'une camguence d’'unésultat de [Min67, section
14.2] pour les machinegd un compteur avec division et multiplication par des
constantes.

3.3 Modeles symboligues

Dans cette section, nous allons expliquer les grandesdiga¢approche qui
nous a permis @&tablir la decidabilie du model-checking et de la satisfaisabi-
lité pour CLTL(D) avec divers sysimesD. Par cfaut, D est un syssme de
contraintesD = (D, (R, )acr) avecl éventuellement infini.

3.3.1 w-régularite et abstraction

Commencons par une analogie. Etant dmmane formule de LTL construite
sur les variables propositionnelles 8, . .., p;}, les moeles dep sont desv-
sequences : N — ¥ avecY = P({pi,...,ps}). Pourétre plus pécis, on peut
se restreindr@ ces modles pour éterminer la satisfaisabiitde¢. L'approche
par automates introduite dans [VW94rdontre qu'il est possible de construire
efficacement un automate déiéhi A, tel queL(A,) est exactement I'ensemble
des moeles dep (voir la proposition 2.1.1). Cette @hode permet d’ailleurs de
resoudre les probmes de satisfaisab#itet model-checking pour LTL en espace
mémoire polynomial. En effet, le pralrine de vacui pour les automates deiéhi
est NLOGSPACE-complet.

Etant donie une formule de CLTL(D) construite sur les variables,. . . x
les moekles dep peuventétre vus comme desggquences de la formd — D*.
L'ensembleD* n'est pas gcessairement fini et donc les nétes deCLTL(D)
ne sont pas des-sequences sur un alphabet fini. Dans le but @gtiliser des
résultats sur les automates ddBi une stratgie consist@ abstraire les mades
de ¢ comme des&quences de la form¥ — {0,1}™ oum > 1 est un entieg
définir qui dépend de) et du sysemeD. Chaquetlement de{0, 1} est compris
comme un ensemble fini de propis locales (par exemple “la prochaine valeur
dey estégalea la valeur courante d€). Etant donrés une formule et un moeéle
o : N — DF, on peut @finir un moale symboliqueibs(¢,o) : N — {0,1}™,
Afin de développer une &thode poulCLTL(D) similaire & celle pour LTL, le
mieux que nous puissions &spr est que I'ensemble des nebes symboliques
dérives d’'une formule) de CLTL(D) soitw-régulier et qu’un automate deiBhi
pour ce langage puis&tre construit efficacement.
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Le reste de cette sectiongsente les principalétapes qui permettent de pas-
ser des moéles concrets &uences de valuations) aux nétes symboliques.

3.3.2 Mesure syntaxigue

Pour \érifier si une formule) de CLTL(D) est satisfaisable, nous avons be-
soin de @terminer quelles sont les ressources syntaxiques gkrtinentes. Par
exemple, pour une formule de LTL il s’agit simplement desalaes proposition-
nelles apparaissant dans la formule. Comme nous avongeaffdes sygtmes de
contraintes, nous devogsendre cette notion.

Définition 3.3.1. Une mesure syntaxique est un triplet(k, [, X) tel quek €
N\ {0} (le nombre de variables déAR), I € N (la X-hauteur) etX est un
ensemble fini de symboles de relationde \Y

Par exemple, pour une formudede la logiqueCLTL(N, <, =), une mesure
(k,1, X) pour¢ peutétre cefinie telle quet est le nombre de variables distinctes
dans¢ (sans perte deggéralitt on supposera qu'il s'agit de, . .., xx), [ = |¢|x,
et X = {<,=}. Plus gréralement, lorsqué est fini, on supposera que les sym-
boles de relation dans une mesure sont exactement ceuxdssus

3.3.3 Etat symbolique

L'ensemble des formules atomiques temporelle€H&L (D) définies par une
mesureu = (k, [, X), noe CONS*, est &&fini comme I'ensemble ci-dessous

(R(t,....t.) : R€ X}

ol chaque terme est de la formé’'x;, avec) < I’ < letl < k' < k. Le cardinal
de CONS" est au plus exponentiel én+ [ + | X|. Si l'arité des relations d® est
borree comme danfR, <, =), alors le cardinal d€ONS* est polynomial ert +

[ + |X|. On noteFOR* I'ensemble des formules déL'TL(D) construites sur les
formules atomiques temporelles @®NS*. Nous cfinissons utetat symbolique
comme un ensemble fini de propiés locales satisfaite® une position dorée
d’'un mockle. Il s’agit d’une abstraction d’'une valuation qui peuti@ip avoir une
portte avec des valeurs non béas.

Définition 3.3.2. Pour une mesurg, un état symbolique est un sous-ensemble
de CONS*. \Y

Remarguons qu’avec l&finition ci-dessus, uetat symbolique n’est pagoes-
sairement [resp. maximalement] consistant. L'ensemtdé&tdds symboliques est
nott SYMB*. Un mockle symboliquey pour une mesure: est une équence
p: N — SYMB*. C'est bien de la form& — {0, 1}"" pour unm donrg, voir la
section 3.3.1. Nous sommagresent en position deefinir la relation de satisfac-
tion symbolique=,, (pour une mesurg donree). Les formules sont daf¥R"
et les moéles symboliques sont desséquences sur l'alphab&yMB*. Les
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opérateurs Bodens et temporels sonéfihis de facon homomorphiqgue comme
pour la relation classiqug-. Seul le cas atomiqueéoessite un traitement par-
ticulier qui est en fait similairé ce qui se passe pour LTL: pour toute formule

¢ € CONS*, pil=, & & ¢ € pli).

3.3.4 Abstraction

Pour un modleo de CLTL(D) et une mesurg, on notep” le mockle sym-
bolique tel que poui > 0,

ph(i) = {6 € CONS* : 5,i |= ¢}.

Lemme 3.3.1. Soienty une mesureg un mockle, ¢ une formule deFOR* et
i € N.Sio,i |= ¢, alorsph,i =, ¢.

Définition 3.3.3. Une abstraction poutLTL(D) est une fonction calculablg
de I'ensemble des formules vers 'ensemble des mesures. A4

Une abstraction est congk lorsque pour chaque formule pour tous les
mocleso eti € N, on ao, i = ¢ ssiph'” i = ¢

Théoreme 3.3.2. Soit f une abstraction comgte. Alors¢ estCLTL(D) satis-
faisable ssi il existe un made symbolique tel que

D £,0 Es@) o
(1) il existe un moéles de CLTL(D) tel quep = p£(¢).

Dans la preuve, si,0 = ¢, alors par le lemme 3.3.0)” 0 =4 ¢. Evi-

demmentp§(¢) a un moele concret. Rciproquement, si satisfait les conditions

(1) et (I1) alors comme I'abstraction est congpé, nous avons, 0 = ¢.
Pour montrer que le probine de satisfaisab#éitpourCLTL(D) est dans PS-
PACE, ONn pourra montrer que

— CLTL(D) pos®de une abstraction congpé dont le€léements consistants
de SYMB/® peuventétre co@s en espace polynomial eénifier si X C
CONS/(® est consistant peut se faire en espace polynomial,

— les moeles symboliques satisfaisant la condition (I) dedieme 3.3.2
peuventtre reconnus par un automate dicBi calculable en espace poly-
nomial,

— les mo@les symboliques satisfaisant la condition (II) dédleme 3.3.2
peuventtre reconnus par un automate d&cBi calculable en espace poly-
nomial.

Afin de garantir la borne PE\CE, les automates dellBhi peuvenétre remplaes
par n’importe quelle classe de nilds ogrationnels dont le probime de va-
cuité soit dans NIbGSPACE, voir par exemple ce qui est fait dans [DG06] avec
des automated un compteur. Des exemples de bornee RS établie avec cette
approche peuverdtre troues dans [DD07, DG05, Gas05, Dem06b, DG06]. Ce-
pendant, alors que la classe des #led symboliqueseérifiant la condition (1) est
w-réguliere, la classe des melgs symboliques verifiant la condition (Il) peut ne
pas letre, voir par exemple [DDO7].
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3.3.5 Automates de Bchi pour la satisfaction symbolique

Nous cfinissons ci-dessous un automate detid acceptant les metks sym-
boliques construits sur la mesufés) qui vérifient symboliguemend (condi-
tion (1) du theoreme 3.3.2). Il s’agit cétendre égerement la traduction standard
de LTL vers les automates deaighi [VW94].

On notecl(¢) la fermeture dep et un atome de) est un sous-ensemble
maximalement consistant dé(¢). Comme d’habitudey, Uy, € cl(¢) implique
X(11Uhy) € cl(¢). De plus,, Uy appartienta un atomeX ssi¢, € X ou bien
o1, X(1Ue) € X. Soit Af;(‘” 'automate de Bchi ggrérali® (Q, 4,1, F) sur
I'alphabetSYMB?® tel que

— @ estl'ensemble des atomesdet]/ = {X € Q: ¢ € X},

- X Z v ssi

— pour toutes les formules atomiques temporellee X, 7 =p A (une
instance du prokeime d’implication),
— pourXy € cl(¢), X € X ssiy €Y,

— Soit {11U¢y, ..., ¥, U, } 'ensemble des formules “Until” del(¢). On
poseF = {Fy,...,F,} avecF, = {X € Q : ;Up; € X oug; € X}
pouri € {1,...,n}.

On peut maintenant facilemeetablir le €sultat suivant:

Lemme 3.3.3. L(A)”) = {p: N — SYMB/® | p,0 |z, ¢}.

3.4 Resultats de ccidabilitée

Dans cette section, défents fragmentsatidables de LTL avec contraintes de
Presburger voritre principalement gsenés.

3.4.1 Proprieté de compétion

Un probEme @réral concernant la classe de logiquelsTL.(D) consistea
identifier les conditions suffisantes sur le gyse de contrainte® pour que les
problemes de model-checking et satisfaisabiltour CLTL(D) admettent des
procedures de &cision efficaces, si possible en espace polynomial comme po
LTL. Tres souvent cela revieats’assurer qu® admette une abstraction corats
et si pour chaque mesuge I'ensemble{p” : o est un modele de CLTL(D)} des
mockles symboliques (par rapp@rta mesure:) estw-régulier ou non. Dans cette
section, nous @sentons une classe de gyses de contraintes pour lesquels I'en-
semble ci-dessus estrégulier et il existe un moyen simple de lefohir avec un
automate de Bchi.

Un mockle symboliquep par rapporta la mesure: est consistant paspas ssi
pour: > 0,

— p(i) est maximalement consistant par rapgout
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— pour toute contrainte atomique temporétig’ x;, , . .., X'"x; ) € CONS*
avecly,...,l, > 1,
R(X"%;, ..., X%, ) € p(i) SSIR(X" 1%y, ..., X" 71x;.) € p(i + 1),
Pour le systme(R, <, =) et la mesurel, 2, {<,=}), le modtle symbolique ci-
dessous est consistant apas:

po = {x > Xx, Xx > XXx,x > XXx, X = x, Xx = Xx, XXx = XXx}*“.

La consistance paspas constitue une conditioBeessaire pour qu’un mek
symboliquep ait un moelecs de CLTL(D) tel quep” = p. Nous cfinissons ci-
dessous une classe de &yses de contraintes pour lesquels cette condition est
suffisante.

Un syseémeD a la proprete de compdtion [DDO7] ssi pour chaque mesure
p de la forme(k, 0, X'), pour chaque ensemble maximalement consistant
CONS* et pourl < k' < k, si

—Y' ={¢p €Y :¢ec CONS¥O¥ (restriction deY” aux contraintes sur les

variables dan$x, ..., xx}) et,
—v:{xq,...,xw} — Dtelle queY’ = {¢ € CONS*" 0% .y &= ¢},
alors il existe une valuation' : {xi,...,xz} — D telle quev’ restreintea I'en-

semble de variable§x,....xy} estv etY = {¢ € CONS* : V' |= ¢}. Des
propriétes similaires onéte aussi introduites dans [Dec92, BC02, LMO05] sous le
terme de “consistance globale”.

LorsqueD satisfait la prop@te de compition, 'ensemble des metks sym-
boliques obtenus par abstraction admet une caraetion simple.

Lemme 3.4.1. SoientD un syséme de contraintesvifiant la propréte de com-
plétion ety une mesure. Un made symboliquep par rapporta . a un moele
concret ssp est consistant paspas.

A titre d’exemple, (R, <,=), (R4, <, =), (Q, <,=), (Q4, <,=) ainsi que
(D,=) pour un ensemble non vidP satisfont la propétt de compdtion. Le
mocele symbolique, ci-dessus a donc un melé concret. Par contrgy n’a pas
de mockle concret avec le syshe de contrainted, <, =) carN est bien fond.

Soienty une mesure ep une formule d&"OR”. On noteL*(¢) 'ensemble
des moeéles symboliquep par rappor@a 1 tels quep,0 =, ¢ etp a un moele
concret. On peut remarquer quest satisfaisable sk (¢) est non vide.

Lemme 3.4.2. SoitD un syséme de contraintes ayant une abstraction cetepl
f et satisfaisant la prog@é de compdtion. Pour chaque formulede CLTL(D),
L7(®)(¢) estw-régulier.

L'automate de Bchi acceptant le langade’®) (¢) peut@tre cfini comme

I'intersection deAf;(@ et de 'automate de ichi reconnaissant les melgés sym-
boliques consistants paspas.
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En s’appuyant sur les proptées ci-dessus, nous pouvagtsiblir le esultat de
complexié suivant.

Théoreme 3.4.3. [BC02, DD02] SoitD un syséme de contraintes muni d’'un
nombre fini de relations. LorsquP satisfait la prop@étt de compdtion et les
problemes d’'implication et de consistance maximale sont dam€xS alors les
problemes de model-checking et satisfaisabiibnt dans PEA\CE.

La preuve dans [BCO02] utilise des arguments analoguesix de [SC85] pour
montrer que LTL est dans P&CE alors que la preuve dans [DDO02] tire profit de
I'approche par automates de [VW94].

Corollaire 3.4.4. Les probémes de model-checking et satisfaisabilitour les
logiquesCLTL(R, <, =), CLTL(Q, <, =) etCLTL(D, =) avecD ayant au moins
deuxélements sont PBACE-complets.

L'ajout dansCLTL(Q, <, =) de contraintes de la forme~ c avecc € Q et
~€ {<,=} conserve la borne sépeure P8ACE pour ce qui est de la satisfaisa-
bilité. En effet, les constantes dans une formule €escavec une repsentation
binaire) peuvenétre simuées par des variables dont la valeur reste constante le
long du moele. Nous avons seulement besoin decsfier comment les variables
se comparent entre elles.

3.4.2 Un cas particulier: sysemes de contraintes finis

LorsqueD est fini, nous pouvons aussi avoir désultats de complextassez
simplement. La finitude d® signifie queD est de la forméD, R;,..., Ry) ou
D est un ensemble fididy, ..., dy}. Il n’est pas surprenant que dans ce cas, le
probleme de satisfaisab#itpourCLTL(D) soit dans PBACE car on peut éfinir
une ©eduction logarithmique en espace erti€l'l.(D) et LTL.

Théoreme 3.4.5. SoitD un syséme de contraintes fini. Le pra@vhe de satisfai-
sabilitt pourCLTL(D) est dans PSACE.

Une preuve consiste par exempl@ntroduire un sygime auxiliaire
D' = (D,P,...,Py)

tel que P, = {d;} pour chaque. Une éduction logarithmique en espace entre
CLTL(D) et CLTL(D') peut alorsétre construite et le probine de satisfaisabi-
lité pourCLTL(D’) peutétre monté dans PBACE carD’ admet une abstraction
compkte simple et &rifie la propréte de comg@tion, voir par exemple [DemO06b].
La réduction est en fait homomorphique pour legigeurs temporels et Ba&ans
etR(ty,...,t,) se traduit en

\/  Pi(t) A AP ().
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Ce pas atomique permet bien d’avoir ugeluction logarithmique en espace car
les arieés des relation®; et le cardinal deD sont des paragtres de la logique.
La PSPAcE-durete deCLTL(D) est garantie eréduisant LTL @s queD est non
trivial. Cela signifie gqu'’il existe une relatioR dansD d’arité n > 1 telle que

R #(QouR# D"

3.4.3 Contraintes de @riodicité

Le langagelPC™ " est un fragment assez expressif de (PA). Par exemple, le
probleme de consistance estP&E-complet alors que pour le sgshe(N, <, =)
le probEme est seulement MiGSPACE-complet. Les formules deéLTL(IPC*)
peuvent en effet repsenter les notions de calendriers (“calendars”) et tesch
(“slices”) de [NS92]. Un calendriet’ est cefini comme une partitiotk;, X, . ..
deN telle que (on omet ici le casuda partition est finie)

(ordre) pouri, z € X; ety € X;,1, NOUS avong < v,
(suite) pouri, il existex € X; ety € X;,, telsquey = = + 1.
Un calendrieiC’ = X;, X, ... peut donctre repesené dansCLTL(IPC**) par
linteprétation d’une variable dans un moéle o de CLTL(IPC*™) de la forme
o : Nx VAR — Z tel que des positions cobsutives dans ayant la néme valeur
pourx appartiennena la nreme classe:

o(0.x) =0(l,x)=...=0(i,x) #o(i1+1,x) =... =0(iz,x) # ...

J

-~ -~

X1={0,...,i1} Xo={i1+1,...,i2}

Dans la plupart des ca$y (i, x) : @ € N} est fini (minutes, heures, jours de la se-
maine, mois). Cela signifie que tels calendriers peugtetco@ds de facon alter-
native comme des positions successives ayan@&menvaleur modulo un entier.
Les granularigs temporelles [Wij00] qui sont une variante des calenslisent
aussi @finies comme des classeg&quivalence suN et comme des-séquences
sur un alphabea trois lettres, voir les&tails dans [Wij00].

Théoreme 3.4.6. [Dem06b] Les prolimes de model-checking et satisfaisabi-
lité pourCLTL(IPC*") sont P$ACE-complets.

Un argument majeur pour la preuve d@deme 3.4.6 est qUEPC™+ admet
une abstraction comgle et il est possible de coder en espace polynomi&itéds
symboliques maximalement consistants. Comme applicatiotieoreme 3.4.6,
on peut caraériser la complexé du probéme de Iéquivalence pour les auto-
matesetendusa un mot (“extended single-string automata”,&dgren ESSA dans
la suite) afinis dans [LMO01, section 5], voir aussi d’autres automateslaires
dans [BMPO04, Pup06]. Ce praishe est central pouvifier si deux granulagts
temporelles sonéquivalentes [Wij00] lorsque les granulést sont coées par
tels automates qui sont des automates dehBreconnaissant exactement une
sequence. Les gardes des transitions construites sur deaiotes de priodicite
assurent la concision de ces automatesntraintes. De Bme, dans [CFP02],
les auteurs expriment le besoin de concevoir une extensohTd avec des
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contraintes temporelles quantitatives telles que desaiotgs de priodicite. La
logique CLTL(IPC**) étendue avec les épateurs de passqui est la logique
consiceree dans [DemO6b], fournit une telle extension avec des @noés qui
demeurent PSACE-complets.

Soit IPC’ le fragment ddPC{} qui contient les combinaisons Béannes de
contraintes atomiques de la forme=, c ou biendz (x =, z A y =y z). Une
fonction de mise jour g pour la variablex; est une expression de la forme soit
x; = X; + c oux; := cavecc € Z. On note UR, . I'ensemble des fonctions de
misea jour qui utilise des variables parfy,, . .., x,}. Un automatetendua un
mot.A (ESSA) sur 'ensemble de variablgs, . . ., x,,} [LMO1] est une structure
de la forme(Q, qo, 7o, 2, 9) avec

— () est un ensemble fini états ey, € Q (état initial),

— vy € Z" (valeur initiale des variables)

— X est un alphabet fini,

—5CQxYxQx({THUIPC) x P(UP,,. ,) et pour chaque € Q, il
y a exactement deuxtels que(q, u) € d, disonsu, etu,, et dans ce casg,
est de la forméay, ¢1, A, X1), us est de la forméas, g2, ~A, X5) ou A est
une contrainte déPC* construite sufxy,...,x,} etdansX; et X, ily a
exactement une fonction de midgour pour chaque;.

Lesélements de sont aussi n@&sq AKX (A est la garde eX est la fonction
de misea jour globale).

Une configuration est ualement dgq, v) € @ x Z". La relation de transition
2, poura € ¥ est cefinie ainsi:(q, 7)) = (¢, v') ssi il existe une transitiom‘ﬂ
q € ¢ telle que[x; «— vy,...,x, < v,] = A (dansIPC**) et pour chaque
ge X,

— sig estégaleax; := x; + c alorsv; = v; + ¢,

— Sig estégaleax; := c alorsv, = c.

On peut facilement &rifier qu’il existe exactement une uniqueséquence
w = ajay... € X telle que(q, v) = (q1,01) = .... Lunique w-sequence
gérerée parA est noéew,. Le probEme de [equivalence de ESSAétermine si
w4 = wy etant donés deux ESSM et A’. Ce probéme introduit dans [LMO01]
est central pourérifier I'équivalence de granulags temporelles lorsque les gra-
nulatritts sont codes comme des automates.

Par exemple, l>-sequence assa@ au ESSA ci-dessous st - v~ avec pour
valeur initiale0:

a,~ X =on 2" — 1, x:=x+1 b, T,x:=0

a,X=on 2" —1,x:=0
4o, %0 =0 2 - 4

Théoreme 3.4.7. [DemO06b] Le prok@me de lequivalence pour les ESSA est
P SPACE-complet.
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Pour obtenir la borne s@pieure PBACE, étant donas deux ESSAA et A/,
nous construisons Ui C {3 -automates3 en espace logarithmique tel gie=5 T
ssiw4 = w4 . B est en fait un produit del et A’. La borne inérieure P8ACE est
obtenue engduisant QBF. Ainsi, une coaquence de la preuve diettheme 3.4.7
est quew 4, = wy peutétre \erifiee en temps

maxsize2xn
O(2% QI x [Q)),

ou n est le nombre de variables utéiss dans4, A’ et maxsize est la taille du
plus grand entiek apparaissant dans des gardesddel’ avec=,. Ainsi, le plus
grand entier apparaissant dads.A’ a une valeur er®(2m?*s>¢), En fait, notre
preuveétablit aussi que la FBCEdureg est consele si le plus grand entier
apparaissant dans des gardes avg@st2 or si les entiers sont céd avec une
repesentation unaire.

Probleme ouvert 10. Est-ce que le probme de lequivalence de ESSA lorsque
chaque automate estduita une variable est FBce-difficile? O

Lorsque chaque automate peut contenir jugdgléux variables, le prodine
de I'équivalence est P& cEdifficile [Dem06b]. Ce prol#me semble poésler
des similitudes avec la carécisation du prokime de vacué pour les automates
temporig€sa deux horloges [LMS04] et avec le prébte ouvert 13.

Un autre prol®me plus simple apparaissant avec les granatatémporelles
consistea trouver lan'*™® occurrence d’'un symbole dans une iclea[LMPO3,
section 4]. Le proleime de I'occurrence pour les ESSA a &idition suivante:

entrée: un ESSAA, a € ¥ etn,m € N (en binaire).
guestion: est-ce que la'®™® occurrence de dansw 4 esta une position irérieure
am?
La preuve du teoeme 3.4.7 peuétre facilement ada@é pour montrer le
résultat suivant.

Théoreme 3.4.8. [Dem06b] Le probdme de I'occurrence pour les ESSA est PS-
PACE-complet.

3.4.4 [kcidabilite de CLTL(Z, <, =)

M&me si les prol@mes de consistance paif, <, =) et (R, <,=) sont iden-
tiques, et ces deux syshes admettent des abstractions catgd, la €solution
du probeme de satisfaisab#étpour CLTL(Z, <,=) en P$ACE nécessite une
technigue bien plus complexe. En effet, non seuleni&nk, =) ne \érifie pas
la propréte de compdtion mais llw-régularieé del”(¢) n’est pas garantie ce qui
peut invalider 'usage d’automates dédhi.

Lemme 3.4.9. [DDO7] Il existe une mesurg et une formule) dansFOR* tels
quel#(¢) n'est pasv-régulier.
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Le probEme est gu'il existe une mesuyrgoour laquelle la classe des maés
symboliques qui sont consistants gapas et qui admettent un nigd concret
n'est pas Bcessairement-réguliere. Pour contourner cette difficéiJtnous avons
introduit dans [DDO7] une surapproximation de cette clagseestu-réguliere et
nous avons morérque tout modle symbolique ultimemeng&piodique consistant
pasa pas qui erifie cette nouvelle condition admet un niébelconcret. Cela nous
a permis de montrer l&sultat suivant.

Théoreme 3.4.10. [DDO07] Les probémes de satisfaisab#itet model-checking
pourCLTL(N, <, =) et CLTL(Z, <, =) sont P®ACE-complets.

Soit X un alphabet fini etC une relation binaire sur les mots 88 comme
la relation sous-mot, pfixe, suffixe, etc... Dans la suite on suppose justeque
est la relation sous-mot stricte. La logiqU&TL(>, C, =) est péci®ment la lo-
gique CLTL(N, <, =) lorsqueX est un singleton. Dans le caérgral, on ignore
compktement si les probmes SATCLTL(X, C,=)) et MC(CLTL(X:, C,=))
sont cecidables.

Probleme ouvert 11. Est-ce que les probines SATCLTL({0,1}*, C,=)) et
MC(CLTL({0,1}*, C,=)) ou C est la relation sous-mot stricte sor@aidables?

O

Les chénes de caraetes formant un type de doaes omnipgsent dans les
langages de programmation, les pghks relatifsa CLTL(X, C, =) méritent
donc uneétude approfondie. On ne saiéme pas si la cardinaditde I'alphabet
revete une importanca I'oppo$ de ce qui se passe avec les machines de Turing.

Probleme ouvert 12. Existe-t-il toujours une&duction logarithmique en espace
entre le prol@me de satisfaisabiitpourCLTL(3, C, =) avecX quelconque et le
probleme de satisfaisabiéitpourCLTL({0,1}*, C,=)? O

Le theoeme 3.4.10 &te étendu dans [DGO5]. Les contraintes du langage
IPC*, notesA, sont &finies par la grammaire suivante:

A=A |x<y|ANA|-A

A i=x=g o, ) | x=ky+a, 6] | x=y|ly<d|x=d|
ANA | =A | Ix A

avecx,y € VAR, k € N\ {0}, ¢1,co € Netd € Z. Le langagdPC* étenda
la fois (Z, <, =) etIPC**. Cependant, les contraintes HeC* n’autorisent pas
d’avoir des occurrences de< y dans la poée ded ce qui permettrait alors de
coder l'inciéementation.

Jusqua maintenant, le langag@C* est la classe optimale de contraintes qua-
litatives surZ pour laquelleCLTL(IPC*) est cecidable en espace polynomial.
Par contrainte qualitative, nous entendons par exempleamtainte qui est in-
terpiette comme une relation binaire noétdrministe comme < y et x =
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y + 5 (la relation entrec ety est un peudche). Les automate@scontraintes avec
des contraintes qualitatives sHdrparaissent un made ogerationnel &duisant
car ils peuventtre interpetes comme des abstractions d’automatesmpteurs
ou les oferations d’'incementation et de&témentation sont abstraites par des
opérations modulo une puissance de deux. De nombreux langagpesogram-
mation utilisent des dgrateurs arithi@igues modul@”, voir dans [MOSO05] des
motivations analogues, typiquemeénest 32 ou 64. Ainsix = y + 1 peutétre
abstrait pax =+ y+ 1 A y < x ce qui est exprimable dahBC*.

En étendant aglquatement les techniques de preuves de [DD07, Dem06b],
nous pouvons caraa@tiser la complexé& deCLTL(IPC™).

Théoreme 3.4.11. [DGO5] Les probémes de model-checking et satisfaisabilit
pour CLTL(IPC*) sont P®ACE-complets.

De fagcon assegtonnante, le&sultat ci-dessus nous permet de canaser
la complexieé du model-checking des automates relationneégiratx introduits
dans Cer94a).

Corollaire 3.4.12. Le probeme de model-checking pour les automates relation-
nels inegraux restreint au fragment LTL de CCTintroduit dans Cer94a] est
dans P8ACE

On sait cependant que le preébte de model-checking pour les automates rela-
tionnels inégraux restreint au fragment CTL de CCTést incecidable Cer94a].

3.45 Le fragmentCLTL;{(DL)

Nous avons monérpieccdemment que MC{LTL;(DL)) et MC(CLTL? (DL))
sont incecidables. C’est seulement en se restreigaambe variable et aux for-
mules dex-hauteur au plus une, qu'il est possible de regagner la Bupieure
PSPACE.

Théoréme 3.4.13. [DGO7] SAT(CLTL;(DL)) et MC(CLTL}(DL)) sont P$ACE-
complets.

La preuve s’appuie sur le fait . admet une abstraction congpé. De plus,
la classe des mades symboliques (par rappeéri: = (1, 1, X)) qui admettent un
mockle concret pelwdtre reconnue par un automaten compteur pour lequel
le compteur est interpte dansz,
il y a des testa zro et des tests de signe,
les mots acceps sont des-sequences et la condition d’acceptance est une
condition de Richi,

— les mises jour du compteur sont parmi 0,-1,1.
Les automates de iBhi standard forment une sous-classe de ces autoraates
un compteur. De plus, pour obtenir la bornePRSE nous avons morérque le
probleme de vacu@ pour cette classe d’automatasun compteur est NQG-
SPACE-complet [DGO6].
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Si onétend le modle en autorisant des misagour dansi € Z avecd coce
avec une ref@sentation binaire, le praiihe de vacui est NP-difficile et dans
PSPACE

Probleme ouvert 13. Est-ce que le probme de vacui pour la classétendue
d’automates un compteur est dans NP? O

3.4.6 Model-checking de CLTL(QFP)

Nous avons vu dans la section 3.2.4 que le potd de satisfaisabiéitpour
CLTL; (QFP) est hautement irietidable. Par cogjuent, il en est de @me pour
le model-checking d€LTL;(QFP). Cependant, il existe une restriction perti-
nente de ce probme qui est écidable. En effet, constdons comme mazes
opérationnels les automatasun compteur o le compteur est interpte danszZ,
il'y a des testa zro et de signe, les mots acoepsont des-sequences, et les
misesa jour du compteur sont daffs

Théoréme 3.4.14. [DGO6] Le probéme du model-checking poGLTLS (QFP)
sur les automates un compteur avec misejour dan<Z est P $ACE-complet.

3.4.7 Autres extensions dcidables

Une des caraétistiques intressantes du&oeme 3.3.2 repose sur les traite-
ments gpages entre la satisfaction symbolique et I'existence deétesdconcrets
pour les moéles symboliques. Ainsi, sal? un syséme de contraintes tel que le
probleme de satisfaisabiéitpourCLTL(D) a &t monté dans PBACE dans une
section pecadente. Soit LTEE une extension de LTL dont on sait traduire les for-
mules en automates ddighi en espace polynomial. Cela inclut par exemple les
extensions suivantes:

— avec des ograteurs de passomme “previous” et “since” [LP00],

— plus geréralement avec un nombre fini degateurs temporelgfinissables
dans la logique monadique du second-ordre (MSO) [GKO03],

— avec des ograteursa base d’automates [Wol83],
— avec un oprateur de point fixe, voir par exemple [Var88].

Notre technique de preuve nous assure la&qusence suivante.

Théoreme 3.4.15. Les probémes de model-checking et satisfaisabipour la
logique CLTL" (D) sont dans PSACE.

Les extensions d€LTL(D) par ajout d’ograteurs temporelséfinissables
dans MSO (mais paggessairement en quaatfinie) sont écidables SCLTL(D)
peutétre montee cecidable avec les techniques ci-dessus. Il suffit alorsaghisedt
la definition deA’” pour passer de LTR LTL*.
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3.4.8 Un brefetat de I'art de formalismes voisins

Dans cette section, nous allonsdw@ment mettre en relation les pretries de
model-checking et satisfaisabdides logique$’LTL(D) avec des formalismes
introduits par ailleurs. Une psentation plus comgle est faite dans [Dem06a].

Veérification d’automates a compteurs. Comme nous l'avonsé&ja remarqe,
I'analyse des questions d’accessikilppour les automates compteurs est om-
nipresente ds qu'il s’agit de erifier des sygtmes avec un nombre infini de
configurations, voir exemple les melgs ogrationnels de [ISD00, CJ98, FLO2,
DPKO03, FS00]. On peut remarquer quémme si la @cidabilié est ass@e seule-
ment au prix de restrictions quelquefois drastiques susyegmes, il existe une
classe de sys8mesa compteurs qui permet de capturer destnombreusestudes
de cas. Par exemple, les s31sies applatissables [LS05] admettent @pliége plat
du graphe de coriite qui péserve I'ensemble des configurations accessibles. La
contrainte de platitude implique que chadaiat du graphe de coible appartient
a au plus un cycle. Des proptes autres que I'accessibéisont prises en compte
dans [DFGvDO06].

Si on s'inéressea des prop#étes plus riches exprimables dans un cadre lo-
gique, des logiques temporelles avec contraintes de Roggstantéete developgees
dans Cer94a, BEH95, BGP97, CC00, BDRO03], quelques-unes ayanfreg-
ments @cidables assez expressifs. Cependant,dtidhbilie du probéme d’ac-
cessibilie peutétre établie pour des classes d’automadesompteurs de prime
abord inoffensifs, voir par exemple [Cor02, Pot04]. Déme, plusieursasultats
de cecidabilie sont obtenus paéduction vers I'arithratique de Presburger [FO97,
FLO2, BDR03, DFGvDO06].

De par leur restriction, les automatesin compteur ont des prashes moins
complexes, voir par exemple leSsultats sur legquivalences comportementales
dans [KE00, JKMSO04]. La classe des automadesn compteur estvidemment
équivalente aux automatespile avec un alphabet de piléduit a un single-
ton et donc de nombreuxsultats obtenus pour cette classe d’automates s’ap-
pliquent aussi aux automatasin compteur. Par exemple, le prefle de model-
checking sur les automatasun compteur avec lg-calcul modal est dansx®-
TIME [Wal01] et ce esultat &t€ raffine dans [Ser04, section 7.2) d est monteé
gue ce prol#me est dans RFBCE (voir aussi [Ser06]). En@réral les formules
atomiques de ces logiques sont éats de confile et pas exactement des con-
traintes sur la valeur du compteur, une giifince notable avec le formalisme im-
pliqué dans le thoeme 3.4.14. De géme dans [BEM97], le probime du model-
checking d’automates pile avec leu-calcul linéaire est moné dans EPTIME.

Méme s'il est vrai que lesesultats sur les automatasun compteur n’ont
pas la petention de donner liea de nombreuses applications (I'obtention d’'une
taxonomie est la vertu principale semble-t-il), ces autes\antéte utilises par
exemple pour la érification de protocoles cryptographiques [LLTO05] ou ptaur
validation de flux XML (chanes repesentant des documents XML) en codant les
DTDs récursifs avec des automatesin compteur [CR04].
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Logiques temporelles du premier ordre Les logiques de la form€LTL(D)

et CLTL!(D) (voir la section 3.5) peuverittre vues comme des fragments de
LTL du premier ordre a le domaine d’interg@tation des variables est fixe ainsi
que l'interpétation des symboles de relation. De plus, les variabletbféexde
CLTL(D) correspondenad des symboles de gdicat unaires interptés par des
singletons (les valeurs des variables). Cependalif;L.(D) n’a pas de quantifi-
cation sur le€lements du domaine (sauf dans la section 3.5) et en ce sens cela
corresponch un fragment ts restreint de LTL du premier ordre. On rappelle de
plus que LTL du premier ordre est hautementiadable [Aba89] rame dans le
cas al les domaines non intef@es sont finis [Tra63]. De éme, LTL du premier
ordre sur des structures temporelles finis est hautemeatiohble [CMP99].

Une variante de LTL du premier ordreé&é introduite dans [DSV04] pour
vérifier des applications Web. L'interaction entre le€igteurs temporels et les
quantifications du premier ordre est restreinte car aucua@tgication ne peut
appardtre dans la po#&e d’ogerateurs temporels, ce qui assure de bonnes pro-
prieétes algorithmiques.

3.5 Un meécanisme de registres

Les contraintes atomiques temporelles6l'L(D) permettent de compa-
rer des valeurs de variables pour des positions de distasroédocomme dans
x < X%y. Les langages temporelsguedents n’ont pas la possibditd’exprimer
une proprete de la forme: “il existe > 0 tel quex < X'y est \érifie” ce qui peut
s'écrire “\/,x < X'y” avec une disjonction géralie. De néme, une propéie
comme “toutes les valeurs futuresxdeont differentes de la valeur courantexde
qui pourrait sécrire ., =(x = X'x), ne peut pagtre expringe avec les langages
vus pecdemment. Dans cette section, nous allores@nter des extensions de
CLTL(D) qui peuvent exprimer de telles propiés en ajoutant I'oprateur “free-
ze”. L'usage de cet apateur offre la possibilit de stocker une valeur de (typi-
guement la valeur d’une variable) et de la comparer avecléuwrd’une variable
maisa une position de distance non beenavec la positiontola premere va-
leur aété stockee. L'extension d€LTL(D) avec l'operateur “freeze’”] est noée
CLTLY(D).

3.5.1 [Efinition

Afin de cfinir CLTL! (D), 'ensemble des variabl&s\R est divi€ entre deux
ensembles infinis disjoint¥’AR, estI'ensemble des variables rigideS/&R ; est
I'ensemble des variables flexibles. L'ensemble des vag@aleCLTL(D) (sans
opérateur “freeze”) est constituuniquement de variables flexibles. La clause
ly=wix ¢ avecy € VAR, etx € VAR est ajoukea la cEfinition des formules
de CLTL(D). Les formules atomiques deLTL!(D) sont des expressions de la
formeR(t4,...,t,) ou chaque; est soit une variable rigide soit un terme de la
forme X'x avecx € VAR;. Un moctle o de CLTL!(D) est une &quence infinie
de valuations : N x VAR — D (seules les variables flexibles sont inté@tpes
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dans le modle) et la relation de satisfaction est ingiicpar un environnement
e : VAR, — D (elle admet donc un argument supplentaire). La éfinition de
. est la suivante pour le nouveau type de formules:
0,1 Eely—xix ® & 0,1 = ¢ OU € est la variante de en modifiant
éventuellement la valeur dee’(y) = o(i + j)(x).

La satisfaction des formules atomiques utilésta fois le moeéle o et I'environ-
nemente selon que les variables sont davidR ; ou dansVAR,.. Sans perte de
géreralite, on peut aussi supposer que dans toutes les formul€g @' (D),
les variables libres de sont recessairement flexibles. Les prefiles de model-
checking et satisfaisabiitsont @finis comme pou€LTL(D) mais avec un lan-
gage un peu plus riche.

Ce necanisme de liaison est en faitggent dans de nombreux formalismes.
Nous en donnons un bref apercu ci-dessous mais des cosgaalus appro-
fondies peuvengtre trouses dans [DLNO7, DLO6a, Seg06].

— Les logiques temp<el comme la version disete de TPTL [AH94] (voir
aussi [Hen90]) utilisent un tel atanisme. TPTL peldtre ckfinie comme
un fragment de la logique LTL! (D) avec

— D = N et la seule variable flexible estintep&te comme la valeur
courante du temps,

— les relations d&® sont cfiniesa partir des prdicats suivants:
(X < C)eez, X <Y+ C)eez, (X =4 €)cden, (X =a Y + €)cden

— on se restreint aux formules de la forme

monotonie progression

—— ——
G(t < Xt) AGF(t < Xt) Ap

ou tout usage de I'ograteur “freeze” est de la forme_, et il n’y pas
d’autre occurrence de

L'abandon de la condition de monotonie du temps én&dlindécidabilie
de la logique [AH94, thoeme 5].

— Des extensions de logiques temporelles standard coptitanssi des &t
canismes qui permettent de stocker eéanmoire unétat du modle. Dans les
exemples ci-dessous, les extensions sont aussi expresgieela logique
temporelle standard correspondante. Dans [Lar94] unengxte de LTL
(avec pagss) contient I'oferateur Now” tel que la formuleVow ¢ est \erifiee
lorsque¢ est vraie dans la structuraid’origine est la position courante
en oubliant le pags Cet o@rateur que W. Smith utilisait en 1984 admet
une formulationéquivalente qui consist& introduire un registre stockant
la position de I'origine et I'effet de I'oprateur Now” revienta mettre dans
le registre la position courante. Cette logique est augsiessive que LTL
mais plus concise [LMSO02]. Un autre exemple est fourni paotaque
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arborescente avecamoire [KVO06] qui utilise une version alternative du
quantificateur existentiel de chemin. La form@le est \erifieea I'étatx

s'il existe un cheminr de la racine passant partel queg¢ est \erifieea la
racine le long der et la proposition atomique 8pialepresent (qui peut
appardtre dansp) prend la valeur:. Ce nécanisme stockeétatz et teste
plus tard cette valeur avec la valeur d&tat courant. Cette logique demeure
aussi expressive que CTL

Dans [Fit02] un racanisme deX-abstraction” @&t introduit pour esoudre

le fameux prok#me d’interpéetation des constantes dans les logiques mo-
dales du premier ordre. Alors que diveesultats de ecidabilie et d’ince-
cidabilité sontétablis dans [Fit02] pour des classes de &lesl pas aces-
sairement ligaires, ce r@canisme est essentiellement celui de &i@eur
“freeze” meme si le lien entre les défents travaux [Hen90, Fit02, LPO5]
n'a ete effecte que tardivement. De facon iegendante, degsultats d'in-
déecidabilie dans le cas de logiques temporelles du temEiie ontete
présengs dans [LP05, DLNO5].

Dans [BPT03, Bou02], des langages de dmmsont introduits comme
des ensembles de mots de dees dang> x D)* ou X est un alphabet

fini et D est un domaine infini. Celaégéralise la notion de langage de
mots temporigs et des automates reconnaissant des mots dée®sont
étudies dans [BPT03, Bou02]. Ce type d’automates n’est pas sppsna
avec les automatesregistres reconnaissant des mots sur des alphabets in-
finis [NSV04].

Une logique du premier ordre integ#e sur des mots de doges est in-
troduite dans [BMS06] avec des motivations relatives aux langages de
reqLetes pour donees semi-structées (voir aussi [BDMO6] pour le cas
arborescent). Uréssultat majeur de [BMS06] établit que la logique F&~
,<,+1) sur les mots de dormes finis estécidable en&duisant le prol@me

de satisfaisabilé a un probéme d’accessibil@ dans les@seaux de Petri.
Cette logique n’utilise que deux variables individuellgsii(peuventetre
recyckes),< et+1 sont les relations usuelles sur les positions et la relation
~ spécifie que deux positions ont lagme donige. D’autres prol@imes, en
particulier 'extension aux mots de doges infinis, sont morés dcecidables
dans [BMS 06].

Les logiques hybrides, voir par exemple [Gor96, ABM99, B0B], con-
tiennent un recanisme de liaison analogad’'opérateur “freeze”|, ¢(x)
est \erifiee ssip(x) est \erifiée lorsque la variable propositionneleest
interpietee comme un singleton contenardtét courant. Des exemples de
logiques hybrides avec cet @mteur pour l'interrogation de doaes semi-
structuées peuvergtre troues dans [BCT04, Thi04, BC06]. Sur des struc-
tures arbitraires, il s'agit d’'un gtanisme #&s puissant qui conduit des
logiques in@cidables (voir par exemple [Mar02]). La compléxde frag-
ments dans le cas de nlds lireaires avec un nombre bé@le variables
rigides esétudiée dans [SWO07], voir aussi [FARS03].
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La formule ci-dessous d€LTL!(N, =) exprime que toutes le valeurs de la
variablex sont distinctes:

Yo = G ly:x XG(X 7£ Y)

L'opérateur “freeze” est en fait e@mement puissant car une formulesatis-
faisable dan€’LTL(N, =) a toujours un moéle avec un nombre fini de valeurs
distinctes [DLNO7]. Par contre, les melgés dep, ont toujours un nombre infini
de valeurs.

3.5.2 Fragments ingcidables

De facon surprenante, I'ajout de I'emateur “freeze” en @sence du sysie
de contrainte€lémentaire(N, =) conduita I'indécidabili& méme si finalement
ce syséme est assez rudimentaire. On peut tout @emrappeler ici quéN, =)
vérifie la propréete de compdtion, CLTL(N, =) admet une abstraction congpd
et MC(CLTL(N, =)) est P®ACE-complet.

Théoréme 3.5.1. [DLNO7] SAT(CLTL!(N, =)) restreinta deux variables rigides
eta une variable rigide e&t}-complet.

L'ind écidabilie avec trois variables rigides&é montée independamment
dans [LPO5]. L'incecidabilié est consele si on consigre des modles finis. En
présence d’'une seule variable rigide, I'eadabili& est encore vraie mais dans
une moindre mesure.

Théoréme 3.5.2. [DL06a] Le probkme de la satisfaisabgitpourCLTL! (N, =)
restreinta une variable flexible €t une variable rigide e$t?-complet.

La preuve est paéduction du prolime de vacui pour les automatéscomp-
teurs avec erreur d'inementation dans le cas infini. Cette nouvelle classe d’auto-
mates introduite dans [DLO6a] est la contrepartie avec gaitles compteurs des
automates compteurs avec perte (une classe pargéceald’automates communi-
cantsa perte [Sch02]). Dans ces automates, un compteur peut atgraeout
moment.

3.5.3 [ecidabilité sansetre récursif primitif

Les esultats d’'inécidabilie pesenés dans la section 3.5.2 ne laissent que
peu d’espoir sur 'usage de I'épateur “freeze” dans des formalismes admettant
des proédures de &cision efficaces. En effet, legsultats d’inécidabili& sont
établis pour des sy&stes de contraintess simples. Par contre, si on sénésse
aux moakles finis et si on se restrei@tine variable rigide, on obtient l@ddabilie
avec une complex@congquente.

Théoréme 3.5.3. [DLO6a] Le probkme de satisfaisabiitpour CLTL!(N, =)
restreinta une variable rigide, une variable flexible et pour les alesl finis, est
décidable mais noréecursif primitif.
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La preuve de dcidabili€ se divise en deuatapes.

1. Chaque formule de ce dernier fragment pewe €duit en un automate
alternanta un registreequivalent [DLO6a].

2. Le probéme de vacu#t pour cette classe d’automates reconnaisant des mots
de donrees finis peuétre eduit au prol#me de vacui des automates
compteurs avec erreur d’irementation dans le cas fini [DL06a].

Le fait que le prol®me est nonécursif primitif est monte en deuxtapes.

1. Le probkeme de vacu@ des automatea compteurs avec erreur d’irger
mentation dans le cas fini est non primitéfcursif en adaptant la preuve
de [Sch02].

2. Ce probéme peuétre eduit en espace logarithmigada satisfaisabilé de
CLTL}(N, =) réduita une seule variable rigide.

On peut remarquer ici que nous avons introduit une classdaiizatesa re-
gistres alternants dans [DL0O6a] qui nous ont permis de t&iser la complexé
de logiques temporelles avec l'emateur “freeze”. C’est I'objet de la prochaine
section.

3.5.4 ProbEme de vacuié pour les automates registres

Avant de @finir les automatea registres, nous avons besoin dédfier les
structures gqu’ils reconnaissent. En effet, ce ne sont pat@xent les mates de
CLTL(N, =).

Un mot de donaes sur un alphabet fidi est une chiame non vide dang<*
ou X* munie d’'une relation @quivalence-’ sur les positions. Dans le cas infini,
un mot de donees auquel on aurait effades lettres de&2 est doncéquivalent
a un moele deCLTL!(N, =) restreinta une unique variable flexible. On peut
d’ailleurs facilement simuler I'existence d’un alphabet filans les moeles de
CLTL}(N, =) a l'aide de variables flexibles sug@phentaires. Ce type de nidds
est apparu dans [Dav04, BM86], voir aussi [Bou02, BPTO3].

On note|s| la longueur der, o (i) lai®™® lettre des et X< (~) [resp. X« (~)]
I'ensemble des mots de doges finis [resp. infinis]. Une valuation de registres
est une fonction partielle finie d&\ {0} vers les indices de. En effet, les valeurs
indéfinies des registres voatre les valeurs initiales des automates.

Soient@ un ensemble fini et € N. L'ensembleTR(Q, n) des formules de
transition construites aveQ et n est cefini ci-dessous avec € {1,...,n} et

q€Q:
¢ == T |L|T,~|1%]| beg | nbeg | end | nend |
pAelove Il el (a1 | {g-1)
Une formule de transition est dite locale lorsqu’elle netmort pas de sous-
formule de la formdgq, o). Pour toute formule de transition locale on notep sa

formule duale obtenue en remplacant chaque formule atempar sa agation et
en interchangeant et v. Par exemplebeg andnbeg sont duales, de &me que
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7.~ etT,.-4. Ainsi la formule localeveg [resp.end] teste si la &te de lecture est
en cebut [resp. fin] de mot.

Un automatea registresA (alternant et bi-directionnel) est une structure de la
forme (X, Q, q;,n, 0, p) telle que

— X est un alphabet fini,

— () est un ensemble fini états,

— qr € @ est l'etat initial,

— n € N est un nombre de registres (&en unaire),

- 0:Q x X — TR(Q,n) est la fonction de transition,

— p: Q@ — N estune fonction de rang telle que(gi, o) est une sous-formule

ded(q,a), alorsp(q’) < p(q).

Supposons que € YX=¥(~). Afin de cefinir les calculs de4 sur o, nous
définissons d’abord une configuration depourc comme un tripleti, ¢, v) ou
est un indice de, ¢ est unétat deA etv est une valuation de registres paur

Nous interpetons la fonction de transitioha I'aide d’'une relation de satis-
faction S =7" ¢ ou S est un ensemble fini de configurations peuet ¢ est une
formule de transition. Les cas des constantes 8muhes, des @pateurs Bodlens
et des clauses duales sont omis:

— S B9~ ssiv(r) ~7 i etv(r) est cfini,

— S 9 beg ssii = 0,

- Skl pssis g ¢

- S 9" end ssii = |o| — 1,

— S E% (q,0) ssi{i+ 0,q,v) € S.

Un calcul deA de longueubd < x < w sur le mot de dongeso est un graphe
orien€ acyclique’ tel queG est constité destlements suivants:

— pour0 < j < &, un ensemble fini7(j) de configurations del pouro,

— pour; vérifiantj 4+ 1 < «, une relation binaire-; entreG(j) etG(j + 1),
telle que:

(i) G(0) = {(0,q;,0)} ou ) est la valuation de registre partout éfthie,

(i) pourchaque avecG(j) # ,onaj+1 < k,G(j+1) = U@.’q’v)ecﬁj) St g

ou chaque ens,emblﬁ'i,q’v> estun ensemble minimal satisfaisaft, ,, =7
d(q,0(i)),
(iil) (i,q,0) —; (', ¢ ,v) ssi(i', ¢, v) € S, .
Pour tout cheminr d’'un calcul, le rang ne peut pas @ire strictement. Par coas
quent, sir est infini, alors le rang va se stabiliser autour d’'une valeoi&e ().
Un mot de donaes est acceptssi il admet un calcul tel que pour chaque chemin
infini 7, p(7) est pair.

Nos automates ont des simil@stfortes avec cewéfinis dans [BPT03, Bou02,
LWO05, OWO05]. De plus, il difere sur quelques points techniques avec les auto-
mates consigiés dans [KF94, SI00, NSVO04]. lls oité concus dans [DL06a]
pour epondre aux questions relatives aux logiques temporelles.

Un automate est uni-directionnel ssi il ne contient pas desg$ormules de
transition de la formég, —1). Une formule de transition est nostgrministe ssi
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chaque sous-formule de transition qui est une conjonctdiomules non locales
estdelaformépVv ')A (pV ") avecy locale. Une formule de transition est uni-
verselle ssi chaque sous-formule de transition qui est isj@dtion de formules
non locales est de la forme A ¢') V (¢ A ¢”) avecy locale. Une formule de
transition est @terministe ssi elle est la fois nonéterministe et universelle. Un
automatea registres est nogterministe [resp. universeléterministe] ssi chaque
formule de transition est noaterministe [resp. universellegtbrministe]

Les classes des automadeegistres sont neesiCRA(~) avecd € {1,2} et
C € {A,N,U,D} spécifiant les restrictions de direction ou de céigr On note
aussidCRA,,(~) la sous-classe avecregistres.

Dans la figure 3.2, nougsumons leséasultats de complexdtconcernant le
probleme de vacuit pour diverses classes d’automategistres. Ces€sultats
ont ete établis dans [DLO6b]. La figure de gauche traite du cas finidpta-
tion de mots de dor@es finis) tandis que la figure de droite traite du cas infini.
L’ échelle centrale de comple&iindique dans quelle classe de compk=ppar-
tiennent les divers probines de vacuét cefinis a partir de restriction. Pour les
problemes correspondaaD \ RP, le probEme de vacui est @cidable mais pas
recursif primitif. Les autres probimes sont complets par rapparta classe as-
sociée sur lechelle. Une Biche entre deux classes indiquent simplement que la
classe inérieure est une sous-classe syntaxique de la clas&eisune. Finale-
ment,n est un entier positif.

3.5.5 Autres cas de dcidabilite

Le theoeme 3.4.5 a sa contrepartie eegence de I'oprateur “freeze” au prix
d’un cadit algorithmique plugle\e.

Théoreme 3.5.4. [DLNO7] Soit D un syséme de contraintes fini. Le prashe
de satisfaisabili pourCLTL! (D) est cecidable en espace exponentiel.

La preuve consista réduire en temps exponenti€.TL! (D) a CLTL(D)
ou D’ est un systme fini auxiliaire et utiliser alors le thoeme 3.4.5. On peut
aussi se demander si celt@xponentiel en espace est optimal. @gtout, dans le
cas fini, le prok®me de satisfaisabiéitpourCLTL(D) est dans PSACE. En fait,
I'optimalité est atteinte.

Théoreme 3.5.5. [DLNO7] Soit D un syseme de contraintes muni deegjalie
et ayant au moins dewdiéments. Le prol@me de satisfaisabiéitpourCLTL! (D)
est ExpSpACE-difficile.

Le probEme de satisfaisabititpourCLTL! (D) restreint aux formules plates
peut étre aussi monér cecidable. Dans le reste de cette sectibnn’est pas
nécessairement fini. Des fragments plats de LTL ou de vasamééete etudies
dans [Dam99, CCO00, ID01] (voir aussi le chapitre 2) etééirdtion de platitude
tient compte de la polaétdes sous-formules gouvéss par I'ograteuru.
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Mots finis Mots infinis
1 2ARA(~)
i G
1URA,(~)
2ARA(~) ]
/ \ Z(1) \
2DRA, (~) 1URA,(~) 1URA, (~)
1ARA, (~) ]
L D\
1URA, (~)
INRA(~) ]
PSrACE
1DRA(~) 1DRA(~)
INRA, (~) ]
T NLOG
1DRA, (~) 1DRA,(~)

FIG. 3.2 —Complexié du probéme de vacuét pour diverses classes d’automates
a registres
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Le fragment plat d€LTL! (D) est forme des formules dont pour chaque oc-
currence positive [resp&gative] d’'une sous-formule de la formegU¢,, I'opéra-
teur| n’appardt pas dang; [resp. pas dang,]. Ce concept de platitude contraint
I'interaction entre les ograteurs temporels et I'épateur “freeze”, une approche
aussi suivie pour des formalismes voisins [BH96, CCO0O0, atGFO05]. Pour
saisir rapidement en quoi les formules plates sont plugefa@ianalyser, on peut
remarquer que dans une formule plate conjpeg F¢, seule la valeux a besoin
d’étre stocke. Par contre, dans une formule non plate corame_, ¢, il est
nécessaire de stocker autant de valeurs gie’il y a de positions ultrieures.

Nous supposons que les variables flexible€H&L! (D) sont{xo, x, ...} et
les variables rigides soRYy, yi, . . . }. Pour simplifier la pgsentation, nous suppo-
sons que I'ensemble des variables flexible§’d&'L.(D) est compos de deux en-
sembles disjoints{xg, xi, ... } et {y;®,yT®",...}. Nous efinissons une fonction
de traductiort du fragment plat d€LTL! (D) versCLTL(D): t remplace chaque
variabley; pary;*" dans les formules atomiques, est homomorphique pour les
opérateurs Bodens et temporels et

def

t(ly:X”x 'l/}) = ynew — an /\ G(ynew — XyneW) /\ t(w)
On peut montrer qué& ¢) se calcule en espace logarithmique en la taille de

Lemme 3.5.6. SoitD un syséme de contraintes muni degali€é. Pour chaque
formule platep de CLTL! (D), ¢ est satisfaisable s¢) est satisfaisable.

Nous obtenons donc les corollaires suivants.

Théoréme 3.5.7. [DLNO7] Les fragments plats deéLTL!(Z, <, =), CLTL (N, <, =),
CLTLY(R, <, =), etCLTL! (D) avecD fini sont P$ACE-complets.

En cépit de la éduction de la partie plate d&.TL!(N, =) versCLTL(N, =)
préservant la satisfaisabdit certaines formules plates @&TL! (N, =) n’ont pas
d’équivalent dan§€LTL(N, =), voir les cetails dans [DLNO7].

Par ailleurs, on a pu aussi montrer ésultat suivant.

Théoréme 3.5.8. [DemO06b] Le prokdme de satisfaisabiitpourCLTL! (IPC™)
est ExPSPACE-complet.

Par contre CLTL!(IPC*™) est inctcidable ce qui est une cdrgience du
theome 3.5.1 et le probme de satisfaisabiéitpourCLTL(IPC*) est seulement
PSPACE-complet.

Un mécanisme de quantification alternatif est tout simplemamfuantifica-
tion existentielle. Pour&inir 'extensionCLTL?(D), les caggories syntaxiques
sont identiques celles deCLTL' (D) sauf que nous ajoutons la clause ¢
avecy € VAR, (il n’y a plus d’ogerateur “freeze”). Les logiqueSLTL?(D) et
CLTL!(D) pos&dent les rames modles et la relation de satisfaction est irégic
par un environnement: VAR, — D. Larelation|=, a la cefinition suivante:

0,1 e dy ¢ & ilexistea € D tel queo, i . ¢ ou ¢ differe avee avec
éventuellement la valeur poure’(y) = a.

71



LTL/PLTL LTL/PLTL + | LTL/PLTL + 3
x<y,x=y} PSPACE »i »i
[DDO7] | [Dem04, section 7] (avec pass
DLNO7, LPO5] (sans pa$
{x—y=¢, x=c} i [ E%]( = »i
[CCO00]
IPC+ {x <y,x=y} | PSPACE i i
[DGO5]
IPC* PSrAacCE EXPSPACE EXPSPACE
[DemO06Db] [DemO06b] [DemO06b]
IPCT PSPACE »i »i
[Dem06b] [DLNO7, LP05]

FiG. 3.3 —Complexié de LTL avec contraintes démodicité

LorsqueD est muni de Bgalie, CLTL! (D) peutétre vu comme un fragment
syntaxique d&€LTL? (D) mais ce n’est pas toujours le cas comme d®R&¢". En
effet, la formule|,_, ¢ est alorquivalentéady x =y A ¢.

Théoréme 3.5.9. [DemO06b] Le probme de satisfaisabiéitpourCLTL?(IPC™)
est EXPSPACE-complet.

Un tableau &capitulatif concernant LTL avec contraintes deipdicite est
présengé dans la figure 3.3. PLTL est I'extension de LTL aveéi@geurs de pass
X! (“previous”) etU~! (“since”). Chaque prol@me est complet pour la classe
assocee. A lintersection d’'une ligné et d’'une colonneC/L’, nous donnons la
complexié de SATL (L)) et SAT(L'(L)), respectivement. Comme il n’y aura pas
de difference entre LTL et PLTL, une unique information serespnée.

D’autres fragmentsétidables d€LTL' (N, =) sontétablis dans [Laz06, DLO6a,
BMS+06, DDGO7]. Par exemple, le fragment simpleETL! (N, =) avec des
opérateurs de passest restreint aux formules avec une variable flexihlane
variable rigidey telles que

— les opgrateurs temporels sont parkix !, XXF andX X~ 'F~!,
— chaque occurrence de cesoteurs est imediatement @ de|,—,
— les seuls termes dans les formules atomiquesxseint.

Ce fragment simple est en fd@guivalenta FG'(~, <, +1) [BMST06, DL06a] et
par congquent estécidable en utilisant leesultats de [BMS06].

Théoreme 3.5.10. [DLO6a] Le probéme de satisfaisabiéit pour le fragment
simple deCLTL!(N, =) avec orateurs de paésst écidable.
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La complexié du probéme de I'accessibiit dans lesg@seaux de Petri est aussi
difficile que la question suivante [BM®6, DL06a].

Probleme ouvert 14. Quelle est la compledt du probéme de satisfaisabidit
pour le fragment simple d6LTL!(N, =) avec og@rateurs de pag8 O

Pour finir cette section, nousgsentons une degrie extension d€LTL(D),
qui s'awre en @réral moins expressive quUeLTL! (D). En effet, la seule utili-
sation de 'ojgrateur “freeze” est faite pour sgifier qu’'une valeur va sepéter
dans le futur. Pouré&finir 'extensionCLTL®(D) deCLTL(D), les cagégories syn-
taxiques sontidentiquescelles d&”LTL(D) sauf que nous ajoutons les formules
atomiques de la forme = ¢y. La relation de satisfaction est simplemétendue
parc,i = x = oy ssi il existej > 0 tel quec(i)(x) = o(i + j)(y). Ainsix = oy
est @mantiquemengquivalentea une disjonction infinig/;_,x = X’y et ce type
de contraintes est apparue dans [WZ00, sectionx7} ‘vy” est aussiquivalent
a“l,—x XF(x = 2)".

Théoreme 3.5.11. [DDGO7] Le probéme de satisfaisabiéitpourCLTL®(N, =)
est cecidable.

La décidabilie est pesenee en pesence d'oprateurs de paésou si I'on se
restreinta des modles finis [DDGO07], ce qui permet de capturer de nombreuses
proprietes de [LPO05, section 3]. Comme lacidabili€ est obtenue paeduction
vers un prok®me qui consista \erifier des propétes dequié dans lesé@seaux
de Petri [Jan90], la complegitn’est pas connue.

Probleme ouvert 15. Quelle est la compleX@tde SATCLTL(N, =))? O

La fragment de SAT(LTL°(N, =)) restreinta une variable est par ailleurs
PSrace-complet [DDGO7]. Le tBoeme 3.5.11 peut aus8tre cecliné avec un
probleme de model-checkingédidable mais la question en suspens qui nous
semble la plus irdressante est pour quels ssesD dont on a mon& que
CLTL(D) est cecidable a-t-on qu€LTL?(D) est aussi dcidable? En particu-
lier, la question suivante est ouverte.

Probleme ouvert 16. Est-ce que SAT(LTL®(R, <,=)) est cecidable a on au-
torise des formules de la fornxe< oy? O

Une autre fagon é&tendre le&sultat de @cidabili&é pour SATCLTL?(N, =))
consistea consi@rer une restriction analogaecelle dans [Mar02, tCFO05].

Probléme ouvert 17. Est-ce que SAT(LTL! (N, =)) restreint aux formules dont
pour toutes les sous-formules de la foryey:, ¢, la sous-formule> ne contient

ni d’occurrence égative ddJ ni d’occurrence positive dont le premier argument
n'est pas propositionnel, estcidable? O
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Chapitre 4

Contraintes de regularite

Ce chapitre est construit sur la base de [ADdRO1, ADdRO03, @eML06d,
DLO6c].

Les contraintes deégularieé dans les systes de transition ou plue-
ralement dans les graphes peuvent s’exprimer dans diveralfiemes comme
la logiqgue monadique du second ordre [Cau03], la logiqueadyque proposi-
tionnel [Pra79, FL79] ou encore dansgecalcul modal. Dans ce chapitre, nous
nous inéressons plusieurs formalismes logiques qui permettent d’exprides
contraintes deégularié sur des structures obtenues de diverses fagcons (docu-
ments XML, la toile, politiques d’action).

Une contrainte deagularie exprime simplement qu’un&guence appartient
a un langageégulier doni. Dans la logique PDL, on peut directement expri-
mer I'existence d’'un chemirgtiqueé par un mot fini d'une langageegulier.
Les contraintes de chemin pour les déas semi-structées utilisent cette forme
de regularieé [AV99]. En piesence de structures arborescentes dont les noeuds
fils sont ordongs, comme dans la reggentation de documents XML (“eXten-
ded Markup Language”), une contrainte égularié exprime une contrainte sur
I'ordre de noeuds fils [SSMHO04, ZL06]. Finalement, dans capdtine, nous con-
sidérons les contraintes de chemins qui correspondedgs contraintes sur les
sequences d’actions autagiss pour des formalismes quiggiifient des politiques
au sens des logiquegantiques [vdM96, PW04].

4.1 Contraintes de chemin et donaes semi-structu-
rees

4.1.1 Classes de contraintes de chemin

Les doniees semi-structées regroupent comméament des dorées moins
structuées que celles que I'on trouve dans les bases decdsmelationnelles. Par
exemple, le sabma n’est pas fix et la structure du document est supgmoaller
de soi. C’est un termeégerique qui regroupe aussi bien les documents XML que
les pages Web. Les doaes semi-structées sont souvent regggenées comme
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<bi bl i ogr aphy nanme="HDR- D' >

<book>

<title> Mddal Logic </title>

<aut hor > Bl ackburn </ aut hor >

<aut hor> de Rij ke </author>

<aut hor> Venenma </ aut hor >
<publ i sher> Canbri dge University Press </publisher>
<year > 2001 </year>

</ book>

<book | anguage = "french">

<title> 1984 </title>

<aut hor> Orwel | </author>
<publ i sher> Gal li mard </ publisher>
<year> 1950 </year>

</ book>

</ bi bl i ogr aphy>

Fic. 4.1 —Un document XML

des graphes dont les noeuds et leStes songtiquees. Il existe en fait deux
familles distinctes de repsentation. Les pages Web peuvétre repesenées
comme des graphes dont les noeuds correspondent aux URé&s &iguettes
aux liens hypertextes [ABS00]. On pourra par ailleurs ssppgu’il y a une ou
plusieurs racinea partir desquelles toutes les pages sont accessibles. \Dett
probablement assez simplisteg® enrichie et des madkes plus riches orite
étudés dans [dAO1]. Ainsi, dans la figure 4.1 un document XML egspné
tandis que la figure 4.2 contient uneépentation graphique possible.

De cette sectiorétant dongé un ensemble étiquettes (fini ou infini), une
Y-structure est un tupl€ = (S, rt, (R,)aes) OU

— S est un ensemble non vide de noeuds,

— rt est un noeud distingudeS (la racine),

— (Ra)aex est une famille de relations binaires sur
Une X-structure est un objet un peu plus riche que lesesges de transition de
la section 2.4.2. En effet, la racine est@lament distingé d’une telle structure.
On suppose implicitement que tous les noeudS dent accessibles partir de la
racine. Ainsi lenon& des prol#mes relatifs ce type de maeles mettra en avant
que seuls les noeuds deaccessibles def sont pertinents. Cette hypatbe prend
sa source dans le souhait de ne coaid que les pages accessibles d’'une page
courante (la racine). Comme d’habitudéest ceterministe lorsque pour € ¥ et
pourz € S, il y a au plus un noeug € S tel quez = y est dans, c'esta-dire
que(z,y) € R,.

Une expression de chemjrest tkfinie avec la grammaire suivante:

pu=al|f]elpp|p |pUp,
ol a € X. e estinterpetee comme la clime vide et est le symbole joker puisqu'il

75



bibliography

FIG. 4.2 —Repksentation graphique du document de la figure 4.1

est interpete comme I'union de toutes les relations. Une expression eeirhest
donc une expressiorgguliere. Un mot est une expression de chemin n’utilisant
que les lettres d&, “;” ou e.

Etant donge une:-structures, chaque expression de chemiast interpetee
comme un sous-ensemble] de S x S avec la @finition suivante:

[[a]] = Ra

Ip*] = la fermeture &flexive et transitive dép]
[[ﬁ]] = Uan Ra

€] ={(z,z) : x € S}

[p; '] = [p] o [¢'] (compoge)

[puprT = Ip]U[PT (union)

En I'absence d’information sur le format des dées, |evaluation de recgtes
avec des expressiorsgulieres sur des-structures peldtre tes inefficace. Ainsi,
I'optimisation de reqéte recessite la connaissance de certaines pt@srsur les
donrees, des illustrations peuvegtre troues dans [BFW98a]. Une contrainte
de chemin du type “tout noeud accessible de la racine avetemioétiqueé
par un mot dd.(p) est accessible de la racine avec un chestiqueé par un mot
deL(p')” peut étre une telle connaissance. Cette contrainte exprimeleingmt
I'inclusion suivante:

{z: (rt,z) € [p]} C {z: (rt,z) € [P]}.
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(a) Contrainte en avant (b) Contrainte enemgi (c) Contrainte en sucette
FIG. 4.3 —Contraintes

A cet effet, des contraintes d’inclusion de cheminsaiaintroduites dan [AV99].

Définition 4.1.1. Soientp, ¢ des expressions de chemin. Une contrainte de che-
min en avant (aussi apga “contrainte d’inclusion”) est une expression de la
formep C; ¢. La X-structureG vérifie la contraintep C; p’ & {z : (rt,z) €

[pl} € {z = (rt, x) € [ql}- \

Les contraintes de chemin en &ne ontéte aussi introduites dans [BFW98b].

Définition 4.1.2. Soientp, ¢ des expressions de chemins. Une contrainte de che-
min en arrere est une expression de la forme, ¢. La 3-structureG vérifie la

contraintep C, p/ & {x: (rt,z) € [p]} C {z : (x,rt) € [¢]}. \Y

Si on admet qu& contient degtiquettes en avant et desquettes en arre,
alors on peut aussi exprimer dans ce cadre paméml, une contrainte en agre
par une contrainte en avant avec la verstendue destiquettes. Dans la suite,
une contrainte de chemim C p’ sans autre j@cision est entendue comme une
contrainte en avant ou comme une contrainte eari

Définition 4.1.3. Soientp, ¢, des expressions de chemin. Une contrainte de
chemin en sucette est une expression de la farme p C ¢. La X-structure
G verifie la contrainter ~ p C ¢ £ pour tous les noeuds € [r](rt),

<S7$v (Ra)a62> ): p g q. V

Une illustration des divers types de contraintes ess@née dans la figure 4.3.
On noteG = c lorsque la structuré vérifie la contrainte: d’un des trois types.
Maintenant que nous avonéfihi les contraintes de chemin, nous allons introduire
le probEme dévaluation de recgtes et le prol@me d’implication.

Le probEme dévaluation de redtes pour la classé de contraintes de che-
mins est @fini de la fagcon suivante:
entrée: uneX-structure finie et une contrainte de C,
question: A-t-onG = ¢?

Un probEme plus difficile est celui de I'implication pour la clagse

entrée: des constraintes, ..., ¢, deC (n > 0),
question: est-ce que pour toutes l&sstructuress, siG = ¢; et--- etG | ¢,
alorsG = ¢, 11? (o€ ey, ..., ¢y — Cpra)-
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Ces probdmes admettent des variantes, par exemple selon que |'@ideom
des sous-classes Hestructures. Pour certaines classes de contraintes dépreb,
le probEme de I'implication a une complegifaible, ce qui est rappeti-dessous.

Théoreme 4.1.1.

() Le probEme de I'implication pour la classe des contraintes en aestiteint
aux mots est dans RWE [AVI7].

(I Le probeme de l'implication pour la classe des contraintes en gices-
treint aux contraintes ~» p C ¢ avecr,p etq des mots, et auX-structures
déterministes estatidable en espace énire [BFW98a, proposition 4.1].

() Le probEme de I'implication pour la classe des contraintes en aastrdans
EXPSPACE[AVIT].

Par contre, l'inécidablie n’est pas &s loin.

Théoreme 4.1.2.

() Le probEme de l'implication pour la classe des contraintes en wices-
treint aux expressions de chemins faites de mots egtiddble [BFWO0O,
théoeme 3.1].

(I Le probEme de lI'implication pour la classe des contraintes en tices-
treint auxX-structures dterministes est ir@tidable néme si¥ ne contient
gue deuxétiquettes [BFW98a, #foreme 6.1].

4.1.2 Logique des chemin®DLrah

L'approche @fendue dans ce travail consisteexprimer les proeimes de
contraintes de chemin dans des logiques modales proches |ldgidue dyna-
mique propositionnelle PDL [Pra79, FL79]. Awtout, les termes de programme
dans PDL sans I'agrateur de test sont des expressions de chemiggwige et de
1. L'usage de logigues modales pour I'analyse de pnotas relatifs aux dorees
semi-structuges n’est cependant pas nouveaes[ 997, dans [Ale97] la sub-
somption de sadmas estésolue dans une logique modale hybride. Le terme “hy-
bride” fait referencea la peésence de nominaux &tcelle de I'o@rateur “freeze”.
Plus abstraitement, les logiques hybrides sont des fasmab logiques qui soat
mi-chemin entre des logiques modales et la logique classitjau leur caractre
hybride [Hen90, BlaO0b]. Ce @me probdme est coé dans une logique termino-
logique dans [CGL98]. Dans la&me veine, Bquivalence de DTDs (“Document
Type Definitions”) pour des documents XML egsplue dans une logique termi-
nologiquea la PDL avec la possibigtd’avoir des contraintes sur le nombre de fils
et un oferateur testant si une relation est bien feeflCGL99]. Cette approche a
aussiete suivie dans [BCT04, ThiO4]todes prol®mes sur des DTDs avec typage
de féerences sont traduits vers une logiqgue modale hybride,aussi [BCO6].
L'usage de logique modale hybride est ausécpni€ dans [FARO6].

Nousétendonsédgerement la notion d’expression de chemin pour tenir compte
des transitions inverses. L'ensemble des expressionsafaigiétendues admet
I'opérateur! tel que[p~'] est la relation inverse dp].
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Les formules de la logiquBDLP*" sont cefinies par la grammaire ci-dessous:

T [ L] xoot | =p [ NG | [plo | (p)¢

ou p est une expression de chenétendue. La formule atomigusoot est un
nominal, c’esta-dire une variable propositionnelle vraie dans un uniga¢ (la
racine).

Les moales dePDLP*™" sont dest-structures et la relation de satisfactien
est cefinie inductivement (on omet les clauses pour lesrafeurs Bod@ens):

— G,z | root ssix = rt,

— G,z |= [pl¢ ssipoury € [p](z), onaG,y = ¢,

— G,z = (p)¢ ssiil existey € [p](z) tel queG,y = ¢.

Une formuleg est satisfaite dans le mék G ssiG, rt = ¢. Une formule est
valide ssi elle est satisfaite dans tous les &lesl. Ainsi, la notion de satisfaction
est liéea la racine.

La logiquePDLP*! est donc une variante de la logique dynamique proposi-
tionnelle PDL [Pra79, FL79] avec une unique variable prapmomelle interpetee
par la racine. Cependant, il ne faut pagliger la pésence de I'expression de
cheming qui n’existe pas dans PDL. Quaddest infini,f est bien une union in-
finie ce qui contribue aussi la sgcifitt dePDLP*™". CependanPDLP**" sans
1 peutétre consi@ree comme un fragment de CPDL avec nominaux [dG95] ou
comme un fragment du-calcul hybride [SV01]. CPDL est compris ici comme
PDL avec l'ogerateur inverse de programmes. De plus, comme la logiqueleod
HML [HM85b], PDLP*" n’'a pas de variables propositionneltegart le nominal
root.

Le probEme de satisfaisabiéit[resp. validié] consistéx determiner si une for-
mule est satisfaisable [resp. valide]. Le piabk de model-checking poBDLP*"
consistea \€rifier si une formule est satisfaite dans anstructure finie.

Nous concluons cette section em mettant en éwenice qui rend notre ap-
proche par logique attrayante pour analyser les prabk relatifs aux constraintes
de chemin. A toute constrainte en avant p C; ¢ [resp. en ar@rec = p C,, ¢],
on notey,. la formule[p]{q~!)root [resp.[p]{q)root].

Lemme 4.1.3.

(I) SoientG une X-structure et une constrainte de chemin= p C ¢. Alors
G = ciff . est satisfaite dans.

(I) Soientcy,...,c, 1 des contraintes de chemin. Alafs ..., ¢, — ¢,41 SSI
Pey N -+ N e, = @, €stvalide.

La preuve du lemme 4.1.3 est en fait assez @diate et il n’est pas possible
d’obtenir une extension avec les contraintes de chemin egtteu Comme on le
verra dans la suit® DLP*™" est cecidable alors le probme de I'implication pour
les contraintes en sucette estéocdiable.

Lemme 4.1.4. SoitC la classe de&-structures ou celle des-structures dter-
ministes.

() Le probEme dévaluation de redgtes pour les contraintes de cheminasduit
en espace logarithmique au préfrie de model-checking poBDLP*",
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(I Le probeme d’implication pour les contraintes en avant restreint 8-
structures dan€ se €duit en espace logarithmique au pfbk de validié
de PDLP*" restreint auxt-structures de.

(1) Le probEme d’implication pour les contraintes en aré restreint aux.-
structures dan€ se €duit en espace logarithmique au pebk de validi

de PDLP*" restreint auxi-structures deC et sans l'usage de I'épateur
—1

4.1.3 Complexit des probEmes logiques

CommePDLP*" est assez proche de PDL, il n’est pas surprenant que ces
logiques aient un probme de model-checking de compléxénalogue.

Théoréme 4.1.5. [ADdRO03, tteome 9] Soient; = (S, 7t, (R4)aex) UNE X-
structurer € S et ¢ une formule déDLP*". Déterminer sii, z = ¢ peutétre
calculer en temp® (|G| x |9|).

La preuve du thoeme 4.1.5 est paéduction en temps lgaire vers le proeime
de model-checking pour PDL. Ce prébhe peuétre aussi@solu en temp® (|G| x
|¢|) en utilisant que le proBime de model-checking pour le fragment;daalcul
modal sans alternation est de complexémporelle bili@aire [AC88, CS91].

Corollaire 4.1.6. [ADdRO03] Le probéme de model-checking poRDLP*" est
PTIME-complet.

La borne inérieure de complexétest une coregjuence de la AME-duret du
probeme de model-checking pour CTL restre@ntX et 3X qui peut facilement
se coder danBDLP*", Avec au moins deugtiquettes dang, on peut néme se
restreindre auX:-structures @terministes tout en pservant la PIME-dureg.

Théoreme 4.1.7. [ADdRO03, treoeme 9] Les proliimes de satisfaisab#iet va-
lidité pourPDLP*" sont dans EPTIME.

La preuve est paéduction vers la logique CPDL avec nominaux dont la borne
superieure XPTIME estétablie dans [dG95, @oeme 49]. SiX est fini, disons
¥ ={ay,...,a,}, alors il suffit de remplacerpara; U - - - U a,,. Si ¥ est infini,
une formule d&PDLP*" avec lestiquettes|ay, . . ., a, } admet une traductionio
# est remplae para,; U---Ua, Ua,;. Dans le second cas, laduction n’est pas
correcte avec des-structures dterministes.

Probléme ouvert 18. Est-ce que le proBme de satisfaisabiéitpour PDLP#"
restreint aux:-structures @terministes lorsquE est infini est écidable? (O

Théoreme 4.1.8. [ADdRO03, treoeme 12] Le prol#me de satisfaisabiéitpour
PDLP*! est ExpTIME-difficile dés quet posgde au moins unetiquette.
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PDL est connue pougtre ExpTIME-difficile [FL79, Spa93a] mai®DLrP*"
ne contient pas de variables propositionnelles et seulemmetmique nominal. La
preuve est paréduction du proldme de saitsfaisabiiitglobale pour la logique
modale K qui est EPTIME-difficile [CL94, Hem96] et cela en adaptant la tech-
nique du noeud espion de [BS95]. En effet, dans cette teshroq construit un
noeud qui peut aédera presque tous les autres noeuds (le noeud espion), ce qui
permet de simuler une quantification sur tous les noeudsc&dant d’abord ce
noeud espion, un concept bien mis en pratique e@a@ia. Une axiomatisation
compkte dePDLP*" est aussi @rsenée dans [AS06].

La logique temporelle minimale {RU71] avec une modaétfutureF et une
modali& pasé F~! interpiette sur des graphes quelconques a un problde
satisfaisabilié PSAce-complet [Lad77, Spa93b]. Un corollaire de la preuve du
théoeme 4.1.8 est le suivant.

Corollaire 4.1.9. [ADdRO03] K; sans variable propositionnelle mais augnéent
d’un unique nominal a un probie de satisfaisabiitExpPTIME-difficile.

Ce corollaire raffine unésultat analogue de [ABM99] pour lequel des va-
riables propositionnelles sontgsentes. Par ailleurs, cela cotel les esultats
pour des logiquesegulieres avec nominaux @senés dans le chapitre 5.

4.1.4 Complexie des probEmes de chemins

Les esultats de la section 4.1.3 ont pour camsence queé&terminer siG' =
p C ¢ peut se calculer en tem@¥(|G| x (|p| + |¢|)). On peut faire un peu mieux
en utilisant le lemme ci-dessous.

Lemme 4.1.10. Le probEme ci-dessous est dans NGSPACE.

entrée: uneX-structure finie7, une expression de chemjiret deux noeuds, y
deG,
question: A-t-on (x,y) € [p]?

Le lemme 4.1.10 aéliore egerement le@sultat dans [MW95] quetablit une
borne suprieure PTME. Cependant, ceeber proges nous permet dtablir le
théoeme suivant.

Théoreme 4.1.11. [ADdRO03] Les probémes dévaluation de redgtes pour les
classes de contraintes en avant, de contraintes émeaaul de contraintes de che-
mins sont NLOGSPACE-complets aussi bien dans le caslesX-structures sont
deterministes que dans le cas @les sont nongterministes.

Consiceronsa present le proldme d’'implication.

Théoreme 4.1.12. Le probEme d’'implication pour les contraintes en avant est
dans XPTIME et PSAcEdifficile des queX a au moins deugktiquettes.
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La borne suprieure en EPTIME est une corequence du lemme 4.1.3(ll)
et du tleoeme 4.1.7 tandis que la borne énieure P8ACE est par eduction
du probeme d’inclusion de langages pour les expressi@gslieres [HRS76,
théoeme 2.12(c)]. La borneXTIME améeliore la borne EPSPACE de [AVI7].

On peut de rame obtenir unésultat analogue avec les contraintes eregari

Théoreme 4.1.13. Le probBme d’'implication pour les contraintes en are est
dans XPTIME et PSAcEedifficile des queX a au moins troigtiquettes.

Probleme ouvert 19. Est-ce que le probme d’'implication pour les contraintes
en avant [resp. en aeiie] est dans PE\CE? O

Un résultat plus&cent nérite ici d’étre rappeler.

Théoreme 4.1.14. [ACD'04, Deb05] Lorsque les structures sont multi-racines,
le probEme de I'implication restreint aux instances de la forme. . , ¢, telles
que pouri € {1,...,n}, ¢; estde laforme; C; ¢; etg; est un mot, est PB\CE-
complet.

Ce resultat qui permet presque dipondre au proBme ouvert 19 utilise des
résultats puissants sur léibrie du premier ordre de |&écriture péfixe [DT90].
Notons cependant que dans [ACD4, Deb05], il est suppésque les structures
sont multi-racines, c’'esd-dire qu’au lieu de consaéter une unique racine, la
structure admeéventuellement plus d’'une racine. Dans [Deb05], de nombreu
autres proldmes sont analgs comme le prokime de la borne finie ou celui de
I’ @quivalent fini.

Pour conclure cette section, @messons-nous aux-structures dterministes.
Le probEme d’implication pour les contraintes de chemin de la fopme p’ C;

g restreint aux>-structures dterministes est ir@tidable [BFW98a]. Des res-
trictions cecidables sont introduites dans cénme papier. Comme corollaire des
résultats pecedents, nous pouvorgablir le esultat suivant mettant en avant un
nouveau cas deagidabilié.

Lemme 4.1.15. [ADdRO3] Le probéme d'implication pour les contraintes en
arriere restreint aux:-structures éterministes lorsqu& est fini est dans f&r-
TIME.

Si ¥ estinfini la question est ouverte.

Probleme ouvert 20. Est-ce que le probme d’'implication pour les contraintes
en arrere restreint auX-structures dterministes estétidable lorsqué& est in-

fini? O
On n’en sait pas tellement plus avec les contraintes en.avant

Probleme ouvert 21. Est-ce que le probme d’'implication pour les contraintes
en avant restreint auxX-structures éterministes estétidable? O
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4.2 Contraintes de Presburger et de &gularité

L'interrogation de documents XML a doamaissance differents forma-
lismes logiques oa base d’automates qui permettent d’exprimer des congaint
de fegularié ou des contraintes de Presburger [ZL06, SSMH04, BT05, @5LR
Ici, les documents XML sont repsenés comme des arbres avec ordre sur les fils
et sans aré maximale sur le nombre de fils. Une contrainte de Presbaxgpeime
une relation entre des nombres de noeuds fils satisfaisdainEs propétes alors
gu’une contrainte deégularieé exprime une contrainte sur la lecture des noeuds
fils de gauche droite. Par exemple, une logique avec ugrageur de point fixe,
des contraintes deegularie et de Presburger&é introduite dans [SSMHO04] et
prouvee cecidable en espace exponentiel. Un pdaimeéme g@riode, la logique SL
(“Sheaves Logic”) &tt montee cecidable dans [ZL03] avec une compléxiton-
élementaire. Comme celaé&é vu dans la section 4.1, la conception de logiques
modales pour les doges semi-structées que ce soit avec des nateb sous
forme d’arbres [Mar03b, SSMHO04, ABD5] ou avec des mades sous forme de
graphes plus @réraux [CGL99, ADdR03, BCT04] est une approclaelgisante
qui permet deé&utiliser des techniques bien comprises.

Ce travail a pour but d’'introduire une logique modale quitpeprimer des
contraintes de Presburger plus riches que celles dangjigsies modales graédes
(voir par exemple [BC85, Tob00, PS04]) ou dans les logiqeesinologiques
(voir par exemple [HB91, HSTO00, CGO05]) tout en admettant ctegraintes de
regularie comme dans [Wol83, ZL03, SSMHO04]. On recherche cependaat u
complexié en espace polynomial afin de raffiner lésultats de @cidabilié et
de complexié de [Tob00, SSMH04, ZL06]. Une telle logique serait daile
bien plus expressive que la logiqgue modale minimale K quidégt P $ACE
compkte [Lad77]. Une complexaten espace polynomial exclut l&&gence d'op-
rateurs de point fixe dans toute lewgrgralite car le prol#me de satisfaisabit
pour leu-calcul modal est EPTIME-complet. De néme, les contraintes de Pres-
burger ne pourront patre celles du premier ordre car alors le p&vhé de satis-
faisabilite pour ce fragment de l'arithetique est dja 2ExPTIME-difficile [FR74].

4.2.1 Une logique modal@&tendue:EXML

Etant donés un ensemble infinishombrable de variables propositionnelles
PROP = {p1, ps, - . .} et un ensemble infinichombrable de symboles de relation
Y = {Ry,Ry,...}, les formules de EXML sonté&finies par la grammaire ci-
dessous:

pu=p | ¢ | oAd [ t~b [ t=pc | AR, 1, .., n)

tu=axiR¢ | t+a xR,
avec
— p € PROP,R€e X,
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E A(¢1, ¢) avecL(A) = ab*a

@1 o) @Ed) (@skEe) (@il o)

FIG. 4.4 —Une contrainte de&gularite

- bk,ceN,a€Z,

- ~e{<, >, =},

— A estun automate noreterministe avec un alphabetxéettres lireairement

ordonrees.

Dans cette section, le de&gmodal dep, not md(¢), est le nombre maximal
d’embdtements du symbolgdanse. Un terme de la forme; x #R1¢; + ... +
am x iR, est abege eny;a;1R ¢;. Tous les entiers dans la suite sonteésdvec
une repésentation binaire.

Un mockle de EXML est une structutét = (T, (Rr)res; (<X)zer, V) OU

— T est un ensemble de noeuslgentuellement infini,

— (RR)rex est une famille de relations binaires dutelle que pouR € ¥ et

z €T, 'ensemble{z’ € T : (x,2') € R} estfini (branchement fini),

— chaque relatior:? est un ordre total sur leBg-successeurs de

- V. T — P(PROP) est unétiquetage des noeuds.

Onécrit Rg(z) = 21 < ... < z, lorsque

Re(z) E{a' € T: (x,2') € Rg} = {x1,..., 24},

etz; <R ... <R z,. De néme,étant donée une relation binair® C 7' x T a
branchement fini, on not&* () le cardinal de 'ensemblgr’ € T : (x,2') € R}.
La relation de satisfactiop- est cfinie ainsi:

— M,z Epssip € V(z),

- M,z = —¢ SSiM, z - ¢,

- M,z =1 A pa SSIM, x |= ¢ et M, x |= o,

- M,z | SiatRig; ~ bssiSaRh , (x) ~ bavecRr, 4 = {(z,2") €

T xT:(z',2") € Rg,, et M, 2" |= ¢;},
- M,z |= Siaiffi¢; = c ssiil existen € Ntel queXa; R, (x) = nk +c,
- M,z = AR, ¢1,...,0,) ssiil existea,, - --a;, € L(A) tel queRg(z) =
T <...<z,etpourjc{l,...,a}, M,z; = ¢;,.

La présence des @pateurs Bodens et la propete d’élimination des quan-
tificateurs dans l'arithietique de Presburger assurent que toute I'expressiét
I'arithmétique de Presburger esgégente dans EXM& céfaut de sa concision.

La figure 4.4 illustre lasmantique des formulesbase d’automates. L'usage
des automates dans EXML est identigueelui dans ETL [Wol83] pouréfinir des
opérateurs temporeld base d’automates (voir aussi la section 2.3). &tapeur
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modal & (voir par exemple [BARV01]) estédini par ¢ ~ ¢ > 1 et donc
O¢ ~ #R—¢ = 0. Une formule<®,, ¢ dans la logique modale gragel GML se
définit par<®s,,¢ ~ §R¢ > n. Cependant, EXML est beaucoup plus expressive que
GML. En effet, EXML peut exprimer facilement qu’il y a exaoient deux fois
plus de noeuds filsérifiantp que de noeuds filsérifiantq, ce qui peut €crire
iRp — 26Rq = 0. De méme, comme dans [PS04], on peut aussi exprimer que plus
de la moité des noeuds filsérifie la propositiomp: 2tp — T > 0.

Comme d’habitude, une formule est dite satisfaisable siifite un modle
M = (T, (RR)res, (<R)per, V) etz € T tels queM, z = 6.

On note RML [resp. PML] le fragment de EXML sans contraintePdesbur-
ger [resp. sans contraintes dmularie]. Le fragment PML est@a plus expres-
sive que les formalismeséfinis dans [Tob00, PS04, KRMO05]. De&me, pour
k > 0, on note EXML, le fragment de EXML dont la somme des cardir@dities
alphabets des contraintesgulieres est boree park. Il s’agit d’'une variante de la
notion introduite dans [DLO6c] pour laquelle nous pourrbinalement borner la
taille des solutions d’un sy&tne déquations.

En utilisant la technique deggliage des graphes et celle qui permet de passer
d’un étiquetage des transitions vers éfiguetage des noeuds, on peut montrer le
résultat suivant.

Lemme 4.2.1. [ADdRO03] Il existe une &duction logarithmique en espace entre
le probEme de satisfaisabiitpour EXML et sa restriction aux mektks avec un
unique symbole de relation integi#e comme un arbre fini.

Dans la suite, on s’idéresse aux mades satisfaisant cette restriction. Nous
allons ceterminer plusieurs fragments de EXML qui sont daneAX%.

4.2.2 Des formules aux sysimes déquations

Nous cefinissons ci-dessous une notion de fermeduegFischer-Ladner [FL79].
Grosserement, la fermeturd (X ') d’'un ensembleX contient toutes les formules
utiles pour @éterminer siX est satisfaisable.

Définition 4.2.1. Soit X un ensemble finicl(X) est le plus petit ensemble de
formules tel que

- X Cd(X),

— cl(X) est ferné par sous-formule,

— siy € cl(X), alors—) € cl(X) (on identifie~—1) avecy),

— sit ~ b e cl(X), alorst ~' b € cl(X) pour chaque-'€ {<, > =},

— SOoitK le ppcm de toutes les constantespparaissant dans des sous-formules
de laformet =, c. Sit =, ¢ € cl(X), alorst =i ¢ € cl(X) pour tous les
def0,...,K —1}.

\Y

Un ensembleX est dit ferngé ssicl(X) = X. A présent, nous raffinons le
concept de fermeture en ajoutant un nouveau pati@m: la distance du noeud
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racine au noeud courantides formules sorgvallees. Chaque ensemlelén, ¢)
sera un sous-ensemble dé{¢}).

Définition 4.2.2. Soit¢ une formule de EXML. Pour € N, cl(n, ¢) est le plus
petit ensemble tel que:

= cl(0,¢) = cl({¢}),

— pourn € N, cl(n, ¢) est ferng,

— pourn € N et apparaissant dans une formulede., ¢), ¥ € cl(n +

17 ¢)’
— pourn € NetA(¢y,...,¢n) € cl(n,d), {¢1,...,0m} Ccl(n+1,0).
\Y

Sans perte deéyéralite, on suppose dans la suite que pour chagted que
cl(n, ¢) est non-vide, le ppcm de toutes les constantes apparadssastl(n, ¢)
de la formet =, ¢ estégale au ppcm de tous lésapparaissant dans De plus,
on supposera que nN‘appardt pas dans.

Nous introduisons ci-dessous une notion de consistanedelogai est finale-
ment tes classique quand on manipule ce type d’ensembles.

Définition 4.2.3. Un ensembleX C cl(n, ¢) est ditn-localement consistant ssi
les conditions suivantes sorénfiées:

— si—) € cl(n, ¢), alors—p € X ssiy € X,

— Sihy Ay € cl(n, @), alorsyy Ay € X SSiyy, 1y € X,

— sit ~ b € cl(n, X) alors il existe un unique’e {<, >, =} telquet ~' b €

X,
— Sit = ¢ € cl(n, X), alors il existe un unique’ € {0,..., K — 1} tel que
tEK C,EX,

— Sit =, c € cl(n, X), alors—t =, ¢ € X ssiil existec € {0,..., K — 1}
tel quet =k ¢ € X etnond =;, ¢,
— Ssit ~b e cl(n,X)alors—t ~ b € X ssiil existe~'e {<,>,=}\ {~} tel
quet ~' b e X.
\%

Pour une formule dorée, les ensembles localement consistants peuvent se
coder en espace polynomial.

Lemme 4.2.2. Soient¢ une formule ek € N.

(I) Chaque ensemble-localement consistant est de cardinal au @us |¢| et
peutétre co@ avec un espace@moire de taille polynomiale €p|.

(I (el ¢) = 0.

Un syséme déquationsS construit sur 'ensemble de variablés,, . . ., x,}
est une formule de Presburger construite{syr. . ., x,,} qui est une combinaison
Booleenne de constraintes atomiques de la foking x x;, = b aveca; € Z
etb € N. Une solution positive d& est unélement dex € N” tel quex = S
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est \erifié dans l'arithnetique de Presburger. Une cénsience de [Pap81] est le
résultat suivant.

Lemme 4.2.3. SoitS un syséme déquations construit sy, ..., x,}. S aune
solution positive ssb a une solution positive dont tous les coefficients sonté&srn
par(n+2 xm) x (2 x m+ (a+ 1))**! ou a est la valeur absolue maximale
des constantes dgetm est le nombre de contraintes atomiques dans

Si S admet une solution positive, alors on ndtele coefficient(n 42 x m) x
(2 xm+ (a+ 1))t

Lemme 4.2.4. [DLO6c] Soit¢ une formule de EXMLX un ensemble-localement
consistant pour < |¢| et N le nombre d’ensembles+ 1-localement consistants.

() 1l existe un systme déquationsS sur les variables,, ..., xy tel queX est
satisfaisable ss$ a un solution positive.

(I) Si¢ appartientt EXML, oua RML etS a une solution positive, alory est
exponentiel eng|.

(1) Si¢ appartientt EXML etS a une solution positive, alorg est doublement
exponentiel eng|.

La preuve de ce lemme est kassur [SSMHO04] 0 par exemple des contraintes
de egularie sont transfor@es en sysime déquations en utilisant les images de
Parikh des langagegguliers. Cependant, contrairemente que nous avons cru
dans [DLO6d], je ne pense pas que [SSMHO04] permet de conglig®/ soit tou-
jours simplement exponentiel @ pour toute formule de EXML. Si était quand
méme le cas, la complegitde EXML serait alors comptement caraétise.

4.2.3 Un algorithmea la Ladner

La fonction SAT @finie ci-dessous va nous permettre de tester la satisfaisab
lité d’'une formule de EXML. Elle admet trois arguments: une faew dont on
cherchex ceterminer la satifaisabiBt un entierl et un sous-ensemble dEd, ¢).

La figure 4.5 contient cet algorithme qui est un algorithénia Ladner [Lad77]
(voir d’autres exemples dans [Spa93b, Dem03]). En effestain algorithme di-
rect qui n'utilise pas d’automates, pas de calculs@husnts ou de formalismes
voisins. SAT est un algorithme norerministe et le graphe des appé@sursifs
induit un moale arborescent pour la formule pasn argument.

Dans un premier temps, on peut caégister la complexé de cet algorithme.

Lemme 4.2.5. Pour tous les ensembl@docalement consistants et pour tous
les calculs dSAT(¢, X, 0),

— la profondeur de la pile des appetzursifs est bore par¢|,
— chaque appelétessite un espaceemoire polynomial en

— I'espace remoire utile pour coder les ensemble®calement consis-
tants,
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function SAT(X, ¢,d)
(consistance)Si X n’est pas/-localement consistant aloabpor t ;
(cas de base)Si X ne contient que des variables propositionnelles alorsineés

true;
(témoins)

(initialisation-compteurs) Pour chaque formule € cl(d + 1, ¢) qui n’est
pas de la formeé =k ¢, Cy, :=0;

(initialisation- états) Pour chaque formulel(¢y, ... ,1,) € X, choisir un
état initial gy de A et gy, ,...va) = o;

(initialisation- états-compEment) Pour chaque formule
A1, ba) € X, Gua@n..we) = 1 00 I est l'ensemble

desétats initiaux ded etb_ 4y, ... y.) == 0;
(devine-nb-fils) Choisirnb dans{0,...,nb(d + 1) x M };
(devine-fils-de-gauche-a-droite)Pour: = 1 anb faire

1.
2.
3.

Choisirr € {1,...,nb(n+1)};

SAT(Y,, ¢,d + 1);

Pour chaque formule € cl(d+1, ¢) qui n’est pas une contrainte

de periodicié, siy € Y, alorsC, := Cy, + 1,

Pour chaque contrainte degularie A(v1, ..., %,) € X,

(@) Choisir une transitiog ., 4. — ¢ de A avecy, =
al, ... ,aa;

(b) Siv; € Y, alorsqay,.,. 4. := ¢ Sinonabort;

Pour—A(¢n,...,%.) € X, si =q,...,—1, € X ou bien

b—'A(% ..... Vo) = 1 a|Oerﬁ_A(¢1 Vo) 1T 1 sinon

.....

(vérification-finale)

1.

2.

3.

4.

PourX;a;fy; ~ b € X, siX;a; x Cy, ~ bn’est pas erifie alors
abort,

Pour¥;a;fiy; =, ¢ € X, siX;a; x Cy, = cn'est pas erifié alors
abort,

PourA(in, ..., va) € X, Siqaw,
A, alorsabort ;

Pour—A(ir, ..., %) € X, Sl g aw,
deAetb 4,

4o) N'est pas uretat final de

.....

ve) Contient unétat final

.....

vo) = 0, alorsabort ;

.....

(retourner-vrai) Retournet r ue.

FIG. 4.5 —Algorithme SAT
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— le logarithme deV/ (taille des plus petites solutions des gyses de
contraintes).

Par conéquent, siy appartients EXML,, PML ou RML seul un espace poly-
nomial est @cessaire pour chaque calculs¥el’' (¢, X, 0) (cf. le lemme 4.2.4). La
correction de I'algorithmegnon&e dans le lemme 4.2.6, est fastidieageontrer
mais ne kcessite pas d’astuces partiends.

Lemme 4.2.6. ¢ est satisfaisable ssi il exisfé C cl(0, ¢) tel queSAT (X, ¢,0)
a un calcul acceptant.

On peut donc obtenir legsultats de complextsuivants.

Théoreme 4.2.7. [DLO6C]

() Pour chaqué > 1, le probEme de satisfaisabiitpour EXML, est P$ACE
complet.

(I) Les probémes de satisfaisab#itpour RML et PML sont PEACE-complets.

(Il Le probEme de satisfaisabiitpour EXML est dans P SPACE.

Nous avons annogcdans [DLO6d] que le probine de satisfaisabiétpour
EXML est dans PSACE, ce que nous avons coréglans [DLO6c]. Il n’est pas
exclus que ceéasultat soit correct cependant notre argumeng lsas la preuve du
théoreme 6 de [SSMHO04] n’est pas validemoins que la comphension de cette
preuve nougchappe.

Probleme ouvert 22. Est-ce que le probme de satisfaisabiitpour EXML est
dans PBACE? O

Les logiques modales grages sonevidemment les aitres de EXML o
les contraintes de Presburger ont leur plus simple exmresins les formules
Osn¢, voir par exemple [Fin72, BC85, Cer90, vdH92, vdHAR95]. Beensions
plus elabokes ontete consi@rees dans des logiqguépisemiques [vdHM91] et
des logiques terminologiques [HB91, CGO05] sans que legaioes de Presbur-
ger aientete enrichies. C’est seulement tardivement dans [Tob00] alegique
modale gradée minimale &t montée dans PSACEtandis que dessultats de
déecidabilié avaientete obtenus de facon syshatique dans [Cer94b]. La PS-
PACE-compEtude de chaque fragment EXMI(incluant PML) étend donc le
résultat principal de [Tob0QO0]. Il existe encore d’autreseeasions gradees de lo-
giques @ja bien expressives par ailleurs mais l'guilabilie est souvent caae
par la possibilié de coder une grille infinie [BP04]. Cependant, [aPEIME-
compktude deu-calcul gradé [KSV02] demeure ce jour un tour de force. De
plus, il y a eu plusieurs tentatives pour coder de faconisemes logiques avec
comptage vers des logiques sans comptage explicite (voexgample [OSH96,
MP97, Kaz04]) mais aucune d’entre elles n’a per@ima connaissance d’ob-
tenir des bornes de complexittans P8ACE. Finalement, EXML peuétre vue
comme la logique introduite dans [SSMHO04] sans lesrafeurs de point-fixe et
c’est d’ailleurs ce travail qui a initialement aétimon attention. Une des logiques
de [ZL06] a aussi un rapport avec la logique SL (“Sheavesd’p@it c’est juste-
ment I'objet de la prochaine section.
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4.2.4 Complexi€ élémentaire de “Sheaves Logic”

Nous rappelons ici la&finition de la logique SL (“Sheaves Logic”) introduite
dans [ZL03, ZL06]. Nous adoptons des notations qui perowtinlterieurement
de faire facilement le lien avec EXML. De plus, contrairein&n[ZL03, ZL06],
nous autorisons les épateurs Bod@ens dans lesléments (ndts ') comme c’est
déja le cas pour les documents (estD). Les eélements et les documents sont
inductivement éfinis avec la grammaire suivante:

—E:=a[D] | 0| "E | ENE | true,

— D= A(Er,...,Ey) | 3x,....% 1 d(X1,...,%) : xiE1& - &xp B |

true | =D | DA D,
ou
— « appartienta un ensemble infiniehombrable dtiquettes TAGS,
— 0 appartienta un ensemble infiniehombrable de types de ddaras DATA-
TYPES (disjoint de TAGS),

— A est un automate noréterministe sur un alphabap lettres lireairement

ordonrees,

— ¢(x1,...,x,) est une combinaison Ba@nne de formules de Presburger

construites sur les variables, . . ., x, et de la forme ~ b out =; c avec
t = Eaixi.
Pourk > 0, nous notons Sl.le fragment de SL &fini sur le moéle de EXML,.

Un mockle de SL est une structure de la forthe = (T, R, (<;)zer, V) OU

— T est un ensembile fini dtats,

— (T, R) est un arbre et chaque relatien; est un ordre total SuR(z),

-V : T — TAGS U DATATYPES est une fonction dtiquetage telle que

pourz € T, siz est une feuille d&7, R) alorsV (z) € DATATYPES
sinonV (z) € TAGS.

La relation de satisfactiop- admet la éfinition suivante:

- M,z = dssid = V(x),

— M,z |= a[Dy A Ds] SSIiM, x = a[D;] et M, x = a[Ds,

- M,z | a[-D] ssia =V (z) et M, z (£ a[D],

- M,z = aftrue| ssia = V(x),

- M,z = of3xg, ..., %Xp 0 P(Xe, .., %p) X1 Ei& - &x,Ey] sSia = V (),
R(z) =21 < -+ < xy, etil existeiy, ..., i tels que pouy € {1,...,k},
M,z | Ej etxy < ni,...,% — ny| F é(xq,...,x,) avecn; =
card({s € {1,...,k} 1 iy =1}),

- M,z | ofA(Ey,...,E,)] ssia = V(z), R(z) = 21 < -+ < xy, et
existeiy, ..., i tels que pouy € {1,...,k}, M,z; = E; eta;, ---a;, €
L(A)avecX 4 = ay, ..., a,.

Une difference cruciale avec l&mantique de EXML (voir aussi [SSMH04])

est que pour SL une contrainte de Presburger ne compte gséwte fois un fils.

Soit ¢ une formule de SL avec leatiquettes{ay,...,«,} et les types de

donrees{dy, ..., d,, }. Nous allons éfinir une formulep’ de EXML construite au
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moins sur les variables propositionnelles suivantes:

VP = {poc17 -3y Pay» panew} U {p617 cee apénmpdnew}'
1 fois

Dans la suite la conjonctiof;” mw. sera abegee envp. La formule
¢’ estune conjonction, , At(¢) out(¢) est cefinie 'ecursivement sur la structure
de¢ et ¢! , €nonce des contraintes sur l'integpation detiquettes et des types
de don@es. Pour chaque document de la forfhe= 3x; - - - x, @ ¢(x1,...,X%,) :
x1Ey &--- & x,E, de ¢, nous introduisons de nouvelles variables proposition-
nellespl,, ..., ph.

La formule¢! , est la conjonction des formules suivantes:

noeuds internes
7\

VN p (DA Agerpypy —@) A V¥ (Otrue = Vo opa)
ae{a17-~-7an7anew}
— V¥ (Dfalse = \/ Ds)
SE{81eeidr Onews}

N J/
-~

feuilles etiquetees par des types de donnees
- vlaﬁl(/\D is of the form 3...E, (/\#]‘e{L...,p} _‘(PiD ADPp)) A PiD & t(E)).
ou ¢ est la traduction de SL vers EXML&finie ci-dessous. On peut remarquer
que comme= ne fait pas partie du langage orginal (c’est uneealation),p’, <
t(E;) utilise deux copies df E;) mais cela ne cause pas d’explosion combinatoire
(sinon on aurait utilis la technique de renommage qui s’applique ici).
— t est homomorphique pour les@mateurs Bo@ens et(true) = true,
~ H(ci[D]) = pa, AH(D),
— t(d:) = s,
— t(A(EL, ..., Epy)) = A(t(EY), ..., t(E),)),
— (33X %y L DX, %) X1 By & & %, E,) estégalea la formule ci-
dessous:

Px1, - %) x1 — 4(Pp), - -, %p — #(PD)] A =H(=pp A+ A D) > 0.
ou ¢(x1,...,%,)[x1 < #(ph),--.,x, < #(ph)] est obtenua partir de
P(x1, ... ,x%,) en remplagant chaque ocurrencexgpart(p’,).

Lemme 4.2.8. ¢ est une gduction logarithmique en espace telle guest satis-
faisable ssiy’ est satisfaisable.

Commet préserve le nombre de contraintes égularie (O et & sont cods
comme des contraintes de Presburger), la borne de conéplexiteélementaire
pour SLétablie dans [ZLO6] pelétre consiérablement raffiae.

Proposition 4.2.9. [DL0O6c]
() Pourk > 1, le probBEme de satisfaisabiéitpour SL, est P®ACE-complet.
(1) Le probeme de satisfaisabilitpour SL est dans»@SPACE.

Probleme ouvert 23. Est-ce que le probme de satisfaisabiditpour SL est dans
PSPACE? O

91



4.2.5 Une extension indcidable

Dans le papier [ABD05] une logiquea la PDL, nomneéePDL.,.., est intro-
duite dont les moeles sont des arbres finis avec ordre sur les fils. Le langage lo
gique peut faireéference aux relations suivantesrig-gauche, &re-droit, parent,
fils. D’autres relations peuveitre ¢grérees avec les @rateurs de programmes
de PDL (ieration, test, union et composition). Le preivie de satisfaisabiéitpour
PDL.... est monte ExPTIME-complet dans [ABD05].

Nous cfinissons ci-dessous un fragmentRIgL ... auquel ontete ajoutes
des contraintes de Presburger. Cette logiquegenstmplement iciC, aura des
caracérisquesa la fois de EXML et déPDL ...

Etant donis une ensemble infinedilombrable de variables propositionnelles
PROP = {p1, ps, ...} et 'ensemble de symboles de relatibn= { |, |*, —, —*
,—, <" 1,7*} les formules deC admettent la éfinition suivante:

—¢u=p| g | oNP | t~b

—tu=a xR | t+axtRe,
oup € PROP,R € ¥,b € N,a € Z et~€ {<,>,=}. Les programmes dans
PDL ;... sont beaucoup plus nombreux que ceux ddrggacea la pesence de
I'it ération, du test, de choix noretkrministe et de la composition. Dééme, les

contraintes de Presburger de EXML sont plus riches quesca#é&. Un mockle
pour L est une structure de la forme

M = (T,R|,Rj«,R_.,R_-,R_, R+, Ry, R, V)

avec

— (T, R|, R_,) estune arbre fini ordo@ou R| et R_, sont respectivement les
relations “fils” et “frere-droit”,

— V. T — P(PROP) est unétiquetage,
— pour chaque relatioR € {|,—,«, 1}, Rk = Rgr~ (R} est la fermeture
réflexive et transitive d&g), R_. = R_' etR; = R| ",

La relation de satisfaction sefinit facilementa partir de la éfinition pour
EXML.

Proposition 4.2.10. [DLO6d] Le probEme de satisfaisabiéitpour. est inceci-
dable.

La preuve est paéduction du proldme de I'arét pour les machines de Minsky.
Cependant, un examen de la preuve (voir [DLO6€Nalle que seuls les symboles
de relation dang|*, |, —*, <} sont utili€s, De plus, il esté&cessaire d'utiliser
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des contraintes de Presburger manipulant plusieursaefati

Probléme ouvert 24. Est-ce que le fragment de restreint aux formules telles
que siX;a; iR ¢; est une sous-formule alojs# ;' impliqueR; # R, est cecida-
ble? O

Cela nous incite ausairegarder le probme suivant.

Probleme ouvert 25. Est-ce que EXML augme@é avec la relation- est dkci-
dable? O

La proposition 4.2.10 laisse en fait un champ beaucoup plge |d’investi-
gationa savoir commengtendre EXML tout en g@servant la dcidabilig, sans
méme se souciex ce stade des questions de compéexit

4.3 Dynamique des politiques

Dans cette section, nous changeons de domaine d’appticiNious allons
expliquer brevement comment une logique qui permet decser dynamique-
ment des politiques d’action pegitre traduite vers la logique bien connue PDL. Il
s’agit d’un travail ponctuel qui touche aux contraintes @gularié eta la notion
novatrice de sabotage introduite dans [vB05]. En effetsdanéseau ouvert, un
acteélementaire de sabotage consiateupprimer une connexion ou un noeud.
Une logique de sabotage, comme celles introduites dan$pMBR03], permet de
specifier des propétes du eseau ags un acte de sabotag€&me si on ignore o
il a eu lieu.

4.3.1 Politiques d’action

Les logiques dontiques sont des formalismes qui contiennent des meslalit
qui expriment I'obligation, I'interdiction ou encore lampaission [Gar79]. En ef-
fet, pouvoir comparer des comportementsadx avec ceux obsé¥s prend tout
son sens @s que I'on souhaiteétrire des situations normales ou mettre en place
des politiques deé&urii, voir par exemple [WM94]. Nombreuses de ces lo-
giques, comme celles dans [Mey88, vdM96, Bro03, PW04] peugte vues
comme des variantes de la logique PDL [HKTOO].

Parmi ces logiqueséabntiques, la logique dynamique de permission DLP de
R. van der Meyden [vdM96] est centrale et pétre tkfinie comme une version
de PDL sans ograteur “test” sur les programmes et avec la posshilé distin-
guer les transitions autoéss (les transitions “vertes”) des transitions interdites
(les transitions “rouges”). Dans un m&d, I'ensemble des transitions vertes est
appeé une politique et certaines modastde DLP tiennent compte de la couleur
des transitions. La possib#itde raisonner sur I'autorisation d’'unegsience d’ac-
tions a motiee I'introduction de DLP [vdM96] avec le but d’atiorer la logique
introduite dans [Mey88] qui distingue lésats autoriss destats interdits (au lieu
des transitions autoes des transitions interdites dans DLP). Une axiomaiisati
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pour DLP est éfinie dans [vdM96] et une borne fneure de complexé@tNExP-
TIME pour la satisfaisabili est ausstablie dans [vdM96] @me si les questions
de complexié ne sont pas explicitement diseas dans ce papier. Un peu plus
tard, dans l'article [PW04], la logique DLP &é étendue de facon significative
en ajoutant dans le langage logique la posséii¢ mettrex jour les politiques,
c'esta-dire de pouvoir ajouter ou retrancher des transitions dansemble de
transitions regsentant une politique. Une axiomatisation de cette ntaulel
gique appede DLP4y, et une borne sugieure de complexé NEXPTIME sont
etablies pour cette extension dans [PW04me si les preuves sont promises
pour une version longue qui n’a pas encore vu le jour. Cettelttad’ajouter et
surtout de retrancher des transitions admet une forte giesdwec la logique mo-
dale de sabotage SML de J. van Benthem [vB05] pour laqueHievaniante &t
montee incecidable dans [LRO3] en autorisant la suppression de ti@ansiau
lieu d’états. Une diftrence notable arite cependant étre souligée. Alors que
dans SML il est possible de quantifier sur tous les abeslalternatifs obtenus par
suppression d’'ultat ou d’une transition, dans DL les transitions ajoées ou
supprimees sont grifiees dans le langage logique lueme.

La motivation prengre de ce travail part du constat que de nombreuses lo-
giques peuverdtre traduites vers PDL (et donc vergidealcul modal) néme si ce
n’était pas toujourgvident a priori. On en trouve des exemples parmi les logique
episemiques [FI87], les logiquesédntiques [Bro03], les logiques terminolo-
giques [Sch91, dGL94] ou encore les logiques pour I'infdrareincompkte [DGO00a].
Cette liste n’est bients pas exhaustive et nous allons montrer dans la suite que
DLPgy, pourraétre aussi traduite vers PDL ce qui nous permettegadiilir de nou-
veaux Esultats de complext De plus, cela fournit implicitement des explications
sur la bonne marche des techniques de PDL agbsdans [vdM96, PW04].

+
dyn

4.3.2 Logique dynamique de permissiomLP

SoitIly = {ay,as,...} un ensemble infini @ombrable d’actions. Les for-
mules deDLP . sont cfinies par la grammaire ci-dessous:

pu=p | =p | dND | [a]g | (o |
perm(a)¢ | freeperm(a)¢ | grant(i,¢’)¢ | revoke(y, ')

ou p € PROP eta est un terme d’action&fini comme une expressioaguliere
construite dont I'alphabet fini est inclus dalig et dans 'ensemble des formules
(voir aussi la section 5.2.1). Les formules B&P,,, incluent celles PDL. On
noteral.(«) le langage&gulier assoéa I'action a.
Un mockle deDLP | est une structure de la formel = (S, (Rq)act,, V, P)
ou
— S est un ensemble non-videadats. Chaquétat repesente une configura-
tion courante.
— (R.)acr, €st une famille de relations binaires de Chaque relationk,
décrit I'effet de I'actiona,
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-V : S — P(PROP) spécifie quelles propétes atomiques sontévifiees
pour chaquetat.

— P C S x S repgsente une politique comprise comme I'ensemble des tran-
sitions autoriges.

La relation de satisfactioM, x = ¢ est cfini inductivement comme suitio

z 2 y est une at@viation pourz = y et M,z = ¢. Un chemin de la forme

A A Ap— . .
Ty =%z B ... 25 gz, dansM est dit P-vert ssi pour chaqud; € II,, on a

(x;,x;11) € P.Un cheminP-vert correspon@ une g&quenceégale d’actions. Le
chemin est ditP-rouge s’il n’est pag’-vert.
— M,z = [a]¢ ssi pour tous les chemins de Iaformeﬂ T Ay fet T
dansM avecApA; --- A, € L(«) etxy = z,0n aM, z, | ¢.

S : A A An—
— M,z = (a)¢ ssi il existe un chemin de la formg =% z; = -« ==z,

dansM avecApA; --- A, € L(«) etxy = z tel queM, x,, = ¢.
Ay

— M,z | perm(a)¢ ssi il existe un chemiP-vert de la former, IR

42 4, dansM avecAg A, - - A, € L(a) etx, = o tel queM, z,

O.
— M,z | freeperm(a)¢ ssi il n’existe pas de chemiR-rouge de la forme

A A An_
1o 2 @ B oo 25z, dansM avecAgA; -+ A, € L(a), 2o = x et

Mz, = o¢.
— M,z |= grant (1, 1')d $8i (S, (Ra)aemy, V, P U PLY), x |= ¢ avec

Pfﬂ/ = {{y,y) : M,y Evand M,y = '}

— M,z = revoke(), ¢)¢ 88i(S, (Ra)acty, v, P\ PLY) z = ¢.

Une formules dite satisfaisable ssi il existe un madd deDLP,, et unétat
x tels queM,z = ¢. La formule perm(«)¢ est une variante syntaxique de
o(a, ¢) dans [vdM96] effreeperm(a))¢ corresponda 7(«, ¢). Nous avons donc
adapé la notation de [PWO04] qui utilise aussi leséoateurs “grant” et “revoke”
non pesents dans [vdM96]. Plusieurs exemples de petgmineressantes expri-
mables dans DLP peuveétre troues dans [PWO04].

La figure 4.3.2 illustre la@mantique deDLPjyn dans un cas simple. Dans
I état doublement enceé&l la formulefreeperm(a; d)r n'est pas satisfaite car
'unique cheminétiqueé para - d commencant dans cétat estP-rouge. A
'oppo<e, la formulegrant(q, r)freeperm(a; d)r est satisfaite parce que l'effet de

I'opérateurgrant(q, ) est d’inclure{q, s} 4, {r} dans la nouvelle valeur de la
politique.

La IogiqueDLP:{yn a éte introduite dans [DemO05]. Pour se &pr un peu, la
logique PDL esgquivalente au fragment dBLPjyn restreint aux formules sans
les quatre oprateurs faisant appel aux politiques. La logiduieP,,, introduite
dans [PW04] estgale au fragment déLngn restreint aux formules

— sans la possibiit qu’une lettre d’une action soit une formule (correspon-

danta I'absence de I'oprateur “test” de PDL),
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FIG. 4.6 —Semantique d®LP

dyn

— les arguments derant(1), ¢') etrevoke(w), 1)) sont recessairement des for-
mules du calcul propositionnel.

Le langage de la logique DLP introduite dans [vdM96] est icé®DLP .,
sans les oprateurs “grant” et “revoke”. Cependant, lefihition de la #mantique
des formules de DLP dans [vdM96] estkrement diférente de celle utilee ici
pourDLPjyn. Il a éte établi dans [Dem05, lemme 2.1] que les de&@rantiques
assurent le @me ensemble de formules satisfaisables.

La profondeur de changement d’une formulenotecd(¢), est 'imbrication
maximale d’o@rateur “grant” et “revoke” dans. Pour les formules de DLP, cette
profondeur est nulle. En voici unéfinition formelle pour lever toute ambigait

— cd(p) = 0, cd(=0) = cd(¢), cd(¢r A ¢2) = maz(cd(¢1), cd(¢2)),
~ cd([a)$) = ed(perm(a)g) = ed(freeperm(a)@)) = ed(a) + cd(@),
- cd(revoke(%, P2)@) = 1+ max(cd(1)y), cd(s)) + cd(),

— cd(grant(¢q,19)¢) = cd(revoke(1h, 1)),

— cd(a; 6) = cd(a U B) = maz(cd(a), cd(3)),

— cd(a) =0, cd(a*) = cd(a).

4.3.3 Difficultes avedLP

La IoglqueDLPdyn a de nombreuses caradstiques qui rendent improbable
sa cecidabilig, lorsque ce n’est pas sa traduction vers PDL. Nous passaasue
ci-dessous quelques aspeddngnts.

DLP,, intersecte

La sfmantique de l'oprateur “perm” éja pesent dans DLP peétre para-
phrage dans PDL en remplagamérm (o) par (t"8(«)) ol t8(«) est obtenu en
remplacant dana chaque action atomiquepara N ap. L'opérateum est I'in-
tersection de relation etp est une action dont linterptation est la politique
P. Cependant, PDL avec intersection estidable en 2EPTIME [Dan84], voir
aussi [Lut05].
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DLP

dyn COMplemente

En poursuivant ce type de codage vers PDL, &spnce de la com@inentation
semble aussié&cessaire. En effet, l&mantique de I'oprateur “freeperm” peut
étre paraphrae dans PDL en remplagdinteperm () par—(t="(«)). La formule
(7" (a)) T exprime alors qu'il existe un chemétiqueé par un mot dé.(a) qui
contient une transitiogtiguete par une action atomique qui n'appartient pas
P. La fonctiont™" prenant en argument une action esfigie inductivement de la
fagcon suivante:

— t7"(¢) =_L. En effet, la rougeur du chemin ne pétte duea une transition
étiqguete par une formule.

- tar((l/l U (1/2) = t3T<Oél) U tar(ag),

— t7(ag; an) = 7 (an); i U g 177 (),

_ tﬂr(a*) — Oc*;tar(a);a*,

— t7(a) = aN —ap.

t7" recherche donc la psence d’une transition rouge, c'éstlire le passage
d’une transition qui ne soit pas dais Cependant, PDL avec con@phentation
est indecidable (voir par exemple [HKTOQ]) et PDL avec la coampkntation juste
devant les programmes atomiques est bien datsTEME [LWO04] mais ne peut
capturer l'intersection. Une alternative consigteoder “perm” et “freeperm” en
decomposant chaque action atomigugar I'union d’actions atomiques’ Ua” (la
partie verte et la partie rouge) telle que les conditiongasues soient&rifiees:

(PROP1) R,s et R,- sont disjointes,

(PROP2) pour chaque pairér,y) € S x S, si{(x,y) € R, alors{(z,y) ¢ Ry
pour toutes les actions atomiquieet si (z,y) € R, alors{(z,y) & Ry
pour toutes les actions atomiques

Il se trouve que ces conditions ne sont pafirdssables en logique modale. Ce-
pendant, la condition (PROP1) péeitte impoge sans changer la classe des for-
mules satisfaisables en utilisant dé&pliages de magles. La condition (PROP2)
est une corsquence du fait qu’une politique est un ensemble de transitans
information sur I'action entreprise.

DLP' _modifie

dyn

Les pointsévoqles ci-dessus ne concernent en fait que la paéje piesente
dansDLP de DLPjyn. Les ogerateurs “grant” et “revoke” introduits dans [PW04]
expriment la satisfaction dans un autre raleg ce qui est analogue I'aspect
destructif de la logique modale de sabotage de J. van Berjttizdb]. En effet, la
logique modale de sabotage (SML&fthie dans [vB05] admet I'ensemble suivant

de formules:
pu=p | | dAQ | 0b | (=)o

Les moakles de SML sont les structures de Kripke usuelles de la fokhe=
(S, R, V). Laseule diference avec l&gnantique habituelle est pour l'integtation
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des formules—)¢: M,z = (—)¢ ssiil exister’ € S tel queM’, x = ¢ avecM’
la restriction deM a S\ {z'}. A ce jour, le probkme suivant est encore ouvert.

Probleme ouvert 26. Est-ce que le probme de satisfaisabiitpour SML est
décidable? O

Il existe cependant une variante de SML, appelons-la Skiur laquelle le
probleme de satisfaisabititaétt monté indecidable dans [LRO3]. Au lieu de sup-
primer desttats comme dans SML, la logique SMd_la possibilie de retrancher
des transitions, une caradistique commune avégLP . Les formules de SML
sont les suivantes:

Ppu=p | 2@ | OGN | 0ad | (—)ad

ou a appartienta un alphabet fint. Les moales de SMLsont de la formeV =
(S, (Ra)aes, V) et M,z | (=)0 ssi il existe(y,y') € R, tel queM’, z = ¢ ou
M’ est obtenua partir deM en supprimant la transitiofy, y') de R,. SML’ est
indécidable @s quda| > 2 [LRO3].

Probleme ouvert 27. Est-ce que SMLest cecidable lorsqu& est un singleton?

O

Ainsi SML' etDLP:{yn ont toutes deux la possib#éitde supprimer des &tes
et le pire pourraittre queDLPjyn peut aussi en ajouter.

4.3.4 Traduction vers PDL

Avant de efinir une éduction deDLP ] vers PDL qui peserve la satisfaisa-
bilité, nous allongtablir certaines progtes qui vont justifier certains choix faits
pour la traduction.

Le lemme 4.3.1 ci-dessow@nonce que la gsence de certaines paires dans
une politiqgue n’est pas utile dangValuation d’'une formule.

Lemme 4.3.1. SoientM = (S, (R,)acn,, V, P) et M’ = (S, (Ry)aemy, V, P')
deux moeles tels qué”’ = PN(R,, U---UR,, ), pour un ensemble fini d’actions
atomiqueqay, . .., ay }. Pour toutes les formules construites sur les seules action
atomiques d€ay,...,ay} etpourr € S, M,z |= ¢ SSIM', x |= ¢.

Dans la suite on suppose giteC R,, U---U R,, quand on S’'inéresse& une
formule construite sur les actions atomiquegde . .., ay}.

Le lemme 4.3.2 ci-dessous montre quexsi est une action dans PDL in-
terpetee parP N (R,, U---U R, ) alors on peut construire une action dans PDL
pour 'ensembld P U Pfj”’) N (R4, U---UR,, ) quandyp,y’ sont construites sur
les actions atomiques de, ..., ay}. |l S'agit d’'une propréte essentielle pour
simuler 'usage des transitions vertes et rouges sans enurs aux oprateurs
d’intersection et de compimentation sur les relations.

Lemme 4.3.2. SoientM = (S, (Rq4)acm,, V, P) un mockle et{ay,...,ax} un
ensemble d’actions atomiques tels gu'il existe des actignet a_p vérifiant
() Rop, =PN(Ry, U---UR,,),
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() R ,=((Sx9)\P)N(RyU---UR,,).
Alors, pour toutes les formules, i)' construites sufa, ..., ay},

() (PUPYY YN (R, U---UR,,) = Ry avec
B=apU@lay?)U U@ an;¥'?)
(V) (S xS)\ (PUPLY)) N (Rgy U---URy,) = Ry avec
B = (=)%apUa_p; (—)?

Les politiques des points (Ill) et (IV) du lemme 4.3.2 sorgigguement obte-
nus avec les ggrateurs “grant” et “revoke”.

Afin de repésenter la valeur initiale d’'une politigueépar une action de PDL,
chaque action atomiqueest traduite en 'union?Ua’”. Par exemple, iy, . .., ay
sont les actions atomiquesgsentes dans une formule nous allons imposons
que les actions atomique$, a7, .. ., a%, a)y soient interpetees par des relations
disjointes dewa deux ce qui est possiblegge au lemme ci-dessous.

Lemme 4.3.3. Une formule deDLP ] est satisfaisable sgiest satisfaisable
dans un modle dont toutes les relations pour les actions atomiqudsigsjaintes

deuxa deux.

La preuve est obtenue ebpliant les modles. Ainsi, il est possible de garantir
que (PROP1) et (PROP?2) soierdrifiees. La valeur initiale dep est dona: U
---Ua¥, et son com@ment—ap relativementi J, ., y(af Ual) esta] U- - -Udl.
En appliquant un nombre fini d’'@pateurs “grant” ou “revoke”, le lemme 4.3.2
assure que les valeurs courantesogeet —ap sontéquivalentesa des unions
d’actions de la forme

Uil ad Pyt 7

avece € {g,r}. ¥y, -+ ¢, Y1, 4, sont des formules de PDL et n'est pas
nécessairemerigalean’.
Récapitulons comment une action atomiguest traduite.
— Une occurrence dg dans la poée immediate d’un oprateur-] est traduite
enal Ual.
— Une occurrence de dans la poée imnediate d’'un oprateurperm(-) est
traduite en une union d’actions apparaissant dagnde la forme

Uil ad YTt

avece € {g,r}.

— De facon analogue, une occurrenceag@ans la po#e imnediate d’'un
opérateurfreeperm(-) peut quelquefois se traduire en une union d’actions
apparaissant dansap de la forme ci-dessus.
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Nous allonsa piesent éfinir la traduction d’une formule deDLP | construite
sur les actions atomiques, . .., ay. La formule de PDL obtenue par traduction
est construite sur les actions atomiquésa;, ..., a%,d)y. Cette traduction est
calcukea partir d'une fonction ternairé (¢, G, R) ou G etR sont des ensembles

d’actions de la forme

Pl a Tl ?

avecn,n’ > 0 eta estparmii, af, ..., a%,a%y. De plusy) sera une sous-formule
de ¢ etn,n’ < |¢|. L'union des actions d& est interpétte comme la partie
verte du modle (sa politique) tandis que l'union des actionsRdest interpetée
comme sa partie rouge. Les ensemiglest R sont misa joura chaque fois que
nous traversons un épateur “grant” ou “revoke”.

La traduction de) estT'(¢, Go, Ry) avec

Gp={a! :1<i< N}, Roy=A{a]:1<i<N}

Durant la traduction(|J,,.¢ @) [resp. (U,cg @) ] est interpétte comme la
restriction deP [resp.—P] aUKKN(Rag U R,r). Un invariant de la traduction
est donc ques U R est toujours inter@tee par J, ., y(Ryo U R,:). Observons
que siap estégalea (|, a), alors(a? U a}) N ap estéquivalent

Ut sgaialivf 2 v ? € G e € {g. 1)),

Une remarque analogue est vraie poutJal)N—ap. Voici & pesent la éfinition
compkte deT’(+):
— T'(p,G,R) = p etT est homomorphique pour les@ateurs Bo@ens.
- T([a]¥,G,R) = [T(«, G,R)]T (¢, G, R) ou I'extension del” sur les actions
est cefinie suivant les clauses ci-dessous:
— T(a;,G,R) = af Ua],
— T est homomorphique pour les@ateurs, U et*,
— T(perm(a)y, G,R) = (t"(a, G, R))T(¢, G, R) avect™ définie ainsi:
— t79 est homomorphique pour les @p@teurs, U et*,
= t"(a;, G,R) = {175 ;¥ Tsafs 907500, € G e € {g, 1} )
Comme nous voulons queet a? U " aient la néme interpetation,
pour chaque action € Gde laforme),?;--- ;9,7 af; )75 40,7,
nous avonsk, C R,,. Par ailleurs, pour chaque paifg, y') € R.,,
(y,y') appartient la politique courante. En effeterm(/5)v est \erifiée
lorsqu’il existe une chemirP-vert étiqueé par un mot dd.(5) qui
conduita unétat \erifiant.
— T(freeperm(a)y, G,R) = =(t7" (o, G,R))T' (¢, G, R) ou ™" est ckfinie ainsi:
- t7(¢,G,R) =1,
— t7"(ap Uy, G,R) = t7" (a1, G,R) Ut (ap, G, R),
— t7(a; a9, G,R) = (t*" (1, G, R); T'(ar, G, R))U
(T(c,G,R); t7 (a0, G, R)),
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- t7(a*,G,R) = T'(a*, G,R); ™" (c, G, R); T'(a*, G, R),
= t7(a;, G,R) = U{n % s Tiafin 70,7 € Re € {g, 1}
Pour chaque actiom € Rde laformey,?; - - -4, 7; ad; 17554, 7,
nous avonsz, C R,,. De plus, pour chaque paitg, ') € R,, (y,y)
n‘appartient pas la politique courante. La fonctian” est construite
sur le néme principe que la fonction homonymiqueeg@@demment
introduite.
— T(grant(yn, 1) ¥, G,R) = T(¢»,G',R’) avec
- G =GU{T(1,GR)?al;T(12,GR)?:1<i< N}U
{T(¢1,G,R)?;al; T(12,G,R)? : 1 < i < N} (voirle lemme 4.3.2(1ll)),
- R ={(-T®1,GR))%a:ac R}U{a; (=T (12,G,R))? : « € R}
(voir le lemme 4.3.2(1V)).
— T'(revoke(t1,Y2)1, G,R) = T'(y, G',R’) avec
-G ={-"TW1,GR)a:aecG}U{a;-T(¢s,GR)?: a € G} (voir
le lemme 4.3.2(1V)).
— R =RU{T(¥1,G,R)?;a; T(12,G,R)?: 1 <i < N}U

y Ly s

{T(¢1,G,R)?;al; T(12,G,R)? : 1 < i < N} (voirle lemme 4.3.2(1ll)).

c)

Lemme 4.3.4. ¢ est satisfaisable dar][$LPj{yn ssiT (¢, Go, Ry) est satisfaisable
dans PDL.

Par congquent, on peuta&a énoncer uné&sultat de dcidabilie sachant que le
probleme de satisfaisabiéitpour PDL est dansX@PTIME [Pra79] et la traduction
exige un temps exponentiel.

Théoreme 4.3.5. [DemO05] Le probéme de satisfaisabida'tpourDLPgyn estdans
2EXPTIME.

Une analyse un peu plus fine tenant compte de la profondeurateggement
permet d’obtenir dessultats de EPTIME-compEtude.

Corollaire 4.3.6. Pour chaqué: > 0 fixé, le probéme de satisfaisabiéitpour
DLPj{yn restreint aux formules ayant une profondeur de changenogpitiak est
ExXPTIME-complet.

Lorsquek = 0, cette restriction syntaxique produitgemiment la logique

DLP [vdM96].

Corollaire 4.3.7. [Dem05] Le probéme de satisfaisabiéitpour DLP est EP-
TIME-complet.

Ce fesultat ardliore la borne NEPTIME établie dans [vdM96, PW04] et
reponda une conjecturénon&e dans [vdM96, PWO04] selon laquelle DLP est
dans XPTIME. La borne inérieure EXPTIME est teritee de celle de PDL [FL79].

Probleme ouvert 28. Quelle est la complexétdeDLP,? Nous avons morér
la borne suprieure 2EPTIME et par teritage de PDL, la borne iafieure Exp-
TIME est aussi assée. O

Selon toute vraisemblance, au moment d'imprimer ce doctjmemprobéme
aété resolu dans [GIO7].
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Dans [vdM96], I'introduction de la logique DL&tait motivee par le besoin de
remplacer legtats permis de [Mey88] par des actions permises. L'extandée
DPL introduite dans [PWO04] ajoute la possil@lile mettré jour dynamiquement
la politique a I'aide des oprateurs “grant” et “revoke”. Alors qu’une politique
dans [vdM96] est un sous-ensemble &lex S, une politique dans [Mey88] est
un sous-ensemble dedistinguant ainsi les bons des mauvéiats. La prise en
compte d'une politique dans [Mey88] consiste simplensenbnsi@rer une va-
riable propositionnelle gziale, disonsc (“violation constant”), et I'on voit bien
gue c’est beaucoup plus simple que ce qui s’est faggpans [vdM96, PW04,
Dem05]. Une version de la logique de [Mey88] avec ndgeur de la politique a
été introduite aussi dans [Dem05] et mardrExPTIME-compkte.
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Chapitre 5

Complexité des logigues modales
grammaticales

Ce chapitre est construit sur la base de [Dem98, Dem00a, OendEmO01la,
Dem03, DANO3, DdNO5].

Il existe une multitude de logiques modales carastes par diverses classes
de structures de Kripke, voir par exemple [BARV01] et dostdemaines d’ap-
plication cependent des hypatkes qui sont faites sur les relations d’accessbilit
(logiques temporelles, logiques terminologiques, logggpisemiques etc.). Il
y a donc un imprieux besoin pour &finir des néthodes qui s’appliquer# de
larges classes de logiques. Lengralitt pour les propétes de comg@tude et de
canonicié est pesente dans [Sah75]. Pour ce qui est de la compladéts esultats
géréraux peuvergtre troues dans [Spa93a, Hem94]. Déme, les rapports entre
la logique classique et les logiques modales sont longuegtetiés dans [vB85].

Dans ce chapitre, nous nousérgssons aux questions decalabilie et de
complexi€é pour une large classe de logiques modaesavoir celles dont les
sclemas d’axiomes peuveétre vus comme leggles d’'un systme semi-Thaien
fini hors-contexte. Les logiques modaleésfidiesa partir de egles de grammaire
ont ét introduites dans [dCP88]. L'approche orginale de ce traoasistea re-
cherchera caractriser la complexé algorithmique d’une logique modale gram-
maticale en analysant la nature des langages engepdr le sygtme semi-Thé-
ien asso@. Des traductions vers des extensioisidables de PDL ou vers le
fragment gard de la logique classique avec un nombre baite variables indi-
viduelles mettront evidence pourquoi de nombreuses logiques modales dans
la littérature et appartenant aux cadregdixlans [Var97, @99a] ont de bonnes
proprietes algorithmiques.

5.1 Logiques modales grammaticales

5.1.1 [efinitions

Soit PROP un ensemble infini @ombrable de variables propositionnelles et
Y un alphabet&ventuellement infini). Le langage multimodal ML) est cfini
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par la grammaire suivante:

calcul proRositionnel extensiojri modale
¢ u=p| 90| oA | oV | (a)o | [a]d
oua € ¥ etp € PROP. L'opérateur unairga| permet de quantifier universel-
lement sur tous leétats accessibles par la relation d’indiceéPouru € ¥*, on
utilise I'abréviation [u]¢ avec[e]¢ = ¢ etay - - - an]o = [a1] - - - [an] .

Un mockle de Kripke est un triplett = (S, (R,)aex, V) tel que(s, (R,)aex)
est un systme de transition é : S — P(PROP) est un coloriage destats de
S. La relation de satisfactiog (x € S) est c.finie de la fagon suivante:

— M,z = p ssip € PROP,

— M,z =1 AN pa SSIM, x |= ¢ et M,z |= ¢o,

- M,z |E —¢ SSiM, z = ¢ n'est pas erifie,

— M,z = [a]¢ ssi pour tous leétatsz’ € R,(z), on aM, 2z’ = ¢,

— M,z |= (a)¢ ssiil exister’ € R,(z) tel queM, 2’ = ¢.

Dans la suite, une logique modafe= (X,C) est une paire compée d’un
alphabet et d’'un ensemble de naébek de Kripke. @réralement, cet ensemble de
mockles est lui-réme cara@rie par un ensemble de sgates de transition clos
par isomorphismes. La gese de ce type dé&mantique esté&trite dans [Cop02].
Une formule¢ de ML(X) est dite satisfaisable pour la logiqdes’il existe un
mokle M = (S, (Ra)aex, V) dansC et unétatx € S tels queM,z = ¢. Par
dualite, une formulep est valide ssi pour tous les malesM = (S, (R, )aes, V')
deC et pour tous legtatsx € S, M,z | ¢. De plus, une formule est dite
globalement satisfaisable s'il existe un M = (S, (R, )aes, V) dansC tel
que pour chaquétatz € S, nous ayons\u, x |= ¢.

A titre d’exemple, la logique modale S4 séfihit comme la logique modale
tel queX est un singleton et 'unique relation de transition des éteslde S4 est
réflexive et transitive.

Théoreme 5.1.1. [Lad77, Dem00a] Pour S4, les prébtes de satisfaisabé#it
validité et de satisfaisabiétglobale sont PS\CE-complets.

Dans la suite, nous n'apporterons que peu d’attersiame logique en par-
ticulier car nous recherchons les pr@ts qui permettent leesultats les plus
géréraux possibles. Cependant, pouggenter une exception, il pourra nous arri-
ver de mettre I'accent sur une logique.

Dans la suite, un alphabet avec gasst une pairéx:, —) telle que

- Y =YXtwX,

— = : Y — Y est une bijection dont I'image de restreinta X' estégalea

¥~ et pour chaque lettre, I' égalie @ = a est \erifiée.
On note simplement un alphabet avec pasen supposant implicite la bijection
~ et la partitionX* W X~ Par céfaut>" dénote la partie positive dg (et non
I'ensemble des mots finis non vide d8. QuandX est un alphabet avec péss
on demande@ un moele de Kripke de &rifier une prop@t suppémentaire: pour
chaque lettres € X, Rz = {(y, x) : (z,y) € R,}.
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Etant dong un moele M = (S, (R,).ex, V), on cefinit la relationR,, pour
u € ¥* de la fagon suivante:

— R.={{x,z) : x € S},

- R,, = R, o R, (compoge).

De méme, dans le cas d'un alphabet avec pass étend la bijection— aux
élements de2*: € = e etu-a = a - u (attentiona l'inversion!).

Dans la suite, nous allonfinir des logiques modalegsl'aide de systmes
semi-Theiens. Etant dorenun alphabek, un syséme semi-ThéienS est juste
un ensemble detgles de la forme — v avecu, v € ¥*. Par rapporh la notion
de grammaire formelle, il N’y a pas d’axiome ni de distinotientre symboles
terminaux et symboles non-terminaux.

Chaque contraint&,, o --- o R, C R, dans les moéles va correspondre
alargleb — ai---a,. Ainsi, les egles pour éfinir les moeles de S4 sont
préci€menta — aa eta — e.

Un syséme de transitiofS, (R, ).cx) satisfait la gleu — v avecu,v € £*
ssiR, € R,. On peut noter I'inversion entre et v car la egleu — v peut
aussiétre comprise comme le seima d’axiomegulp = [v]p. Un mockle de
Kripke M = (S, (Rq.)qex, V) satisfait un systme semi-ThéienS ssi le systme
de transition sous-jacent def satisfait toutes lesgles deS.

Définition 5.1.1. Une logique modale avec p&s8 = (3, C) est dite grammati-
cale ssit. est une alphabet fini avec passt il existe un sysime semi-ThéienS
fini tel queC est I'ensemble des metes satisfaisars. \Y

Une cefinition analogue pour les logiques modales sansmsimet que soit
quelconque (donc sans passCependant, il pourra arriver @uune logique sans
pas€, on ajoute le pagpour la @finir. Par exemple, la logique (mono)modale S5
caracterige par les mogles dont 'unique relation est une relatioreguivalence
est un fragment de la logique avec padsfinie par le systme ci-dessous:

{a = €,a = aa,a — @,a — ¢,a — aa}.

Dailleurs, dans tous les metes de S5, les relations, et R; sontégales.

Dans la suite, par&fautX est fini. Les logiques modales grammaticales ont
ete initialement éfiniesa l'aide de grammaires formelles dans [dCP88] (voir
aussi [Bal98, Dem01a]). Elles forment une sous-classeadpgues modales de
Sahlgvist [Sah75] dont les contraintes sur les relatioagpiment dans le frag-
mentIl; de la logique du premier ordre. La&fihition avec des sysimes semi-
Thuéiens @&t utiliste dans [CS94] car elle permet d’avoir unégamtation plus
simple des logiques.

Nous avons besoin de rappeler quelquésnitions sur les sysmes semi-
Thuéiens. Pour un sy&imesS, la relation de @rivation=-s vérifie: u =5 v ssi il
existeu,us € ¥* etu’ — o' tels quev = u1v'us etu = uyu'uy. On note=7%
la fermeture &flexive et transitive de la relatios-s. Pouru € 3*, on noteLs(u)
I'ensemble de motséativables de; a savoir 'ensemblgv : u =% v}.
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logique Ls(a)
K {a}
KT {a,€}
KB {a,a}
KTB {a,a, €}
K4 {a} - {a}”
KT4 =S4 {a}*
KB4 {a,a} -{a,a}*
KS | ({@} -{a,@}"-{a}) U{a}
KT5=S5 {a,a}*
K45 ({a}" -{a})

TAB. 5.1 —Langages eguliers de logiqgues modales standard

Un syseémesS est dit hors-contexte ssi toutes leégles sont de la forme — u
aveca € Y etu € ¥*. Un syséme hors-contexte est diégulier [resp. VPL]
ssi poura € %, Ls(a) forme un langageégulier [resp. un VPL [AMO4]]. Les
langages dans VPL sont reconnus par des autondapéle dont I'alphabet est
divisé en trois parties disjointes: soit la lecture d’'une letteznpet seulement
d’empiler, soit elle permet seulement depiler soit elle laisse la pile intacte.
Les langages accagst par de tels automates sont fempar union, intersection et
compEmentation [AMO04].

Etant don@ un systmesS sur un alphabet avec p&s®n noteS la fermeture
de S définie par

Su{u—v:u—wveSs}.

S est dit clos ss& = S.

Définition 5.1.2. Une logique grammaticale avec pags= (%, C) est dite hors-
contexte [resp.&guliere, VPL] ssi il existe un sysme fini closS hors-contexte
[resp. Egulier, VPL] tel queC est 'ensemble des structures de Kripke satisfaisant
S. \Y

Dans la suite on supposera que lesaywts caraérisant des logiques gram-
maticales avec passont clos. On notera aussi S&))(e probEme de satisfaisa-
bilité de la logique modale grammaticale caesiste par le sygmes.

5.1.2 De I'omniprésence des logiqueggulieres avec pass

Les logiqgues modale€gulieres sont omni@sentes eétudiees dans divers
contextes. On en trouve parmi les logiqgues modales staljdarda table 5.1), les
logiques terminologiques [SCMO03] et les logiques tempesalvec pass[Bla90].

De nombreuses autres logiques sont soit des logiques nsadgldieres, soit
des logiques qui peuvent facilemegtre €duitesa de telles logiques: logiques
terminologiques [HS99] (avec &riarchie dedles et dbles transitifs), logiquesé-
pisttmigues comme S$EDE) [FHMV95], logiques bimodales pour des logiques
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modales intuitionnistes de la forn&K 5, IntkK4 o, IntS45 [WZ97, WZ98], frag-
ments de logiques pour le codle d'ac@s de systmes distribas [ABLP93,
Mas97]. A toute logique modale@guliere, on peut ajouter I'dgrateur universel
(assock a la relationS x S) tout en peservant la@gularié (voir aussi la sec-
tion 5.3.3).

Ce qui fait aussi l'inkrét des esultats qui vongtre pesenés est leur gréralite
independamment des motivations qui ont gouedtimtroduction d’'une logique.
SoitS le syseme hors-contexte ci-dessous:

{a — bab,b — €¢,b — ¢, b — bb}.

On peut facilement montrer que

— Ls(a) = {b, c}*a{b, c}*,

— Ls(b) = {b,c}* etLs(c) = {c}.
Par congquent la logique caraamiste parS est eguliere et tous lesasultats qui
vont suivre s’appliquerord cette logique.

5.1.3 Traduction relationnelle vers la logique classique

La traduction de logiques modales vers la logique classilgugremier ordre
avec le but explicite de étaniser le raisonnement dans de telles logiquets a
introduite dans [Mor76]. Ce papier fondateur (mais rareneéa) distingue deux
types de traduction: la traductioBreantique (voir aussi [Fin75, vB76, Moo77])
et la traduction syntaxique qui consisieeifer les formules (c’esi-direa les
transformer en des termes du premier ordre) et enaui@nsformer les axiomes
et les egles d’'inerence d'un calcul en des formules de la logique classique.
Méme si les logiqgues modales sor@cdlables, ces traductions, eangral, ne
permettent pas d’avoir de predure de dcision. L'article [ONdRGO01] msente
diverses rethodes de traduction pour les logiques modales, en pléticaertaines
introduites dans [vB85, Her89, DMP95, DGOOd].

Soit £ = (X,C) une logique modale avec péshkors-contexte cararige
par le sysmesS. Nous allons rappeler ci-dessous la traduction relatitberake
L vers la logique classique. En fait, toute logique modale doest cfinissable
dans la logique classique pektte traduite de facon analogue mais nous n’avons
pas besoin d’'une telleggéralite ici.

A une formulep construite sur les variables propositionnefles, . . ., p, }, on
associe une formule, A t(¢, %) ou . ne cepend que de la logiquéett (o, xo)
ne cepend que de la formulg. Le vocabulaire utilié dans la logique classique
est compos de symboles de @dicat binaireR, poura € ¥ et de symboles de
prédicat unaire®, ..., P,.

La formule ), est une conjonction’s; A 1s OU 1y, €xprime une contrainte
relative au fait quez est un alphabet avec pésstis exprime les contraintes
d’inclusion pour chaqueagleu — v € S.

Ys = N\ Yy Ralxy) € Raly, ).

aext

107



A chaque egler = a — aq - - - a,,, deS, on associe la formule

Ur EVX1, - X (Ray (x1,%2) A=+ ARa, (X Xmt1)) = Ra (X1, Xpmg1)-
La formule s est ckfinie comme la conjonction des formulés pour chaque
regler € S. La fonction de traductiohadmet la @finition inductive suivante:

— t(pi, x) = Pi(x),

— t est homomorphique pour les@ateurs Bod@ens,

— t([a]p,x) = Vy Ru(x,y) = t(p,y) oUy est une nouvelle variable,
— t({a)p,x) =y Ru(x,y) A t(p,y) ouy est une nouvelle variable.

Théoreme 5.1.2. [VB76] ¢ est satisfaisable ssi: A t(¢, z() est satisfaisable.

En fait, la traduction est fiele £mantiquement car il existe une correspon-
dance tes forte entre les madkes respectifs de la formule modale et ceux de sa
traduction. En recyclant les variables, on peut n’utiligee deux variables dans
t, voir par exemple [Gab81]. Ainsi, 9if est la longueur maximale d'uegle de
S, ¥z N t(p, %) peut ne contenir quenax (M, 2) variables. Par contregd que
M > 2, laformuley A t(p,xo) N"appartient pas au fragment gérde la logique
classique qui est connu poétre cecidable [ANvB98] en temps doublement ex-
ponentiel [GA99D].

5.2 Logiqgues grammaticales et variantes de PDL

L'objet de cette section est d’expliquer pourquoi les logisf grammaticales
peuvent naturellemeidtre traduites vers des variantes de PDL.

5.2.1 Logique dynamique avec langages hors-contexte

Soientlly = {c1,cq,...} W {c1,c, ...} un ensemble infini @nombrable de
programmes atomiques (ou actionsP&OP I'ensemble usuel de variables pro-
positionelles. Les formules de la logique PDL(HC) so#fimies inductivement de
la fagon suivante:

¢u=p | 20| oA | [AZY{d1,....0n})]o | (AZY{o1,....0n}))o

ou A est un automata pile non @terministe (avec acceptation fiat final) dont
I'alphabet d’entee fini estS W {¢y, ..., ¢, } etX C Ily. Dans la suite, oicrira
simplementA au lieu deA(X W {¢y, ..., dn}). Les formules dans I'alphabet de
A permettent d’avoir 'oprateur “test” de PDL.

Les moatles de PDL(HC) sont les structures de Kripke de la forme

<Sﬂ (RC)CEHO ) V>

telles que chaque relation binaife; estégalea R_' (relation inverse der.,).
La relation de satisfactiotM,x = ¢ est c.finie en introduisant une fonction
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d’interprétation[-] pour laquelle les formules sont integt#es comme des sous-
ensembles d€ et les automatea pile sont intergetes comme des relations bi-
naires surS. Ainsi, par cefiniton M,z = ¢ ssiz € [¢]. La fonction d'in-
terpéetation[-] admet la éfinition inductive suivante:

[p] ={reS:peV()}

[p1 Ao = [1] N 2]

[—¢] =S5\ [4]

[(A)¢] ={z: 3y (z,y) € [A] et y € [4]}

[1Al2] = {x : pour chaque (z,y) € [A],onay € [¢]}
[A] ={(z,y) : (z,y) € Ry,u € L(A)}

avecR, = R,,0---0 R, Slu=ay---ay,,
R.={{(z,z) : x € S},
pour chaque formule, R, = {(z,z) : x € [¢]}.

Les probémes pour PDL(HC) de satisfaisal#litvalidit ou de satisfaisabi-
lité globale sont &finis de la facon usuelle. On note PDL(AUT) le fragment de
PDL(HC) réduit aux automates sans pile et PDL(REG) la variante de RDL)
ou les automates sont rempéecpar des expressioregulieres. Ainsi PDL(REG)
n’est rien d’autre que la logique dynamique propositiolenBIDL [FL79] avec
pas& (aussi nd CPDL pour “converse PDL", voir les sections 4.3 et 4.1.3). O
note aussi PDL(VPL) le fragment de PDL(H@duit aux automates pile intro-
duits dans [AMO04].

Théoreme 5.2.1.

() PDL(HC) est inécidable, voir par exemple [HKTOO].

(1) PDL(AUT) et PDL(REG) sont EPTIME-complets [FL79, Pra79, Pra81].

(1) PDL(VPL) restreint aux programmes atomiquis, cs, ...}, c'esta-dire
sans pags est @cidable [LS06].

L'ind écidabilie de PDL(HC) peugtre raffiree en ne cons@tant que l'unique
langage hors-contextg‘ba’ : i > 0}, voir par exemple [HKT0O, chapitre 9.

Probleme ouvert 29. Est-ce que le probme de satisfaisabiéitpour PDL(VPL)
(avec pagss) est @cidable? Si oui, quelle en est la compléegit O

5.2.2 Traductions

Revenonsa notre classe initiale de logiques modales. %oit= (X,C) une
logique modale grammaticale hors-contexte cérigite par le systme closS.
CommeS est hors-contexte, pour chaque letires 3, le langagd.s(a) est un
langage hors-contexte. On natg un automate pile avec alphabet d'eé@e X
tel quel(A4,) = Ls(a). A, peutétre construit en temps polynomial en la taille de
S. Si S peutétre vu syntaxiguement comme une grammairedirea gauche ou
a droite, alors4, peutétre aussi construit en temps polynomial en la taille ai
A, est un automate sans pile.
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Nous allons éfinir une traduction d&€ vers PDL(HC) qui peserve la satis-
faisabilitt. En fait, cette traduction eses simple. On noté&'(¢) la formule de
PDL(HC) construited partir de la formulep de L telle que chaque occurrence
de [a] [resp.(a)] est remplaé par|A,] [resp.(A,)]. Sans perte deéyéralite, on
suppose ici qu&™ (la partie positive d&) est un sous-ensemble {&, ¢, . . .}.

Lemme 5.2.2. ¢ est satisfaisable s8i(¢) est satisfaisable.

Preuve(idée): Nous donnons ici les grandes lignes de la preuve qui s’auuie
la preuve du cas plus simple avéaune logique eguliere sans paégDem01a].
On noteCs une application qui transforme chaque raledavec pagssM =
(S, (Ra)aes, V) en un moéle Cs(M) = (S, (R.)qes, V) tel que pour chaque

lettre a,
R, = |J R

u€Ls(a)

Cet oferateur est @aciment la substitution inverge ! de [Cau96, Cau03] quand
la substitutiorétendue estéfinie para — Lgs(a). On peut montrer les progates
Suivantes:

— pour chaque lettre, R, C R/,
— Cs(M) = Cs(Cs(M)),

— (s est monotone,

— Cs(M) est un moéle de’.

Ainsi C couvre exactement la classe des gled M = (S, ([Au])aes, V') obte-
nusa partir de tous les medes (S, (R.)cem,, V) de PDL(HC) en extrayant les
relations de la formé.A,] poura € .

Lorsque¢ est satisfaisable dan®t = (S, (R.)aes, V), la formuleT'(¢) est
satisfaisable dans le mék M’ = (S, (R.)cem,, V) ou M et M’ caincident
sur les relations ind&es para € Y. De méme, siT(¢) est satisfaisable dans
(S, (Re)cen,, V) alorsg est satisfaisable dans), ([A.]).es, V) et on a la garan-
tie qu’il s’agit d’'un mocele deL. CQFD

Ce esultat gréralise les traductions entre certaines logiques modaRiSle,
voir par exemple [FL79, Tuo90, Sch91].

Corollaire 5.2.3. Soit £ une logique modale grammaticalkeguliere avec pags
[resp. VPL sans paé% Les probémes de satisfaisabé#it validit et satisfaisabil
globale sont dansX¥TIME [resp. sont dcidables].

Un énoné& analogue au corollaire 5.2.3 restreint aux logiques nesdglam-
maticales egulieres sans passestétabli dans [Dem01a]. L'ajout du passe
pause pas de praihe et ce sont legsultats de [LS06] qui nous permettent d’al-
ler aussi plus loin.

Soit £ une logique grammaticale caradtee par le sysime

S={a—d", . . . ,a—dma—a", . . . a—a"}
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avecn > let0 <k <ky<---<k, Sik; > 0alors
Ls(a) = {a} - {a™*, ... a1}

Par congquent’ est Eguliere et SATE) est dans EPTIME. Nous capturons ainsi
un nombre non @gligeable de logiques modales standard. St 1 etk; = 1
[resp.n = 1 etk; = 0] alors L est la logique K [resp. T], sk = 1 etk; = 2
[n =2,k =0, ky = 2] alorsL est la logique K4 [resp. S4].

La logique NIL introduite dans [Vak87] est caradtee par un sysmedSyy,
dont 'ensemble deagles ci-dessous est construit sur un alphabet aveé pass
¥t = {fin, sim} (on omet la fermeture de quelqueégles):

— fin — fin - fin, fin — ¢,

— sim — sim, sim — e,

— sim — fin - sim - fin.
On peut facilement montrer qugs(sim) = {fin}* - {sim,sim, ¢} - {fin}* ce qui
impliqgue que NIL est une logiqueaguliere. Par corequent SAT(NIL) est dans
EXPTIME, ce qui angliore la borne NEPTIME établie dans [Vak87]. En fait, en

utilisant un algorithme la Ladner assez complexe on peut faire mieux.

Théoreme 5.2.4. [Dem00b] SAT(NIL) est PEACE-complet.

5.2.3 Propriété d’'uniformit &

La preuve du corollaire 5.2.3 et certaines variantes péemieaussi de ca-
rac€riser la complexé d’autres proldmes logiques, en particulier en tenant comp-
te de l'uniformi& de la preuve. On se restreint ici au casbest sans paés

Un syseme semi-ThéienS est dit linaire [resp. lidairea droite, lireaire
a gauche] ssi il existe une facon de partitionner l'alphabe= ¥y, W X1 telle
quesS peutétre vu syntaxiquement comme une grammairgdire [resp. lidairea
droite, lineairea gauche]X+ repesente alors I'ensemble des symboles terminaux
et Xyt I'ensemble des symboles non terminaux. L'ensemble desragst semi-
Thuéiens finis hors-contexte [resp.&aires, liairesa droite, lireairesa gauche]
est noé STHC [resp. STLIN, STLIND, STLING]. On peugédider si un systme
semi-Theien appartienh un de ces ensembles mais le peoie qui consiste
a ceterminer si un sygme hors-contexte eségulier est inécidable, voir par
exemple [MS97, page 31].

Soit C un ensemble de sgshes semi-Theiens parmi STHC, STLIN, ST-
LIND, STLING. Le probEme gréral de satisfaisabibt pour C, na@ PGS(C),
consistea ceécider,etant dongs un systmesS de C et une formule de la logique
modale grammatical€ caracérisee parS, si ¢ est satisfaisable.

Théoréeme 5.2.5.

() PGS(HC) est indcidable [Bal98].

(I PGS(STLIND) est dcidable [Bal98].

(Il) PGS(STLIND) et PGS(STLING) sonteTIME-complets [DemO01a].
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La preuve de dcidabilie de PGS(STLIND) dans [Bal98] utilise un algo-
rithme non @terministe doublement exponentiel alors que notre barpereure
pour PGS(STLIND) et PGS(STLING) est une cégsence du corollaire 5.2.3.
La EXPTIME-dureg est obtenue en montrant que la logique cérége par le
syseme{a — ab} a un probkme de satisfaisabiiitdeja ExPTIME-difficile.
D’autres Esultats de écidabilie/indecidabilie peuvenétre troues dans [Dem01a].

5.3 Une autre traduction vers la logique classique

5.3.1 Lecas éréral

Soit £ = (X, C) une logiqgue modale grammaticale hors-contexte caraee
par le systme closS. X est un alphabet avec pas$oity une formule de MLY)
sous forme normaleégative (le symbole deagation n’appaiid que devant des
variables propositionnelles). On peut facilement se cioieva que cette hypoéise
n'enleve riena la porée de la ethode. A chaque lettre € Y, on associe un
automatex pile A, telle queLs(a) = L(A,). CommeLs(a) est hors-contexte, un
tel automate existe toujours.

On rappelle bévement qu’'un automat@ pile non @terministe A est une
structure(Q, X, I', A, Z, qo, g5) OU

— (@ est'ensembile fini destats g, € () est I'etat initial etg; est I'état accep-

teur,

— Y est l'alphabet d’enée,I” est I'alphabet de pile &f est le symbole initial

de pile,

— A est la relation de transitioréfinie comme une sous-ensemble de

Qx(XU{e}) xI'xQ xT.

Nous n’allons pas rappeler comdptment les notions de configuratioByidation,
execution etc. mais une configuration estal@ment de) x >* x I'* et on utilisera

le mode d’acceptation pdtat accepteur. Ualement deA sera aussi néty ki

/

q.
Pour traduire une formule, le vocabulaire utilié dans la logique classique
est compos:
— de symboles de pdicat binaire®, poura € ¥,
— de symboles de pdicat unaire$, ..., P, si ¢ est construite sur les va-
riables propositionnellegp;, . .., p, },
— de symboles de pdicat binaire@}f pour chaque sous-formule]y) de ¢ et
pour chaqueétatq de A,
— de symboles de fonction unairé%pour chaque sous-formule|y de ¢ et
pour chaque lettré de I'alphabet de pile dé&l,,
— d’une constante.

Un contenu de pilé; - - - b, dansA, pour la sous-formulé:] est repeseng par
le terme
£ (FL (. (€)..)).
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Par conventionj, est en &te de pile.

La traduction de la formule, no&eT(¢), utilise deux fonctions auxiliaires.

— Lafonction de traductiot(1, x) a pour premier argument une sous-formule
de ¢ et pour second argument une variable pafrgi x; }. Nous allons en
effet recycler les variables en utilisant la technique dal&l]. Cette fonc-
tion est une variante de la traduction relationnelle ctpssi

— Une fonction,..([a]y) qui prend en argument une sous-formule de la forme
[a]), qui utiliset(-,-) et qui simule les calculs acceptants de I'autoniate
pile A,.

Par cfinition, 7'(¢) estégalea la formule ci-dessous:

(A ¥xo.x1 Ra(xo,x1) € Ra(x1,%0)) At(d,x0) A [\ tace([a]t)).

a€st [a]yesub(¢)

La fonction de traduction admet la @finition suivante poui € {0, 1}:

def

= t(pj,xi) = Pj(x:),

— t est homomorphique pour les@ateurs Bod@ens,

— t({a)p,x;) = Ixi_; Ra(xi,xi21) A t(p,x1_;) (recyclage des variables en
alternant; etx;_,),

— t([a]p,x;) = P? (x;,f7(€)) ol qo est I'état initial de.A, et Z est le symbole
initial de pile.

Ainsi, la fonctiont est presqueéfinie comme la traduction relationnelle sauf pour
les formules de la formg:|p. La seule variable libre dansp, x;) estx;.
Chaque formule,..([a]y) est la conjonction des formules suivantes:

— Pour chaque transiticxp”ﬂi q de A, aveca € X etu = by --- by:

Vo, x1,%2 Ra(x0,x1) = (P¥(xo, f} (x2)) = P (x1, fy, (FL (. .y (x2) ..))))

— Pour chaque transitiape’ﬂi q de A,:
VX0, X1 (Piqz’(xo,f;ﬁ(xl)) = P;p,(xo,f;/’1 (f;é( . .f;i(xl) )
— Quand Ietat accepteur est atteint, la traduction/deoit étre \erifiee:
VX0, X1 ny(xo,xl) = t(1),%o)

Exemple 5.3.1. Consicrons la logique&guliere K5 (voir la table 5.1). La fi-
gure 5.1 contient en partie gauche I'automate (sans gdileYOn supposera que la
pile contient constamment le symbole initiédl A droite de la table se trouve la

formulet,..([a]p).
\Y

Lemme 5.3.1. Soit M la taille maximale des automatagiles.A, poura € X.
Alors la taille deT'(¢) est polynomiale elfp| + M.
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Aq

VXO,Xl,XQ [Ra(XO,Xl) = (P O(Xo,fz(XQ)) = ng(X17fZ(X2)))]

V%o, %1, %2 [ Ra(x0,x1) = (Pgo(x0,fz(x2)) = Pq, (x1,fz(x2)))]

a ‘@ o Yoo [Ralxoa) = (PR (x0. f2(x2)) = PE (x1.f2(x2)))]
’ V%o, %1, %2 [ Ra(x0,x1) = (Pg, (x0,fz(x2)) = Pq, (x1,fz(x2)))]
V%0, %1, %2 [ Ra(x0,x1) = (Pg, (x0,fz(x2)) = Pg, (21, fz(x2)))]

Vxg, X1 [ng(xo,fz(xl)) = P(xo)]

FIG. 5.1 —t,..([a]p) pour la logique K5

Théoreme 5.3.2. ¢ est satisfaisable s%i(¢) est satisfaisable.

Avant de montrer le thoeme qui est unebere variante de la preuve de [DdNOS5,
théoeme 3.3], nous allonétablir une propéte interessante. Un meéde pour la
logique classique est une structure de la fofifid”) ou S est un ensemble non
vide etV interpete les symboles de giicatn-aires par des sous-ensembles de
S™ et les symboles de fonctioraires par des fonctions de profif — S. Le vo-
cabulaire du moele cetermine sa forme exactement. Nous allaqsesent @finir
une suite croissante de vocabulaires. $aify, ..., [a,|¢, une suite de sous-
formules dep qui contient toutes les sous-formules de la fofrje et donti < j
implique[a;]t; n'est pas une sous-formule ig]+);. Le vocabulaireroc, contient

R, poura € X, etP; pour: € {1,...,n}. Ainsi un moale du premier ordre sur le
vocabulaireroc, n'est rien d’autre qu’un maele de Kripke sans la satisfaction de
la contrainte de pagsPouri € {1,...,m}, nous @finissons le vocabulairec;

en ajoutanéivoc;_, les symbole@}]"i pour chaquétatq de A,,, les symboleﬁ“
pour chaque lettré de I'alphabet de pile del,,, et la constante.

Lemme 5.3.3. Soienti € {0,...,m — 1} et M = (S, V) un moctle du pre-

mier ordre sur le vocabulaireoc;. Il existe une extensioM’ = (S’ V') de M

sur le vocabulaireroc;; (S C S’ et l'interprétation des symboles dec; reste

inchange) telle que pour € S, la propreté (x) est \erifiée:

(x) Sipourb;---b, € Ls(a;y1), et pour chaqueégjuence d& avec(zr, 1) €

V(Re,)s v vvs (w1, 1) € V(Ry,), NOus avons\t =z t(1i41,%;), alors
M Epoa] tace([@isi]hinn) A Piitt (x;, f57 (€)) ol g est Ietat initial de
A -

Preuve: Nous notond.(AZ" ) 'ensemble des mots accégtparA,,,, a par-
tir de I'etatq et avecu sur la pile.L(A,,,,) est pécigmentL(A%®7). Posons
S’ = SuUTl*oul estlalphabet de pile del Les symboles de fonction ont
I'interprétation suivante:

— V'(e) =,

— V'(f")(x) = bx pourz € T*, sinonV’(f/*)(z) prend une valeur arbitraire.
Le symbole de pi'ardicatPZ’"+1 a l'interprétation suivante pouyun état de confile
deA,,,,. (x,u) € V'(Py+') ssi

—rxeSuel"et

— pourb, - - - b; € L(AZ" ), pour chaqueéuence d& avec(z, z1) € V(Ry,),

Aj+1

oo {1, 1) € V(Ry,), nous avonsM =gy oy H(ig1, X;).

Qj41°*
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Il n’est pas difficile de @rifier queM’ satisfaitt ... ([a;+1]1i+1) A P}foi (X5, f?’“ (€)).
CQFD

Preuve: (théoreme 5.3.2) Supposons d’abord glisoit satisfaisable. Soit1 =
(S, (Ra)aes, V) un mockle deLl etx, € S tels queM, z, = ¢. On noteM, =
(So, Vo) le mockle de la logique classique correspand. Par ailleurs on note
My = (51,V1),..., M, = (Sm, Vi) la 2quence de mades obtenue en appli-
guant le lemme 5.3.3. La structure!; est notre modle final. Remarquons que
poura € ¥, Vy(R,) = -+ = Vi(R,) etpouri € {1,...,n}, p(P;)) = -+ =
Vin(P;). De plus, pour € {1,...,m} et pour touktatq de A, Vj(PZ’j) ==
Vm(Pij). Une propréte analogue peutre montee pour les symboles de fonction
unaires.

On montre alors par induction structurelle que pour toutssgormuley de ¢
et pourr € S, siM, x = alorsM; =, t(1,%;). Oneétablit ici la propréte
pour les sous-formules gouvéms par des @uateurs modaux.

1. Soity) = [ax]y pour unk € {1,...,m} etdonct(v,x;) = PLx(x;, f5*(e))
pour 'état initial ¢y de A,,. Supposons qua, x |= . Soientb, --- b, €
L(A,,) et(z,z1) € Viu(Ry,), ..., (x1—1,71) € V,u(Ry,) décrivant un che-
min dans tous les matesM,, ..., M,,. CommeM satisfaitS, (z, z;) €
Vin(R,, ). Par congquent, M, z; = . Par hypotese d’induction, on a
Mo Ep_ e t(Wr, x1—;). Enfait, on peut aussirifier queMy, =i, o))
t(Yn, x1—;). Par congquent gace au lemme 5.3.3¢1;. [=ix;—a] tace([ar|Vr)A
Pk (x5, f2*(¢)) oll g est I'etat initial deA,, . CommeM,,, est une extension
conservatrice dély, M., Fpx,a) PY* (x5, f5*(€)).

2. Soity) = (a)y)’. Supposons qua1, x = . Il existey € S tel que(z,y) €
R, et M,y = «'. Par hypotkse d’induction et comm&, = V,,.(R,),
Mo Fpgoa) 3X1-5 Ra(xj,x1-5) AL x1-5).

Supposons present quel’(¢) soit satisfaisable. Il existe donc un nede
M = (S,V) du premier ordre suvoc,, tel queM = .. T(¢). Soit M’ =
(S, (R.)aes, V') le mockle de Kripke obtena partir deM avec le vocabulaire
vocy. Notons ensuité\1” = Cs(M’) = (S, (R}))aex, V') la fermeture du maele
M’ (voir la preuve du lemme 5.2.2). Comme viég@gdemmentM” est un moéle
de Kripke avec pasgssatisfaisans. Montrons que pour toute sous-formubede

¢, SIM |, ma) L1, x;) @lorsM”, = ).

1. Supposons qQu1t =, o 3x1—; Ra(xj,x1-5) A (', x1-;). Il existe donc
y tel que(z,y) € V(R,) tel queM =i, ., t(¥',x1—;). Par hypotese
d’induction et comme I'oprateurC's est conservateur, on obtieM”, = =
(@),

2. Supposona present queM =, ..) P¥ (x;, f5(¢)) ol g est I'etat initial de
A,. CommeM [ t,..([a]y) on peutetablir que pour tout; - - - b; € Ls(a),
et pour chaqueé&uence de& avec(z,z1) € V(Ry,), ..., (-1, 2) €
V(Ry,), nous avons\t =) (1, x;). Supposons quee,y) € R;. Par
définition deCs il existeu € Lg(a) tel que(x,y) € R,. Par congquent,
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M =,y t(1),x;). Par hypotise d'inductionM”, y |= 1. AinsiM” z =
[a]y).

CQFD

Contrairement la traduction relationnelle, cette traduction n’est pgasan-
tiguement exactement itk ne serait-ce par I'ajout de nouveaux symboles de
prédicat pour coder le fonctionnement des automatgdle. Par contre, seules
trois variables sont utilises.

5.3.2 Traduction vers le fragment garde

La traduction pesenée dans la section 5.3.1 est agsnent plus complexe que
la traduction relationnelle &me si elle s’appuie sur celle-ci. Cependant le codage
des calculs acceptants des automat@ile est relativement explicite. Leéarite
principal de cette traduction devieavident lorsqueC est une logiqueéguliere.
En effet, dans ce cas les automatesn’utilisent pas la pile et par coaguent la
constante et les symboles fonctionnels unaires deviennent inutdespeut alors
supposer les symboles daép'rcatsP}f unaires. Par exemple, dans kfidition de

tace([ay), pour chaque transitiop % ¢’ de A, aveca € X on consi@re plus
simplement la formule

Vxo, X1 Ra(xo,x1) = (P;p(xo) = Pff/(X1))

En fait, on peut facilement montrer qu’alof§¢) appartient au fragment ga¥d
de la logique classique introduit dans [ANvB98], ce géigralise les traductions
ad hoc dans [dN99, dNO1] pour les logiques S4 et K5. Dans ggnieat sans
symbole fonctionnel, les quantifications sont de la forme

VX (Y =) TIxp A

ou X est une équence de variables, est une formule atomique (la “garde”) et
toutes les variables libres dé apparaissent dans. On peut néme faire mieux
puisqueT'(¢) appartient alors I'intersection du fragment gaednoé GF dans
la suite) et du fragment avec deux variables individuelldesment (na FO2)
[Gab81, GKV97].

Le fragment garéd posgde non seulement de nombreuses patgsilogiques
interessantes [ANvB98] mais le pré@ohe de satisfaisabiétpour GF restreint aux
symboles de f@dicats d’arié au plug: > 2 (fixé) est XPTIME-complet [GA99D].
Ainsi, sa complex# dans le pire des cas est comparabtelle du prol#me de
satisfaisabilié globale pour K [Spa93a]. GF admet aussi diverses techsmidee
mécanisation, soit avec des calcalsase de la athode de @solution [dN98,
GdN99] soit avec des calculs par tableaux [HIa02]. @mdnstrateur pour FO2
est pesené dans [MMS99]. Ainsi, I'existence d’'une traduction simplgtre une
logique modale et GF2 permet d’avoir une grdare de dcision pour cette lo-

gique.
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Des formalismes plus riches que GF2 maéxidables existent mais GF2
est le plus petit fragment qui nous permet de rester dasTBME. En effet,
dans [GW99] GF esttendu avec des épateurs de point-fixe (neGF) et cette
extension est morée 2ExPTIME-compkte dans [GW99] (GF estéfh 2ExP-
TIME-complet). Par contreyGF restreinta deux variables, nétuGF2 est aussi
dans XPTIME [GW99]. On peut noter par ailleurs qué&F n’a pas la propéite
du mockle fini contrairemend GF. Lorsqu’on ne souhaite pas avoir toute la puis-
sance des dgateurs de point-fixe, on peut supposer que certains sysoia
prédicat binaires &rifient des propates pedefinies. Cependant GF2 avec des re-
lations transitives pdefinies est indcidable (voir la succession de papiers qui
raffinent ce esultat: [GA99b], [GMV99], [Kie05]). Une facon de regagner la-d
cidabiliteé est d'imposer que les symboles dédgicat non unaires ne peuvent ap-
pardtre que dans la garde donnant naissande/ers fragments dits monadiques.
Ainsi le fragment monadique de GF2 (Bd¥IGF2) avec des relations transitives
précefinies est moné decidable dans [GMV99] et en fait le prashe de sa-
tisfaisabilie est 2EPTIME-complet [ST04, Kie06]. L'article [GMV99] va plus
loin: MGF2 avec des relations gaefinies \erifiant une propéte de fermeture
définissable dans MSO esécidable en effectuant une traduction vers kotiie
monadique du second ordre des arbkeasires. Comme les logiques modales
regulieres \erifient justement ce type de progiés, on pourrait aussi les traduire
vers ce formalisme mais cela nous fournirait une comaxin€lementaire sans
information supm@mentaire, ce qui est moins émessant que la bornexETIME
de GF2.

Par conéquent, on obtient une autre preuve de la partie du coml@aR.3
relative aux logiquesagulieres mais cette fois on peut utiliser toute la machinerie
des @monstrateurs pour GF et FO2. En effet, on obtient édection en temps
linéaire entre SAIY) et GF2.

Corollaire 5.3.4. [DANO05] Soit £ une logigue modale grammaticaleguliere
avec pass. Les proktmes de satisfaisabdit validit et satisfaisabil@ globale
sont dans EPTIME.

Il est a noter que la propgie de transitivié n’appartient pag GF mais la
logiqgue modale S4 cara@ise par les mogles avec relatioreflexive et transitive
peutétre traduite dans GF2 avec notre approche, sansayaisser patGF2 ou
par MGF2 avec une relation transitiveepefinie. Une traduction directe de la
logique intuitionniste vers GF2 estgeenge dans [DANO04].

On peut remarquer que la traduction des sous-formules deteefa|» consiste
en partiea simuler 'automated,, qui est directementé aux contraintes de la re-
lation R, dans les moéles de la logique. C’est pourquoi, comme nous le faisions
remarquer dans [DdNO3, DANO5], cette traduction fourngsawne explication
sur le fait que de nombreuses logiques modales comme S4 oabeils analy-
tiques relativement simples (voir par exemple [Fit83, Goidas00]). En effet,
les regles de calcul pour les sous-formules de la fofae (surtout les eégles de
propagation, voir [dCGO02]) simule 'automatk, comme le fait notre traduction.
Dailleurs, des calculs reprenant cettéédde simulation oréte cefinis explicite-
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ment dans [GNO5] (voir aussi [HS04]) pour les logiques graticales egulieres
sans pass

A la difference de la traduction relationnelle classique, notdritition nélea
la fois I'interprétation des symboles logiques et les contraintes sur letsmes. La
prise en compte de ces contraintes de cette facon est aéssinpe dans [SH04,
BH94, DG02b]. Cependant, la technique mise en place dan84Bébt la plus
proche de notre travail. Voici quelques points communs.

— Les deux traductions ont pour langage cible GF2 et perntattetraduire
une classe assez importante de logiques modales.

— Les traductions pour les logiques K, T, K4 et S4 dans [SHO4Yec notre
approche sont essentiellement ledmes, une fois que des difences mi-
neures sonécarées. Par exemple, le saina de clauseéalini dans [SHO04]
pour I'axiome K4O0p = OOp est le suivant:

V x Qop(x) = (VX Rau(x,y) = Qop(y)).

Ce sclema est obtena partir dedp = OOp en effectuant une traduction
partielle qui s’aréte avant les modadis les plus profondes et en renommant
les sous-formules. Avec notre approche, la lettoke I'opérateur modala]

est asso@e au langageegulier a™ qui peutétre accep par I'automate
Ao = Hao, a1}, 90, 01, {a0 = q1, 1 — ¢.}). Dans notre traduction, un des
conjoints de la formulé,..([a]p) est de la forme:

Vx Py (x) = (VyRa(xy) = Pg.(y)).

— Les deux rathodes acessitent une connaissancégable non-triviale sur
la logique. Dans notre cas, nous devons savoir que la logiguéguliere
et donc connidre les automated,,.

5.3.3 Exemples

Outre le nombre important de logiques modales classiquepeyyentétre
traduites vers GF2 avec notreethode, nous @sentons ci-dessous d’autres ap-
plications qui soulignent la pdre de ce travail. Les logiques modalégulieres
contiennent les logiques modales intuitionnistes de lm&ntK 5 [WZ97]. En
effet, soientS un syseéme clos fini egulier sur l'alphabek et ¥’ ¢ X tels que
poura € ¥, {a,a} Z ¥'. Le syséme

SU{b— bab,b — bab:a € ¥'}

sur l'alphabet_w{b, b} est aussi@gulier. En utilisant [GMV99], la &cidabilie de
logiques modales intuitionnistes est awsiblie dans [AS03] de fagon uniforme.
Dans le néme ordre d’iée,a savoir les extensions que notésultat permet
de traiter, pour toute logiquéguliere carad@risee par le sygtmes sur I'alphabet
¥, son extension avec un emteur universegl/] est aussi une logiquéguliere.
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On rappelle queU] permet de quantifier sur tous lésats du moéle. En uti-
lisant [GP92], le systme S’ sur l'alphabety w {U, U} caracérisant une telle
extension est simplement

SU{U—a,U—a:acX}u{U—UU—eU—UU}.

Sion ajoute des nominaaxune logique&guliere on peugtendre la traduction
vers GF2 aveégalié et constantes. Un nominal est une variable propositienel
particuliere vraie dans un uniqéat du moéle et des exemples de telles logiques
se trouvent par exemple dans [Bla90] ou encore dans [SaBBl0Q] avec des
mockles dont les relations sont transitives. En effet, la fonctle traductiont
estétendue de la fagon suivantéi, x;) o = x; oU i est un nominal et;
est une constante de la logique classique. L'extension dzdbEenue est aussi
ExPTIME-compkte [FtCO5]. De plus, en utilisant [BM02, section 4], I'ex$son
d’une logique eguliere avec l'ograteur de Gregory [Gre01] peétre traduite

vers une logiqueaguliere avec nominaux.

Probleme ouvert 30. Comment éfinir une traduction des logiques sans gass
VPL vers GF sur le mogle de la traduction ci-dessus pour les logiqéegitieres?

O

5.3.4 Limites de la traduction vers GF2

Soit 2 un alphabet avec passOn noteSE le syseme infini suivant qui n’est
pas hors-contexte:
{utu — u:u e ¥\ {e}}.
La correspondance entre I'inclusion de relations etdavdtion dans un sysine
est sjgcifie dans le thoeme 5.3.5.

Théoreme 5.3.5. [DANO5] SoitY un alphabet avec passtS un syseme hors-
contexte construit sur. (pas recessairement clos). Pour tous les € X*, les
propositions ci-dessous sauivalentes:

(I) Pourtout moéle M = (S, (R,).ex, V) satisfaisansS, nous avons?, C R,.
(1) Il existe un motw € >* tel queu =5 w etw =sE .

(mny w =susE V-

Pour se convaincre de l&cessi de passer par I'extensid¥¥;, consicrons
le systme closS = {a — @,b — a* b — @°}. De fagonévidentea ¢ Ls(b).
Cependant, tout made satisfaisans$ veérifie R, C R, car la relationR, est alors
symetrique. Par contre, si on ajoute Bgleaaa — a a8, on peut en effet&river
a a partir deb.

Deux sysémes distincts peuvent caradser la néme logique, c'esé-dire
définir le meme ensemble de meks. Le tikoeme 5.3.5 donne une condition
suffisante pour obtenir une telle situation.

Corollaire 5.3.6. Soient> un alphabet avec pasgtS;, S, deux systmes hors-
contexte clos finis. Si pour tous lés~ i’ et reglesu — v deS;, il existew € ¥*
tel queu =5, w etw =sE U, alorsS; etS, caracérisent la néme logique.
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Soit S,, le syseme semi-Théien hors-contextefa — @"a,a — aa"}. Le
syseémeS; définit en fait une logiqueéguliere puisqu’il s’agit de K5. Cepen-
dant, on peut montrer que pour> 1, Lg, (a) n'est pas egulier (voir le ctail
dans [DANO5]). En utilisant le corollaire 5.3.6, on pétablir queS; et le syséme
&), ci-dessous éfinissent la rame logique:

S, = {a — @aa,a — aaa,a — aaaa — aaa}.

Par ailleursS), définit une logique &guliere [DANO5]. Par coregjuent, la logique
modale avec paéscaradtrisee parS, admet un proleime de satisfaisabiitdans
EXPTIME. Il est aussi connu que le prashe de satisfaisabiitpour la logique
caracérice par le sygtme S,, mais restreint aux seules modafitaveca est

décidable [Gab75, HS03] (sans paks

Probleme ouvert 31. Est-ce que toutes les logiques cagaiskes parS, sont
régulieres? Cette pro@# estétablie poum € {1,2}. O

Il est erroré mais tentant de&tluire des@sultats des sectionsgquedentes que
la reduction vers le fragment ga@st esenee aux seules logiques modales gram-
maticales. Nous allons montrer dans le reste de cette seximment traduire la
logique modale S4.2 [Seg71, Gor91] vers GF3 alors que S£& pas gram-
maticale et les contraintes sur les matabs ne sont pas exprimables dans GF. Le
probleme de satisfaisabiéitpour GF3 est EPTIME-complet. On peut aussi trou-
ver dans [DGO00d] un exemple de traduction de la logique Grzetiond-ordre
vers GF2 en effectuant ddfentes traductions inteédiaires.

La logigue modale S4.2 (sans pa@gsst une logique monomodale avec=
{a} dont les moéles de la formés, R,, V') vérifie les prop@tes suivantes:

— R, est Eflexive et transitive (comme pour S4),

— R, vérifie la proprét de Church-Rosser: &i,y) € R, et(zx, z) € R, alors

il existet tel que(y,t) € R, et(z,t) € R,.

La déecidabilie de S4.2 esttablie dans [Seg71] alors qu’une borneé&nigure de
complexie PSACE est montee dans [dCG99].

Avant de éfinir la traduction de S4.2 vers GF3 qui s'inspire déeglpesentes
dans les sections @edentes, nous souhaito@soncer une progte qu'il est fa-
cile d’étabilir.

Lemme 5.3.7. Si ¢ est satisfaisable pour S4.2 alors il existe un gledle S4.2
M= (S,R,,V) etzy € Stels que
1. Mazg=oetS={xeS: (xy,x) € R},
2. pour tous legtatsz,y € S et sous-formulesa]y de ¢ tels queM,x =
[a]y, il existez € S avec(y, z) € R, et M, z |= [a].

Soit ¢ une formule sous forme normalégative. Sans perte déggralite, on
suppose qug| T est une sous-formule de La traductionl’(¢) est la conjonction
des formules suivantes:

— t(¢, %) ou t est une variante de la fonction de traduction auxiliairerpeu

cas des grammaires hors-contexte,
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= Aujvesub(s) PETIalw OU perjq)y code la persistence de la formidey (R, est
reflexive et transitive),

= Aajpesub(s) CTlaly OU cria)y COde |a propéte de Church-Rosser,
- P[Q]T(XO).
La seule variable libre d&(¢) estx,.

Le vocabulaire utilié dans la logique classique est conos

— du symbole de g@dicat binaireR,,,

— de symboles de pdicat unaire$,, ..., P, si ¢ est construite sur les va-
riables propositionnellegp, . . ., p, },

— de symboles de pdicat unaire®,,, pour toute sous-formule de la forme
[a]y) dansg.

La fonction de traduction admet la @finition suivante poui € {0, 1}:

def

= t(pj,xi) = Pj(x:),

— t est homomorphique pour les@ateurs Bod@ens,

— t({a)@, %) = Ixi—; Ra(Xi, xi—1) A, x1-4),

- t([a]%xi) = P[a]q;<xi)-

Pour chaque sous-formulejv, la formuleper,,, est la suivante:

(Vx0, %1 Ra(x0,%1) = (Pajy(%0) = Plaju(x1))) A (Yo Plaje(x0) = (¥, x0)).
Pour chaque sous-formulejv, la formulecr,,, est la suivante:
VXO PM¢(X0) = (VXl P[Q]T(Xl) = (ElXQ Ra(Xl,Xg) N PM¢(X2))).

Il est bon de remarquer que la formuie,;,, €nonce dans la logique classique la
propriéte 2. du lemme 5.3.7. On peut aussi noter @ife) est de taille ligaire
en la taille dep, que sa construction peut s’effectuer en espace logaqumnet
queT(¢) est dans GF3. Afin que chaque formule,;,, soit bien dans GF nous
avons fait appeh deux astuces puisque la pr@ti de Church-Rosser n’est ni
exprimable dans GF ni grammaticale. D’abord, nous avomednit le pedicat
unaireP,T qui contient au moins tous légats accessibles avec I'integpation
deR,. Celaévite 'usage d’'une quantification de la forme

\V/X1 E|X2 Ra(Xl, X2) VAN PM¢(X2)
qui n’est pas dans GF. Par ailleurs, dans la condition 2. ahmie 5.3.7, il n’est

pas recessaire de pciser qu€z, z) € R, ce qui aurait requis une quantification
de la forme

Vxl P[a}T(Xl) = (EIXQ Ra(Xl,Xg) A (RQ(XQ,XQ) A\ P[a]w(XQ))).

A nouveau, une telle quantification n’aurait fs dans GF. Nos efforts pour une
prise en compte de la propte de Church-Rosser dans GF véire Ecompengs
dans la preuve du @oeme suivant.

Théoréme 5.3.8. ¢ est satisfaisable dans S4.2 §$i) est satisfaisable.
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Preuve: Supposons d’abord queest satisfaisable. Il existe donc un nébtel de
M = (S, R,, V) vérifiant les prop@tes 1. et 2. du lemme 5.3.7 e} tels que
M, xy = ¢. Construisons un made M’ = (S’ V') pourT'(¢):

-8 =5,V'(R,) = Ry,

— pouri € {1,...,n}, V'(P;) = V(p:),

— pour toute sous-formule]y, V'(Py) = {z € S : M,z |= [a]y)}.
Om peut facilement montrer par induction structurelle quarpoute sous-formule
Y deg, siM,x = 1p alorsM' = a (1, x;). Par transitivié et eflexivite de
R,, il est facile détablir que M’ = pery,, pour toute sous-formulg:]+). De
méme, les propétes du lemme 5.3.7 assure qié’' = cri,,, pour toute sous-
formule[a]v. FinalementM' =i .00) Ploj7(x0) €St trivialement @rifié.

Supposons pésent qué’(¢) soit satisfaisable. Il existe donc un nese M =
(S, V) etx, tels queM =iz T(0).

Pourz € S, on notefal(z) = {[a]y) € sub(¢) : x € V(Pqy)}. Le mockle de
Kripke M’ = (S’ R,, V') est c&fini ainsi:

-5 =5,

— {z,y) € R, ssifa](x) C la](y),

- V'(pi) = V(P).

La réflexivité et transitivie deR, sont facilesaétablir. Supposons que, y) €
R, et(z,z) € R, etnotondal(y) = {[a1]¢n, - .., [am|tm }. COmme

M E g AN A Cllanlim A DET ] A - A DTyl »

il existe zg, ..., z, € Stels que

[al(2) U{laa]¢hn, - ailyi} € a](z:)

etzy = z. Par éfinition deR,, (z, z,,) € R, et{(y, z.,) € R,. Par conéquent,R,
vérifie la propréte de Church-Rosser.

Nous montrons pesent que pour toute sous-formulede ¢, si M =y
t(y,x;) alors M,z |= . Nous traitons le seul cas vraimentérgssant pour
Y = [a]y’. Supposons qudt = . Play (x;). Soity € R,(x). Cela implique
que(a](z) C [a](y) par cEfinition deR,. Par congsquent, M =iy Prajyr(x;).
CommeM = pery, alorsM =, t(¥',x;). Par hypotese d'induction,
My = CQFD

Corollaire 5.3.9. Le probEme de satisfaisabifitpour S4.2 est dansxBTIME.

On avu donc que S4.2 qui n'est pas grammaticale et qui n’agdasede prime
abord une traduction vers les formalismes de [GMV99, GW3% gimple que
celle que nous proposons, admet une traduction assez siergl&F3.

Probleme ouvert 32. Comment éfinir une classe de logigues modales non gram-
maticales pour laquelle une traduction uniforme vers lgrfrant garé existe? La
logique S4.2 pourrait apparterdrune telle classe. O
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5.4 Complexite algorithmique

Méme si toutes les logiques modales grammaticélgslieres ont un proleime
de satisfaisabilé dans KPTIME, il est inexact que pour toutes ces logiques le
probleme de satisfaisabiitsoit ExPTIME-difficile. Par exemple, pour la logique
modale S5, le probime est seulement NP-complet [Lad77].

5.4.1 Logiques egulieres et espace polynomial

Nous carad@risons ci-apgs des classes de logiquéegulieres dont le proleime
de satisfaisabil@ est dans PRACE ou P S AcE-difficile.

Théoréme 5.4.1. [DemO01la] SoitS un syseme fini hors-contexte sans pass
vérifiant une des conditions ci-dessous. Alors SHT¢st P $AcE-difficile.

1. Il existe une lettre d& qui ne soit pas membre gauche d’upgle desS.
2. S appartienta STLINDU STLING.

La preuve du teoeme 5.4.1 dans le cas 1. est paduction du proldme de
satisfaisabilié pour la logique modale K qui est P& E-difficile [Lad77] tandis
que dans le cas 2., okduit le prob&éme pour la logique modale T ou K. Nous
avons identif une sous-classe importante de agsts de STLIND pour lesquels
la logique sous-jacente a un prebie de satisfaisabiitdans PSACE. La preuve
qui constitue une partie importante de I'article [DemO2]pes analyse de calculs
de £quents.

Théoreme 5.4.2. [Dem02] SoitS un syséme de STLIND sans pasavec: =
Yy W Xp tel que pouta € Xn7, Ls(a) N X% est fini. SAT(S) est alors dans
PSPACE

Dans le tieoeme 5.4.2, il esh noter que 'ensembles(a) poura € ¥ y7 peut
tout de némeétre infini. Un Esultat similaire semble peu plausible avec STLING
(a moins que PSACE soit égalea EXPTIME) a cause de la & TIME-duret de
SAT(S) avecS = {a — ab}. Tester sL.s(a)N3% est fini peut se calculer en temps
polynomial. Le systmesS ci-dessous é&rifie les hypotBses du teoreme 5.4.2:

{a1 — azazay, a1 — az, a1 — @409, a2 — aga4a402},

avecY yr = {ay,as} et¥r = {as, ay} et donc SATE) est dans PSACE.
D’autres classes de logiques dansPREE et caradtristes par des sy&shes
linéairesa droite peuvengtre trouees dans [Dem02, #oeme 8.1].

Probleme ouvert 33. Y-a-t-il un fragment de GF dans P&CE dans lequel on
puisse traduire simplement les logiques S4, S4 aveEpésdogique de Grze-
gorczyk Grz ou la logique de &lel G? O
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5.4.2 Logiques egulieres et temps exponentiel

Dans cette section, on s’gressea caradtriser des logiguesgulieres pour
lesquels le prol@me de satisfaisabiiitest XPTIME-difficile.

Théoreme 5.4.3. [DemO01a, teorme 8.1] SoitS un syseme de STLING sans
pas€ avec: = Yy WYy, S'il existea € ¥y avecau® € Lg(a) ol |ul, k > 1 et
une lettre de, appar@ exactement une fois damsalors SAT(§S) est EXPTIME-
difficile.

Le syseme{a — ab} vérifie trivialement cette prog#té et par consquent la
logique bimodale avec la contrainfe, o R, C R, est EXPTIME-compkte. La
preuve du teoeme 5.4.3 est paeduction du prolime de satisfaisabititglobale
pour la logiqgue modale K [CL94, Hem96] (rotGSAT(K) dans la suite). Une
autre classe de syshesS dans STLING dont SATY) est ExPTIME-difficile est
présenge dans le thoeme 5.4.4 ci-dessous.

Théoreme 5.4.4. [DemO01a, teorme 8.3] SoitS un syseme de STLING sans
pas€ avect. = Yy W X7, S'il existea € ¥y avecau € Lg(a) tel que
— |u| > 2 et toute lettre de. appardét au moins deux fois,
— Ls/(a) ne contient aucun mot de la formulév ou v est un pefixe strict de
uetsS =SU{a— €},
alors SAT() est EXPTIME-difficile.

La preuve est aussi obtenue paduction de GSAT(K). Une cogguence des
théoemes 5.4.3 et 5.4.4 est le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.5. Soit S un syséeme de STLING (sans payscompoé d’'une
unigue egle de la forme — au avecu un mot non vide suE. Alors SAT(S) est
ExPTIME-difficile.

Le theoreme 5.4.3 admet uenon& avec les grammaires éairesa droite.

Théoréme 5.4.6. [Dem01a, tkoreme 8.6] SoitS un syseme de STLIND sans
pas€ avedt = X ypuW Yy, S'il existea € Yyr avecua € Ls(a) etuf'v € Lg(a)
ou

— |u| > 1etk >0,

— v est un pefixe strict deu etk’ > 0,

— une lettre de; apparé exactement une fois,
alors SAT() est ExPTIME-difficile.

La preuve du thoeme 5.4.6 est aussi pa@duction du prolime de satisfaisa-
bilité globale pour la logique modale K. Sdif la logique Eguliere (sans pag$
caracérisee par le sygmeS; = {a — ¢,a — b'a} pouri > 1. Une congquence
du theoeme 5.4.6 est la B> TIME-compEtude de SATK;). En fait, dans le caslp
S est construit sur un alphab&tdeux lettres et est l@airea gauche oa droite,
on peut caraériser la complexé de la logique bimodale.
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Théoreme 5.4.7. [Dem02, tleoreme 7.5] SoitS un syseme dans STLINDJ
STLING sans passtel queX = {a,b}, a € ¥y eta est 'axiome.

() Sia — a- b estuneegle deS pouri > 1, alors SATS) est EXPTIME-
complet.

(1) Si S appartientr STLIND etLgs(a) N X% est fini [resp. infini] alors SATY)
est P®ACE-complet [resp. EPTIME-complet].

Pour \érifier que tous les cas sont t&st on peut remarquer que Sine
contient pas deagle de la forme. — « - b°, S est lintairea droite.

Probleme ouvert 34. Commentétendre le thoeme 5.4.7 pour un alphabgt
fini de taille quelconque? O

5.5 Logigues bimodales et autres variantes

Nous allonstudier dans cette section des logiques bimodales obtenes
tir de logiqgues monomodales en imposant une contrainteld$on de la forme
R, € R, ce qui correspona la egleb — a. Ce type d'inclusion entre rela-
tions est tes commun et on en trouve des exemples dans les logiquesiddomi
giques [HS99], dans les logiques bimodales de prouvalj¥is95] ou dans des
logiques avec approximation de lI'egateur de fermeture transitive [CH96] pour
ne citer que quelques exemples. Certaines de ces logiguiegeslogiques gram-
maticales egulieres mais pas toutes.

Etant donées deux logiques (mono)modales sans ®dss= ({a},C;) et
Ly = ({b},Cs), on peut @&finir une nouvelle logiqué = £, ®c L2 = ({a,b},C)
telle que pour tout magde M = (S, R,, Ry, V), M € C ssi(S,R,,V) € Cy,
<S, R,, V> € CyetR, C Ry.

Combiner de cette facon deux logiques peut ateda complexié. En effet,
la logique K& S5 est la logiqgue modale K avecé@nateur d’'universal [GP92].
SAT(K & S5) est KPTIME-difficile [Spa93a] alors que SAT(K) est P&CE
complet et SAT(S5) est NP-complet [Lad77]. Dans l'artié®m00a], j'aiétudie
de facon sy&matique la complexétde logiques bimodales obtenuegpartir de
logiques modales standard (K, T, B, S4 et S5). De nombresixtat®taient @ja
connus mais dans [Dem00a] j'ai aussi propakes preuves plus uniformes. La
table 5.2 ecapitule les principaweésultats: la comgltude de la classe est asseir
pour tous les proeimes.

— Pourl, € {S4,S5 et L, € {T,B,S4,S5, un algorithme& la Ladner est
préseng dans [Dem00a, section 8}ablissant que le proline de satis-
faisabilitt pour £, &c L, est dans PSACE. La logique bimodale S4+5
dont le probéme de satisfaisabiéitest mont& égala celui pour S5bc S4
dans [Vak90] est donc FFACE-compkte.

— Pourl; € {K,T,B} et £, € {S4,S5, une Eduction de GSATL,) vers
SAT(L, ©c L,) estétablie assurant que SAT{ ©c L) est EXPTIME-
difficile. En effet, GSAT(L,) aét monté ExpPTIME-difficile dans [CL94]
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Dc K T B S4 S5
K | PSPACE | PSPACE | PSPACE | EXPTIME | EXPTIME
T | PSPACE | PSPACE | PSPACE | EXPTIME | EXPTIME
B | PSPACE | PSPACE | PSPACE | EXPTIME | EXPTIME
S4 | PSPACE | PSPACE | PSPACE | PSPACE PSrACE
S5 | PSPACE | PSPACE | PSPACE | PSPACE NP

TAB. 5.2 —Complexié de logiques bimodales avec contrainte d’inclusion

— Pour montrer que pout,, £, € {K,T,B}, on peut utiliser un algorithma
la Ladner. Cependant dans [Dem00a], une traduction venagment de la
logique classique dans PACE a éte effectiee. On peut aussi effectuer une
traduction vers un fragment de PDL(REG) qui est danBACE.

Pourétablir que S5bc S5 est dans NP alors que 85S5 (sans inclusion de
relations) est P&AcE-complet [HM85a], nous utilisons uresultat plus gréral,
brievement écrit ci-dessous.

Deux relations binaire® et R’ sur 'ensembleS sont dites en accord local
ssi pourz € S, soit R(z) C R'(z) soit R'(z) C R(z). Cette condition &t
introduite dans [Gar86] (voir plus dethils dans [DO02]). Nous allons introduire
une classe de logiqgues modales avec un alphdlieains pass telles que deux
relations de n'importe lequel des nidds sont en accord local.

Une logique modal& = (X, C) est une logique avec accord local ssi il existe
un ensemble non vid® = {C,,...,Cy} d'ordres lireaires sul tel que pour
tout moekle M = (S, (Ry)aesx, V), M € C ssi

— poura € ¥, R, est une relation &quivalence,

— pourz € S, il existe Ce O tel que poura,a’ € ¥, a T o implique

Ra<x) - Ra’(x)'
On peut remarquer qu’en effet deux relations de toutémedont en accord local.

Théoréme 5.5.1. [Dem98] SoitL une logique avec accord local est fini sans
pas€). Une formulep de L est satisfaisable sgia un moele dont le cardinal de
I'ensemble deétats est bo@parl + |3 x |¢[*.

Le theoeme 5.5.1 est pro@ven montrant que sM,z = ¢ avecM =
(S, (Ra)aes, V) € C, alors il existeM’ = (S, (R))4ex, V) € C tel queM’, z =
¢ avecS’ C S, |S'| C |¥| x |¢|* et V" est la restrictiora S’ de V. Ainsi, cette
preuve @réeralise le lemme quétablit que toute formule satisfaisable de la logique
S5 a un modle de taille lirgaire [Lad77].

Comme|X| est une constante d&on obtient alors le&sultat de complesét
suivant.

Théoreme 5.5.2. [Dem98] Pour toute logique avec accord local, le peoé de
satisfaisabilié est NP-complet.
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La NP-dureé est bien8r héritte de celle du calcul propositionnel. Ainsi,
soit £ une logique avec accord local dont 'ensemble des ordrésilies est un
singleton.£ a donc un proldme de satisfaisabiitdans NP et par coaguent
SAT(S5@c S5) est NP-complet.

De nombreux @veloppements effedds dans ce chapitre peuvétite geréra-
lisés ou ada@s au caswy. = {ay,as,...} est un ensemble infinishombrable
sans pass Consi@rons cette hypo#tse dans le reste de cette section @mancer
deux sultats de PBrcE-compEtude qui peuvent surprendida vue desasultats
de NP-comptude pecedents.

Soit £°"¢ la logique modale caragtisee par la classe des nuds tel que
chaque relationz, est une relation &quivalence ef?,, C R, sii < j. La
logique L°"¢ peutétre consiéree comme la “limite” des logiques modales avec
accord local (sur un alphabet fini) car@adgee par un unique ordre. Chacune de
ces logiques est dans NP [Dem98]. Esultat surprenant suivanéte établi pour
une classe plusagérale de logiques.

Théoreme 5.5.3. [DemO03] SAT({") est P®ACE-complet.

De méme, soit.* la logique modale caragtisee par la classe des mids tel
que chaque relatioR,, est une relation &quivalence et toutes les relatioRg et
R,, sont en accord local. La logiques!! peutétre consiéree comme la “limite”
des logiques modales avec accord local (sur un alphabetéiragérise par tous
les ordres ligaires sur I'alphabet. Chacune de ces logigues est dans &RJE).
Un autre ésultatétonnant est le suivant.

Théoréme 5.5.4. [Dem03] SAT(*) est P$ACE-complet.

Il esta noter que ni la borne iafieure PBACENi la borne suprieure PSACE
ne sont imnediates. La borne iéfieure est pareduction de QBF tandis que la
borne suprieure est obtenue avec un algorithenéa Ladner. L'uniformié des
preuves dans [Dem03] permet austdblir la P$ACE-compEtude de logiques
introduites dans [Gar86, Nak93] et maes par la moglisation du raisonnement
en pesence d’information incomgile.
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Chapitre 6

Bilan et perspectives

Les travaux pesengés dans les chapitres 2—®dlinent I'approche logique
pour I'analyse de sy8tnes informatiques lorsque les pra@tesa \erifier ont un
carackre qualitatif et quantitatif. Les syshes de transition obtenus aprune
phase de maglisation peuveritre issus de does semi-structées [ABS00], de
systmes complexes admettant une mlahtion sous forme de syshesa comp-
teurs [EFM99] ou encore de programmes avec un nombre #tats [BBF 01].
Sans néme compter les travaux noetdilles dans ce Bmoire (voir par exemple
la section 1.4), la diversgtdes formalismestudis ou introduitsémoigne de mes
divers inéréts. En bref, mes #imes de recherche incluent

1. l'analyse du cot algorithmique des probimes de model-checking et sa-
tisfaisabili& pour des logiques temporelles du tempédine (voir les cha-
pitres 2 et 3),

2. I'approche par automates pour des extensions de LTL lgaihapitre 3 et
la section 2.5),

3. laresolution de contraintes degularié sur des graphes (voir les chapitres 4
eth),

4. la \erification de contraintes de Presburger dans desrmest de transition
(voir le chapitre 3 et la section 4.2).

On peut aussi rappeler que I'expres@udtune logique pour la gestion dynamique
de politique d’actions DLP est anaBes dans la section 4.3 alors que &idition
d’'un probEme de confile pour des systmes physiques admettant des comporte-
ments Zeno est introduit dans la section 2.5.

En ce qui concerne les perspectives de recherche que pgavid y a tout
d’abord des directions de rechercbeoqlees dans le corps du document et qui
me semblent iriressantes de poursuivre (voir aussi les gnuolgls ouvertévoqles
dans le @moire). Par exemple, dans le chapitre 3, je souhaite peuedes points
suivants:

— étudier les logiques temporelles avec sysés de contrainted base de
chdnes de caraetes,

— définir les extensions arborescentes pour lesquelles ldgnabde model-
checking demeureéatidable (voir par exemple [BG06]),
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— déterminer davantage de fragments de logiques temporgeted’'apérateur
“freeze” qui soient écidables.

De nmeme, en rapport avec la section 4.2, la conception de fosmas logiques
interpétes sur les arbres finis qui admettent des contraintes deuPgeslet des
contraintes deégularié tout en ayant de bonnes praggs algorithmiques me
pardt une question prometteuse. Par ailleurs,ddfication de systmesa comp-
teurs avec des pro@es arborescentes dans le but @gifier par exemple des
protocoles de communication [EFM99] ou des programmes saeables de
pointeur [BBH"06, BFLS06] demeure une direction que je souhaite poumsuivr
En effet, néme si ce ramoire ne traite que és peu des logiques temporelles
du temps arborescent, dans I'articecent [DFGvDO06] nous avons revisiter-
tains Esultats tboriquesa I'origine de I'outil FAST [BFLO4] en introduisant une
extension de la logique temporelle CTdlans laquelle les formules atomiques ca-
raceérisent des ensembles de configuratioeBnissables dans l'arithetique de
Presburger. Nous avons ainsi congu une sous-classe denggtcompteurs pour
laguelle le model-checking est non seulemestidable mais aussifinissable
dans l'arithnétique de Presburger, voir aussi [BDRO03]. De facon pleierale,

la question de I'extension des techniques du chapitre 3 suad®rescent reste
ouverte.

Comme nous l'avons vu, I'approche logique pour &ification de sygtmes
informatiques est non seulement @iédrme mais elle peut aussi toucher des
systmes aussi divers que les protocoles cryptographiqueE}ou les systmes
temps-eel [Lar05]. Parmi les axes de recherche sur lesquels jeageumettre
I'accent ici figurent [etude de formalismes logiques pouésfier des propétes
sur les donaes semi-structées avec application aux da¥es circulant sur le Web
et la \erification de systmes logiciels avec gestion dynamique de kmoire.
Le premier point touche directemeat’approche suivie dans la section 4.2. Par
exemple, on ne sait pas quelles interactions entre lesaintées de &gularie et
de Presburger conduisentindécidabilie. Plus @réralement, d’autres questions
connexes se posent en particuli€&els aux typages des d@es [BCT04] ou aux
applications Web [DSV04] et ce sont des pkrbkes qui pourraientééficier
d’'une approche logique. Le second point, plus nouveau pair consistea
déevelopper des langages formels dédfication qui allient une composante tem-
porelle liéea I'exécution du sygtme et une composante progrda gestion de
la mémoire (voir par exemple [YRSWO03]). Pour cette deraicomposante, le
souhait est de tirer profit des travaux sur la logigépasante [Rey02]. Eme si
I'approche logique n’est pas en soi nouvelle (voir par edenfAL [JIJKS97],
TVLA [LASO00Q] ou la logique d’aliasing de [BIL04]), le &fi principal ici consiste
a concevoir un langage de égification concernant l'allocation dynamique de
la mémoire qui admette des techniques algorithmiques efficadesse d’abs-
traction par exemple. De premiergsultats dans cette direction sonégenés
dans [BDLO7].
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