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– Nicole Bidoit, professeurèa l’Universit́e de Paris 11 (examinatrice),
– Patrick Blackburn, directeur de recherche INRIA, LORIA, Nancy (exami-

nateur),
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1.1 Śecurit́e des syst̀emes informatiques . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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4.1 Contraintes de chemin et données semi-structurées . . . . . . . . 74

4.1.1 Classes de contraintes de chemin . . . . . . . . . . . . . . 74
4.1.2 Logique des cheminsPDLpath . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.1.3 Complexit́e des probl̀emes logiques . . . . . . . . . . . . 80
4.1.4 Complexit́e des probl̀emes de chemins . . . . . . . . . . . 81

4.2 Contraintes de Presburger et de régularit́e . . . . . . . . . . . . . 83
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Chapitre 1

Introduction

Ce ḿemoire pŕesente une sélection de travaux effectués entre 1996 et 2006
avec une pŕedominance pour la période 2000–2006.

1.1 Śecurité des syst̀emes informatiques

L’omniprésence des systèmes informatiques aujourd’hui et leurémergence ces
dernìeres d́ecennies ont ńecessit́e la cŕeation de nouveaux champs d’investigation
scientifiques qui tiennent compte de la diversité de ces systèmes et des enjeux
qu’ils repŕesentent. Un système informatique a pour but de traiter, stocker, ache-
miner ou pŕesenter de l’information. Ce que la sociét́e attend de ces systèmes est
simplement qu’ils fonctionnent correctement (donc qu’ilsremplissent les tâches
pour lesquelles ils ont́et́e conçus) et qu’ils assurent toutes les garanties de sécurit́e,
une erreur pouvant̂etre fatale. L’activit́e scientifique pour laquelle ces systèmes
sont l’objet d’́etude ńecessitèa la fois un travail de mod́elisation mais aussi l’é-
laboration de ḿethodes pour répondre aux questions les plus fondamentales. Une
des difficult́es est probablement de découvrir des lois ǵeńerales qui ŕesistent au
rythme soutenu de l’évolution de ces systèmes. Par exemple, le développement
des applications Web ou encore les intrusions hostiles dansles syst̀emes informa-
tiques pourraient̂etre ŕegis par des lois communes dans un cadre uniforme, ce qui
faciliterait alors leur analyse. Avec l’approche logique poursuivie dans ce travail
et que nous d́etaillerons dans la suite, l’espoir est de pouvoir valider formellement
les ḿethodes utiliśees et de mesurer leurs limites, tout en résistant̀a l’épreuve du
temps.

Comme les systèmes informatiques sont d’une diversité redoutable puisqu’ils
comprennent p̂ele-m̂ele les syst̀emes logiciels, les cartes̀a puce, les protocoles
cryptographiques, les systèmes embarqúes, les applications Web, les systèmes
d”imagerie ḿedicale etc., la sṕecification de leur fonctionnement correct fait appel
à des concepts très varíes. La phase de modélisation est souvent l’occasion cepen-
dant de d́egager les lignes communes. Dans un environnement hostile comme le
Web, il s’agit par exemple de garantir l’intégrit́e et la confidentialit́e de l’informa-
tion ou encore le respect de la vie privée, encore faut-il savoir ce que ces notions
recouvrent exactement. Il arrive aussi que la vulnérabilit́e d’un syst̀eme provienne
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de la mauvaise programmation d’une application et alors il faut être capable de
détecter les erreurs intrinsèques comme par exemple la possibilité d’écrire de
donńees en dehors de la zone mémoire alloúee. Une telle erreur peut entraı̂ner
l’arrêt inopińe d’un syst̀eme critique provoquant des dégats consid́erables. Il faut
aussi s’assurer que le système n’a pas d’erreur fonctionnelle ou qu’il garantisse
une interaction constante avec les utilisateurs comme c’est le cas dans les systèmes
d’exploitation. Evidemment cette diversité des syst̀emes et des propriét́esà vérifier
s’accompagnent d’une diversité des mod́elisations et des ḿethodes formelles de
vérification.

1.2 Une ḿethode formelle de v́erification

L’approche par model-checking de la vérification formelle de systèmes infor-
matiques passe par une phase de modélisation durant laquelle le système et ses
comportements sont modélisés en termes de structures mathématiques qui seront
ensuite l’objet de l’analyse. Classiquement, un programmepeut être repŕesent́e
comme un graphe,́eventuellement infini, dont les noeuds contiennent des in-
formations sur l’́etat des registres par exemple. De même, le Web est souvent
repŕesent́e comme un graphe fini dans lequel les transitions correspondent à des
liens hypertextes et les noeudsà des pages. Une représentation graphique est aussi
utilisée pour mod́eliser lesétats de connaissance d’agents dans un système dis-
tribué. Ainsi, la mod́elisation permet de d́efinir une structure relationnelle (un
graphe en ǵeńeral) qui repŕesente certains aspects du système et de ses comporte-
ments. Cette représentation n’est en géńeral pas complète puisqu’elle est souvent
élaboŕee apr̀es diverses phases d’abstraction et de simplification.

Une fois le graphe d́efini, il s’agit de d́eterminer s’il v́erifie certaines pro-
priét́es à l’aide de ḿethodes ǵeńeriques. Par exemple, la question d’accessibi-
lit é entre deux noeuds du graphe est un problème central pour la v́erification
formelle de programmes et de nombreuses questions apparemment plus com-
plexes se ram̀enent souvent̀a une śerie de questions d’accessibilité. L’introduc-
tion d’une logique pour v́erifier ces propríet́es permet̀a la fois d’avoir un lan-
gage formel de sṕecification qui ne souffre d’aucune ambiguı̈té et de d́evelopper
des ḿethodes ǵeńeriques pour une classe géńeralement infinie de propriét́es à
vérifier. De plus, et ce n’est pas le moindre des atouts, les techniquesà mettre
en place pour v́erifier les propríet́es exprimables dans la logique peuvent faire
compĺetement abstraction du domaine d’application du système informatique ini-
tial, ce qui ŕepond au souci de géńeralit́e souligńe plus haut. Finalement, des ques-
tions plus ǵeńerales que la simple vérification d’un syst̀eme,à savoir l’implication
de propríet́es peuvent̂etre aussi envisagées dans l’́etude. Cette approche logique et
formelle de la v́erification garantit l’obtention de preuves mathématiques de cor-
rection lorsque cela est théoriquement possible, voir par exemple des applications
pour les syst̀emes ŕeactifs [Sch04], les protocoles cryptographiques [Gou02]ou
encore les systèmes temps-réel [Lar05].

La nature des propriét́esà vérifier guide le choix de la logiquèa consid́erer.
La logique classique du premier ordre qui a un problème de satisfaisabilité in-
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décidable [Chu36] ou la logique du second-ordre qui a un problème de model-
checking PSPACE-complet (avec une structure finie en entrée) sont souvent des
candidates śerieuses mais il est bon de se demander si ces langages puissants sont
vraiment adapt́es aux probl̀emes particuliers. En effet, dans le but le réduire le
coût algorithmique de la phase de vérification, on peut pŕeférer une logique plus
sṕecifique qui allièa la fois la ǵeńeralit́e à un côut algorithmique moindre. Il s’agit
ici de faire un bon compromis entre l’expressivité, la concision et la complexité,
question classique au coeur de mon travail. Ainsi, pour quantifier sur des che-
mins dans un graphe il est préférable d’utiliser des logiques temporelles, voir par
exemple [BBF+01] alors que pour quantifier seulement sur des noeuds succes-
seurs, les logiques modales peuvent suffire [BdRV01] grâceà la notion de localit́e
très pŕesente dans leur sémantique.

Cette vision idyllique de la place des formalismes logiquespour la v́erification
des syst̀emes informatiques, confortée aussi par [HHI+01], s’oppose non seule-
mentà la complexit́e intrins̀eque de la description des systèmes mais aussi au coût
algorithmique des problèmes de d́ecision associés directement̀a la v́erification.
Ces questions de complexité jalonnent mon travail. De plus, lorsque le modèle
à vérifier est infini, la ńecessit́e d’avoir une repŕesentation symbolique des en-
sembles infinis de configurations ajoute un paramètre suppĺementaire dans le choix
du formalisme logique.

Venons-en donc̀a des aspects plus concrets. Tout d’abord, une grande partie
des chapitres 2 et 3 a pour fondement l’article [Pnu84] dans lequel A. Pnueli a
introduit la logique temporelle comme langage de spécifications formelles pour
la vérification de syst̀emes ŕeactifs. Evidemment, les logiques temporelles exis-
taient bien avant (voir par exemple les ouvrages de référence [Pri57, Pri67, Gab76,
RU71, PF77]) mais n’étaient pas appliqúees et conçues avec ce but détermińe. De
même, les travaux de M. Vardi et P. Wolper [VW94] qui raffinent l’approche par
automates de R. B̈uchi [Büc62] aux formules de la logique temporelle du temps
linéaire LTL seront̀a la base de nombreuses de nos extensions. Le raffinement
dont il est question ici concerne principalement l’obtention des bornes optimales
de complexit́e de [SC85].

1.3 Contenu du document

Dans les chapitres 2–5, il est question de décidabilit́e, complexit́e algorith-
mique et expressivité avec pour motivations la vérification de syst̀emes mod́elisés
comme des graphes finis et des systèmes̀a compteurs. Les aspects liésà la mod́eli-
sation comme son adéquation avec les problèmes logiques seront peu abordés. Par
contre, mon travail qui s’attaque aux fondements de l’approche logique suit deux
directions principales: l’analyse de la complexité des probl̀emes de v́erification
et la d́etermination des limites pour la vérification automatique (d́ecidabilit́e). De
nouveaux formalismes logiques seront parfois aussi introduits. La description suc-
cincte de chaque chapitre est faite dans les sous-sectionsà venir en pŕecisant les
collaborateurs avec lesquels ces travaux ontét́e meńes.
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La section 1.4 pŕesente les principales familles de travaux que j’ai menés et
qui n’ont pas leur place dans les chapitres 2–5. Il s’agit de travaux couvrant prin-
cipalement la ṕeriode 1996–2002.

Le document ne contient pratiquement pas de preuve et le lecteur est renvoýe
aux documents originaux. Lorsqu’un résultat est original, une preuve est alors
fournie mais ce cas de figure demeure rare. Dans le document, l’attention du lec-
teur est attiŕee sur certains problèmes ouverts qui suscitent mon intér̂et et j’esp̀ere
celui du lecteur.

1.3.1 Varia autour de LTL

La logique temporelle du temps linéaire LTL [SC85] est un des formalismes
les plus utiliśes pour sṕecifier les comportements de systèmes ŕeactifs. Le cha-
pitre 2 traite principalement des réponses aux questions suivantes.

– Pour quels fragments de LTL les problèmes de model-checking et de satis-
faisabilit́e permettent de réduire la complexit́e dans le pire des cas?

– Quel extension minimale de LTL avec un opérateur d́efini à partir d’un lan-
gage hors-contexte a un problème de model-checking indécidable?

– Quelle est la complexité du probl̀eme de model-checking pour LTL lorsque
le syst̀emeà vérifier est un produit de sous-systèmes dans le sens de Downey
et Fellows avec le nombre de sous-systèmes comme param̀etre?

– Quelles techniques avec automates pour LTL s’étendent au cas où les mo-
dèles sont de longueur supérieureàω et permettent de caractériser la com-
plexité?

Collaborateurs: François Laroussinie (LSV, Cachan), David Nowak (Tokyo Uni-
versity), Philippe Schnoebelen (LSV, Cachan)

1.3.2 V́erification de propri étés qualitatives et quantitatives

Le chapitre 3 s’int́eresse principalement aux extensions de LTL où les va-
riables propositionnelles sont raffinées en des contraintes interprét́ees pour un
domaine concret (entiers, réels, châınes de caractères, etc.). Dans ce chapitre de
synth̀ese, les questions suivantes sont abordées.

– Quelles extensions produisent des problèmes ind́ecidables?
– Comment́etendre la technique de Vardi et Wolper pour tenir compte de ces

nouvelles formules atomiques?
– Quand l’ajout de l’oṕerateur “freeze” conduit̀a des probl̀emes ind́ecidables?
– Quels sont les fragments de LTL avec contraintes de Presburger qui soient

décidables?

Collaborateurs: Deepak D’Souza (IISC, Bangalore), Régis Gascon (LSV, Ca-
chan), Ranko Lazić (Warwick University), David Nowak (Tokyo Univer-
sity).
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1.3.3 Contraintes de ŕegularité

Le chapitre 4 est d́edíe à des formalismes logiques qui permettent d’exprimer
des contraintes de régularit́e sur des graphes provenant de systèmes divers. Les
questions suivantes sont abordées.

– Quel est le côut algorithmique des problèmes de contraintes de chemin pour
les donńees semi-structurées?

– Quelles logiques avec contraintes de régularit́e et de Presburger sont dans
PSPACE lorsque les mod̀eles sont les structures arborescentes issues de do-
cuments XML?

– Pourquoi la gestion dynamique de politiques dans des logiques de la per-
mission peut se traduire dans la logique PDL construite sur des termes de
programmes ŕeguliers?

Collaborateurs: Natasha Alechina (University of Nottinghman) Denis Lugiez
(LIF, Marseille), Maarten de Rijke (University of Amsterdam)

1.3.4 Complexit́e des logiques modales grammaticales

Le chapitre 5 s’int́eressèa la classe des logiques modales grammaticales qui
capture de tr̀es nombreuses logiques présentes dans la littératureà divers titres
(logiques terminologiques, logiques temporelles, logiquesépist́emiques etc.). Des
réponses aux questions suivantes sont abordées dans ce chapitre de synthèse.

– Comment traduire une logique modale vers le fragment gardé GF de la lo-
gique classique alors que la classe des modèles de la logique n’est pas ex-
primable dans GF?

– Comment caractériser la complexit́e des logiques modales grammaticales
en fonction des langages géńeŕes par les sch́emas d’axiomes?

– Pourquoi de nombreuses logiques modales admettent facilement des calculs
analytiques?

Collaborateur: Hans de Nivelle (Max-Planck Institut für Informatik, Saarbr̈ucken).

1.4 Autres travaux

Il y a des travaux meńes durant la ṕeriode 1996–2006 qui ne vont pasêtre
présent́es dans les chapitres suivants. Voici brièvement un aperçu de leur contenu
qui est davantage orienté vers la d́emonstration automatique.

1.4.1 Proćedures de d́ecision avec des calculs analytiques

Les calculs par tableaux permettent souvent de concevoir des proćedures de
décision pour les logiques modales et temporelles [Gor99]. Pendant la ṕeriode
1996–2000, je me suis intéresśe à l’élaboration de calculs qui non seulement sont
complets pour les logiques correspondantes (un minimum) mais qui permettent
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aussi de d́efinir des proćedures de d́ecision qui soient optimales par rapportà la
complexit́e dans le pire de cas.

– Dans [Dem96b], un système de preuves par tableaux pour la logique mo-
dale de l’ailleurs [Seg81] áet́e d́efini et une borne supérieure de complexité
NP a ét́e établie. De plus, j’ai montré comment de nombreuses logiques
multivaluées admettent une traduction simple vers cette logique [Dem00c].

– Dans [BD97], nous avons défini des calculs par tableaux avec décoration des
formules pour des logiques enrichies de l’opérateur de diff́erence [dR92].
Des proćedures de d́ecision en temps exponentiel ontét́e pŕesent́ees (borne
optimale dans le pire des cas) et les décorations sur les formules ont permis
comme c’est souvent le cas pour ce type de calcul de contrôler l’application
des r̀egles d’inf́erence.

Collaborateur: Philippe Balbiani (IRIT, Toulouse).

– Dans [Dem99b], des calculs de séquents complets pour des logiques tem-
porelles hybrides ont́et́e d́efinis [Bla93]. Ces logiques admettent des no-
minaux ainsi que des opérateurs de passé et de futur. En fait, ces résultats
s’appliquent̀a la large classe de logiques dont les modèles sont d́efinissables
dans la classe de formulesΠ2 de la logique classique. Dans ces calculs,
les nominaux sont utiliśes comme deśetiquettes ce qui permet d’interna-
liser la d́eduction, une propriét́e partaǵee avec [Bla00a]. Par exemple, les
contraintes sur les relations d’accessibilité s’expriment simplement par des
règles et nos d́efinitions sont uniformes. Ce travail démontre aussi que l’ob-
tention de la complétude n’est pas vraiment difficile (voir aussi [Tza99]).

– Dans [Dem02], j’ai d́efini des calculs de séquents pour la classe des logiques
modales grammaticales linéairesà droite (cf. le chapitre 5) et́etabli une
borne de complexité EXPTIME par analyse des calculs. De plus, une borne
PSPACEaét́e obtenue par des moyens purement syntaxiques pour une large
sous-classe de telles logiques.

1.4.2 Calculs de śequents ǵenéralisés

“Display Logic” (DL) [Bel82] est un cadre th́eorique ǵeńeral pour d́efinir des
calculs òu les śequents sont des paires d’objets complexes avec des opérateurs
structurels supplémentaires. Dans les calculs de séquents standard le seul opérateur
structurel est la virgule. Des calculs de ce type pour les logiques modales usuelles
ont ét́e d́efinies dans [Wan94, Wan98]. Par ailleurs, un article central [Kra96] ca-
ract́erise les conditions pour qu’une logique modale puisseêtre captuŕee dans le
cadre de Belnap/Wansing en transformant les axiomes modauxen r̀egles struc-
turelles. Les ŕesultats dans [Kra96]́etablissent une réduction syst́ematique des
axiomes vers les règles et une propriét́e capitale des calculs obtenus est l’élimina-
tion de la r̀egle de coupure.

De nombreuses logiqueséchappent cependant au cadre fixé dans [Kra96] et
parmi elles les logiques modales du second ordre G (logique introduite par K.
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Gödel [Göd33]) et Grz (logique introduite par A. Grzegorczyk [Grz69]). Ces
formalismes sont connus pour admettre des interprétations remarquables dans
l’arithmétique (voir par exemple [Sol76, Boo93]). Cela semble contredire le fait
que (DL) soit un cadre plus géńeral que celui des séquents standard. Cependant,
nous avons montré dans [DG02b] qu’en affaiblissant lèg̀erement les conditions
de [Kra96], on peut d́efinir des calculs̀a la (DL) pour G et Grz. En fait, nous
avons identifíe une classe de logiques de la prouvabilité (incluant G et Grz) pour
lesquelles unéequivalence inattendue existe entre une propriét́e d’élimination des
coupures dans ces calculs et la correction d’une traductionentre une logique de la
prouvabilit́e et sa logique modale sous-jacente. Cela nous permet par exemple de
définir des traductions entre Grz et S4.

Nous avons aussi défini des calculs dans (DL) pour des logiques temporelles
hybrides [DG02a] et pour des logiquesépist́emiques [DG00c].

Collaborateur: Rajeev Goré (Australian National University, Canberra).

1.4.3 Logiques pour l’information incomplète

Les logiques pour l’information incomplète forment une classe de logiques
modales avec des spécificités qui rendent quelquefois leur analyse difficile avec
seulement les techniques usuelles des logiques modales [BdRV01]. La monogra-
phie [DO02] co-́ecrite avec E. Orłowska constitue la première tentative pour ex-
poser les fondements de ces logiques dans un cadre uniforme (voir une analyse de
ce livre dans [J̈ar06]). Elle contient aussi bien des résultats de complexité que la
définition de syst̀emes de preuve complets. De plus, des résultats orginaux y sont
présent́es mais on y trouve aussi des résultats publíes par ailleurs sur des questions

– de d́ecidabilit́e [Dem96c, Dem96a, DK98, Dem98],
– de complexit́e [Dem97b, Dem99a],
– de traduction vers des formalismes plus standard [DK98, DG00a, DG00b,

Dem01b],
– d’axiomatisation [Dem97a, DO98, Dem99a].

Diff érents ŕesultats de complexité pour ces logiques ne figurant pas dans cette
monographie ont́et́e publíes apr̀es la parution de [DO02].

– La logique SIM introduite dans [Kon98] est montrée EXPTIME-compl̀ete
dans [DS02a] en utilisant des techniquesà base d’automates de Büchi sur
les arbres. Avec une technique analogue, une extension de lalogique NIL
introduite dans [DO07] est aussi montrée EXPTIME-compl̀ete.

– La logique DALLA [Gar86] et la logique LGM [Nak93] sont montrées
PSPACE-compl̀etes dans [Dem03] eńetablissant un résultat de complexité
plus ǵeńeral pour une large classe de logiques multimodales et celaà partir
d’un algorithmeà la Ladner [Lad77] qui n’est pas sans rappeler les algo-
rithmes de test de vacuité pour les automates d’arbres. D’autres logiques
sont prouv́ees dans PSPACE dans [DS00].

– La logique NIL [Vak87] est prouv́ee PSPACE-compl̀ete dans [Dem00b].
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Collaborateurs: Dov Gabbay (King’s College, London), Beata Konikowska (Ins-
titute of Computer Science, PAS, Varsovie) Ewa Orłowska (Institute of Te-
lecommunications, Varsovie), Ulrike Sattler (Universityof Manchester), Ja-
rosław Stepaniuk (Białystok University of Technology, Białystok), Dimiter
Vakarelov (Sofia University).
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Chapitre 2

Varia autour de LTL

Ce chapitre est construit sur la base de [DS02b, DLS06, DN07]. Il a pour
objet l’étude de problèmes relatifs̀a la logique temporelle du temps linéaire LTL
qui est tr̀es utiliśee pour la sṕecification et v́erification de programmes, voir par
exemple [BBF+01].

De façon sch́ematique, je me suis intéresśe aux probl̀emes suivants:
– complexit́e du model-checking et du problème de satisfaisabilité pour des

fragments syntaxiques de LTL [DS02b],
– décidabilit́e d’extension de LTL avec un unique opérateur hors-contexte,
– complexit́e paraḿetŕee du model-checking symbolique pour des logiques

temporelles incluant LTL [DLS06],
– complexit́e d’extensions de LTL avec des modèles de longueur supérieureà
ω [DN07].

2.1 Logique temporelle du temps lińeaire LTL

Dans cette section, nous commençons par rappeler quelquesdéfinitions de
baseà propos de LTL avant d’aborder les questions que nous avonsétudíees. Les
formules de LTL sont construites̀a partir de la grammaire abstraite suivante:

φ ::= pi | ¬φ | φ ∧ ψ | φ ∨ ψ | Xφ | Fφ | φUψ

où PROP = {p1, p2, . . .} est un ensemble infini dénombrable de variables propo-
sitionnelles. On note LTLkn(H1,H2, . . .) le fragment de LTL restreint

– aux oṕerateurs temporelsH1,H2, . . .,
– aux formules de hauteur temporelle au plusk ≥ 0,
– avec au plusn ≥ 1 variables propositionnelles.

La temporelle hauteur d’une formule est le nombre maximal d’opérateurs tempo-
rels embôıtés. Par exempleht((XXp) ∨ (pU¬q)) = 2. De m̂eme, LTL2ω(F) dénote
l’ensemble des formules de LTL de hauteur temporelle au plus2 construites avec
le seul oṕerateur temporelF. |φ| dénote la taille de la formuleφ vue comme une
châıne de caractères. Cette notation sera aussi utilisée pour les autres formalismes
logiques.
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Un mod̀ele pour LTL est une śequence infinieσ : N → P(PROP), c’est-̀a-
dire un mot infini deP(PROP)ω. Étant donńes un mod̀eleσ, i ∈ N et une formule
φ, on d́efinit par induction la relation de satisfaction:

– σ, i |= p
def
⇔ p ∈ σ(i),

– σ, i |= ¬φ
def
⇔ σ, i 6|= φ (∨ et∧ ont leur śemantique usuelle),

– σ, i |= Xφ
def
⇔ σ, i+ 1 |= φ,

– σ, i |= Fφ
def
⇔ il existej ≥ i tel queσ, j |= φ,

– σ, i |= φUψ
def
⇔ il existe j ≥ i tel queσ, j |= ψ et pouri ≤ k < j, on a

σ, k |= φ.
On noteσ |= φ pourσ, 0 |= φ. L’ensemble des modèles deφ, not́e Mod(φ),

est{σ ∈ P(PROP)ω : σ |= φ}. Une formuleφ estsatisfaisable(pour LTL)
def
⇔

Mod(φ) 6= ∅. Le probl̀eme de la satisfaisabilité pour LTL, not́e SAT(LTL), est le
suivant.
entrée: une formuleφ de LTL,
question: est-ce qu’il existe un mod̀eleσ tel queσ |= φ?

Rappelons maintenant une version existentielle du problème de model-checking.
Une structure de KripkeM = 〈S,R, V 〉 est compośee

– d’un ensemble non-vide d’étatsS,
– d’une relation binaireR ⊆ S × S,
– d’une fonction d’interpŕetationV : S → P(PROP) (une valuation).

M est un graphe dont une interprétation du calcul propositionnel est associé à
chaqueétat. Un chemin deM est une śequenceq0q1 . . . (finie ou infinie) telle
queqiRqi+1 pouri ≥ 0. On noteChemins(M, q0) l’ensemble des chemins infinis
deM commençant parq0. Par abus de langage, on note aussiChemins(M, q0)
l’ensemble des chemins infinis commençant parq0 sur l’alphabetP(PROP)ω. La
premìere lettre de chacun de ces chemins est doncV (q0).

Le probl̀eme du model-checking pour LTL, noté MC∃(LTL), est le suivant:
entrée: une formule de LTLφ, une structure de Kripke finie et totale (pourx ∈ S,

il existey ∈ S tel que〈x, y〉 ∈ R)M et q0 ∈ S,
question: est-ce qu’il existe un chemin infiniσ commençant parq0 tel queσ |= φ

(not́eM, q0 |=∃ φ)?
Dans l’́enonće du probl̀eme ci-dessus, on suppose que le domaine de la fonc-

tion d’interpŕetationV dansM est restreint aux propositions atomiques apparais-
sant dansφ. La taille d’une structure finie〈S,R, V 〉 est card(S) + card(R) +
Σx∈Scard(V (x)). On aM, q0 |=∃ φ ssiChemins(M, q0) ∩ Mod(φ) 6= ∅. Cette
définition est duale de la définition habituellement utiliśee en v́erification òu une
quantification universelle est utilisée.

La proposition 2.1.1́enonce un ŕesultat central entre les formules de LTL et
les automates de B̈uchi qui permet d’obtenir des résultats de complexité optimaux.
Cette approche par automate seraétendue dans la section 2.5 et dans le chapitre 3.

Proposition 2.1.1. [VW94] Pour chaque formule de LTL, il existe un automate
de BüchiAφ tel que

1. L(Aφ) = Mod(φ),
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2. |Aφ| est en2O(|φ|),
3. Aφ se calcule en espace polynomial en|φ|.

Dans la proposition 2.1.1 ci-dessus, on se restreint aux variables proposition-
nelles apparaissant dans la formuleφ.

Théorème 2.1.2. [SC85] Les probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité
pour LTL sont PSPACE-complets.

2.2 Complexit́e de fragments de LTL

Malgré la complexit́e th́eorique du probl̀eme de model-checking de LTL, en
pratique la v́erification avec LTL demeure possible. Dans [DS02b], nous avons
consid́eŕe des fragments de LTL et analysé leur complexit́e pour les probl̀emes
de model-checking et de satisfaisabilité. Ces fragments sont construits en re-
streignant le nombre de variables propositionnelles, la hauteur temporelle et les
opérateurs temporels parmiX, F, U et l’opérateur platUp. Ce dernier oṕerateur
est en fait une restriction deU pour laquelle le premier argument est une for-
mule du calcul propositionnel. Cet opérateur áet́e utilisé par exemple dans les
travaux [Dam99, CC00].

La prise en compte de tels fragments prend tout son sens lorsque l’on sait
que pour les applications pratiques, la hauteur temporelledes propríet́es v́erifiées
dépasse rarement 3 (par exemple pour une propriét́e d’équit́e). La restrictioǹa un
nombre fini de variables est assez commune [Hal95, DG06] et permet en ǵeńeral
de d́eceler des sauts de complexité lorsque ce n’est pas des sauts de décidabilit́e.

Les ŕesultats que nous avons obtenus dans le papier [DS02b] sont reproduits
dans la figure 2.1 avec des références aux résultats existant avant notreétude. Le
symboleU? estU ou Up. L’extension de ces résultats avec oṕerateurs de passé est
faite dans [Mar03a].

Ce qui est marquant de prime abord dans ce résuḿe ŕeside dans le fait que
peu de fragments intéressants permettent vraiment de décrôıtre la complexit́e.
Par ailleurs, m̂eme si le tableau semble assez complet au regard de nos critères
d’analyse (le nombre de variables propositionnelles, la hauteur temporelle et les
opérateurs temporels), la question suivante reste ouverte.

Problème ouvert 1. Quelle est la complexité du model-checking pour les frag-
mentsLTLω1 (F) etLTLω1 (U)? La NLOGSPACE-duret́e et la borne suṕerieure PTIME

sont d́ejà connues. Une question analogue se pose pour la satisfaisabilit é. ©

Il y a une autre question ouverte en relation avec le problème ouvert 1 (voir par
exemple [DS02b, Problème ouvert 4.1]) d’une portée plus int́eressante. Si un che-
min est une śequence finie de valuations ou une séquence ultimement périodique
de la formeuvω où u et v sont des mots finis, quel est le coût algorithmique pour
vérifier si une formule de LTL est satisfaite sur un tel chemin?Le probl̀eme est
clairement dans PTIME mais on ignore si le problème est dans NLOGSPACE ou
PTIME-difficile.
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n− 1, k < ω Model-checking Satisfaisabilité

L(. . .)
LTL0

n(. . .) LOGSPACE LOGSPACE

LTL0
ω(. . .) LOGSPACE [Lyn77] NP-complet [Coo71]

L(F)

LTL(F) NP-complet [SC85] NP-complet [NO80]
LTL1

ω(F) NP-complet NP-complet
LTLω2 (F) NP-complet NP-complet
LTLω1 (F) dans PTIME, NLOGSPACE-difficile dans PTIME

LTLk+1
n (F) NLOGSPACE-complet LOGSPACE

L(U?)

LTL(U?) PSPACE-complet [SC85] PSPACE-complet [SC85, HR83]
LTL2

ω(U?) PSPACE-complet PSPACE-complet
LTL1

ω(U?) NP-complet NP-complet
LTLω2 (U?) PSPACE-complet PSPACE-complet
LTLω1 (U?) dans PTIME, NLOGSPACE-difficile dans PTIME

LTL1+k
n (U?) NLOGSPACE-complet LOGSPACE

L(X)
LTL(X) NP-complet NP-complet
LTLkω(X) LOGSPACE NP-complet
LTLω1 (X) NP-complet NP-complet
LTLkn(X) LOGSPACE LOGSPACE

L(F, X)

LTL(F, X) PSPACE-complet [SC85] PSPACE-complet [SC85, HR83]
LTL2+k

ω (F, X) NP-complet PSPACE-complet [Har85, Spa93a]
LTL1

ω(F, X) NP-complet NP-complet
LTLω1 (F, X) PSPACE-complet PSPACE-complet
LTL1+k

n (F, X) NLOGSPACE-complet LOGSPACE

L(U?, X)

LTL(U?, X) PSPACE-complet [SC85] PSPACE-complet [SC85, HR83]
LTL2

ω(U?, X) PSPACE-complet PSPACE-complet [Har85, Spa93a]
LTL1

ω(U?, X) NP-complet NP-complet
LTLω1 (U?, X) PSPACE-complet PSPACE-complet
LTL1+k

n (U?, X) NLOGSPACE-complet LOGSPACE

FIG. 2.1 –Complexit́e des fragments de LTL
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q0

q1

{p}{p}, {}

FIG. 2.2 –Automate de B̈uchi sur l’alphabet{{p}, {}}.

Problème ouvert 2. Quelle est la complexité du model-checking d’un chemin
avec LTL? ©

La complexit́e du probl̀eme du model-checking de chemins pour différents
modes de représentation des chemins (pas simplement en extension comme dans
le probl̀eme ouvert 2) et pour différentes logiques (pas seulement LTL) aét́e
étudíee dans [MS03] (voir aussi [MS06]). Une question analogue est pośee dans [MW04]
pour un fragment de LTL qui par ailleurs est dans NP malgré la pŕesence des
opérateursX etF.

2.3 LTL avec oṕerateurs temporels hors-contexte

D’après le th́eor̀eme de Kamp [Kam68], LTL avec passé poss̀ede le m̂eme
pouvoir d’expression que la logique du premier ordreà un successeur. Cependant,
il existe des propríet́es assez simples que nous aimerions exprimer qui ne peuvent
l’ être avec LTL.

Proposition 2.3.1. [Wol83] Il n’existe pas de formule de LTLφ construite sur la
seule variable propositionnellep telle queMod(φ) est l’ensemble des structures
de LTL pour lesquellesp est v́erifiée dans au moins tous lesétats pairs.

C’est pourquoi dans [Wol83], une extension de LTL aét́e d́efinie en ajoutant
des oṕerateurs temporels̀a l’aide d’automates finis, en faità l’aide de langages
réguliers de mots finis d́efinis par des grammaires linéairesà droite. Un automate
de Büchi peut cependant facilement reconnaı̂tre un tel langage, voir la figure 2.2.

Rappelons brìevement comment l’extension ETLf de LTL est d́efinie. Soit
A = 〈Σ, S, S0, ρ, F 〉 un automate fini dont les lettres deΣ sont lińeairement or-
donńees, par exemple aveca1 < . . . < ak. Les formules de ETLf sont obtenues̀a
partir de celle de LTL en autorisant les formules de la formeA(φ1, . . . , φk) pour
tous les automatesA avec un alphabet dek lettres. La relation de satisfaction est
étendue ainsi:

– σ, i |= A(φ1, . . . , φk)
def
⇔

– soitS0 ∩ F 6= ∅ (ε ∈ L(A))
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– soit il existe un mot finib1b2 . . . bn ∈ L(A) tel que pour0 ≤ i′ < n, si
bi′+1 = aj alorsσ, i+ i′ |= φj.

Si S0 ∩ F 6= ∅, alorsA(φ1, . . . , φk) estéquivalent̀a>.
L’opérateur “Until”U se code facilement avec un automateAU tel queL(AU) =

a∗1a2 aveca1 < a2 etφ1Uφ2 est pŕeciśementAU(φ1, φ2).

Proposition 2.3.2. [VW94] ETLf a le m̂eme pouvoir d’expression que les au-
tomates de B̈uchi, c’est-̀a-dire, un langageL de mots infinis est reconnu par un
automate de B̈uchi si et seulement si il existe une formule de ETLf telle que
Mod(φ) = L.

Ainsi, la classe de langages définis par des formules de ETLf est égaleà la
classe des langages

– reconnus par des automates de Büchi (proposition 2.3.2),
– définis par des formules de la logique monadique du second-ordre à un suc-

cesseur (S1S),
– ω-réguliers,
– définis par des formules de l’extension de LTL avec quantification sur les

variables propositionnelles,
– définis avec variante LTL òu l’opérateur until est indiće par des langages

réguliers de mots finis [HT99],
– définis par des formules de l’extension de LTL avec opérateur de point

fixe [Var88].

ETLf est une extension puissante de LTL mais l’équivalence d’expressivité
des formalismes cités ci-dessus ne présume pas de leur concision. En effet, le
probl̀eme de vacuit́e pour les automates de Büchi est NLOGSPACE-complet tan-
dis que le probl̀eme de satisfaisabilité pour ETLf est plus complexe mais de com-
plexité comparablèa celle de LTL.

Théorème 2.3.3. [VW94] MC∃(ETLf ) et SAT(ETLf ) sont PSPACE-complets.

De même, la satisfaisabilité pour LTL avec oṕerateurs de point fixe est PS-
PACE-complet [Var88]. Par contre, le problème de la satisfaisabilité pour S1S
et pour LTL avec quantification sur les variables propositionnelles sont non-élé-
mentaires (la complexité en temps n’est pas une tour d’exponentielles de hauteur
fixe) [Mey73]. S1S apparaı̂t comme le langage le plus concis pour décrire les lan-
gages de mots infinisω-réguliers.

Il est facile d’́etendre la d́efinition de ETLf en remplaçant les formules de
la formeA(φ1, . . . , φn) par des formules de la formeL(φ1, . . . , φn) où L est un
langage de mots finis sur un alphabetΣ = {a1, . . . , an}, langage sṕecifié dans un
formalisme choisi. Pour une classe de langagesC, on note LTL +C l’extension de
LTL aux formules de la formeL(φ1, . . . , φn) pourL ∈ C. Évidemment, ETLf est
préciśement LTL + REG òu REG est la classe des langages réguliers de mots finis
repŕesent́es par des automates finis. Il est naturel de vouloirétudier LTL + HC
où HC est la classe des langages hors-contexte représent́es par des grammaires
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hors-contexte. Comme de nombreux problèmes sont ind́ecidables pour la classe
des grammaires hors-contexte, il n’est pas trèsétonnant d’avoir le ŕesultat suivant.

Proposition 2.3.4. SAT(LTL + HC) est ind́ecidable.

En fait, l’indécidabilit́e est obtenue en codant le problème de l´́egalit́e de
langage entre grammaires hors-contexte, qui est connu pourêtre un probl̀eme
indécidable. La proposition 2.3.4 qui implique aussi que MC∃(LTL + HC) est
indécidable, est intéressante mais finalement elle repose sur le fait que LTL + HC
peut assez facilement exprimer l’équivalence entre grammaires hors-contexte et
pas tellement sur les relations entre les opérateurs temporels usuelsX et G et les
formules de la formeL(φ1, . . . , φn). Dans la suite nous allons montrer qu’il existe
un langage hors-contexteL tel que SAT(LTL +{L}) et MC∃(LTL + {L}) sont
aussi ind́ecidables.́Evidemment, la preuve de la proposition 2.3.4 ne serait pas
réutilisable de m̂eme que toute preuve qui réduise un problème ind́ecidable pour
une classe infinie de grammaires hors-contexte.

SoitL0 le langage{an1 ·a2 ·a
n−1
1 ·a3 : n ≥ 1} etL1 le langage{an1 ·a2 ·a

n
1 ·a3 :

n ≥ 0}. On peut v́erifier la validit́e dans LTL +{L0,L1} de la formule suivante:

L1(p, q, r)⇔ (q ∧ Xr) ∨ L0(p, q, p ∧ Xr).

Par conśequent, SAT(LTL +{L0,L1}) est ind́ecidable ssi SAT(LTL +{L0})
est ind́ecidable. On peut aussi montrer que l’on peut définir F avecL1: Fφ est
équivalent̀aL1(>, φ,>). Ainsi, c’est bien l’ind́ecidabilit́e de SAT(LTL(X) + {L0})
et de MC∃(LTL + {L0}) qui vaêtreétablie ci-dessous.

Proposition 2.3.5. SAT(LTL(X) + {L0}) estΣ1
1-complet.

La borne suṕerieureΣ1
1 est assez imḿediate.

Preuve: Un jeu de dominosDom = 〈C,D,Coul〉 est un triplet compośe

– d’un ensemble finiC de couleurs,
– d’un ensemble finiD de dominos,
– d’une fonctionCoul : D × {haut, bas, droite, gauche} → C qui associe

une couleur̀a chaque ĉoté de chaque domino.

On dit queDom peut couvrir une surfaceS ⊆ N × N ssi il existe une façon
de couvrirS avec leséléments deDom en pŕeservant les contraintes de motifs:
seuls des ĉotés de m̂eme couleur peuventêtre ĉoteà ĉote (horizontalement, verti-
calement et sans possiblité de faire tourner les dominos). Le problème DOMREC
défini ci-dessous estΣ1

1-complet [Har85].

entrée: un jeu de dominos et une couleurc.
question: peut-on paverN×N avec la couleurc présente en un nombre infini de

positions?

Nous allons ŕeduire DOMREC̀a SAT(LTL + {L0,L1}) sachant queL1(·) etF
peuvent̂etre d́efinisà partir deL0(·).
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SoientDom = 〈C,D,Coul〉 un jeu de dominos et une couleurc ∈ C formant
une instance de DOMREC avecC = {1, . . . , n}, D = {d1, . . . , dm}, et c = 1.
Nous utilisons les variables propositionnelles suivantes.

– in est une variable propositionnelle qui est vraie dans unétat codant une
position deN2. En effet, il y aura deśetats du mod̀ele qui ne correspondentà
aucune position. Pour faciliter la présentation, on introduit aussi la variable
out interpŕet́ee comme la ńegation dein.

– Pour1 ≤ j ≤ m, on consid̀ere la variablej avec pour interpŕetation sou-
hait́ee: “la position deN2 assocíeeà l’état courant est occupée par un domi-
nos de typedj”.

– Pour1 ≤ i ≤ n, on utilise les variableshauti, basi, gauchei, droitei. Par
exemple,haut1 est vraie quand le domino sur la position associéeà l’état
courant a la couleur1 en haut.

Chaquéetat repŕesentant une position deN2 est occuṕe par un unique domino:

G(in⇒
m∨

j=1

( j ∧
m∧

j′=1,j′ 6=j

¬ j′ ))

Les variables propositionnelles relatives aux couleurs sont compatibles avec
la définition des types de dominos:

G(in⇒
m∧

j=1

j =⇒

∧

s∈{haut,bas,droite,gauche}

sCoul(dj ,s) ∧
∧

1≤j′ 6=Coul(dj ,s)≤n

¬sj′)

On écrit PAVAGE la conjonction de formules ci-dessus. A présent, nous al-
lons d́efinir les états du mod̀ele qui correspondent̀a des positions deN2. Soit
SERPENT la conjonction des formules ci-dessous:

– G(in⇔ ¬out),
– in ∧ Xout ∧ XXin ∧ XXXin ∧ XXXXout,
– G(out⇒ XL1(in, out, in ∧ Xout)).

La seule structure construite sur{in, out} vérifiant la formule SERPENT est
la suivante:

{in} · {out} · {in}2 · {out} · {in}3 · {out} · {in}4 . . .

Cette śequence fait ŕeférence au chemin présent́e dans la figure 2.3 (la partie
grisée est dansN2). La réelle difficult́e dans la preuve n’est finalement pas de
concevoir un chemiǹa traversN2 mais plut̂ot de d́efinir un chemin pour lequel il
soit facile et possible d’accéder aux voisins de droite ou du dessus.

Pour chaquéetat v́erifiantin, nous avons besoin de nous rappeler s’il apparaı̂t
dans une śequence dein ascendante ou descendante. Ce critère sera utile pour
acćeder aux voisins de droite ou d’en haut. C’est pourquoi nous introduisons
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out,⇑ out,⇑ out,⇑

out,⇓

out,⇓

in,⇓ in,⇑ in,⇓ in,⇑ in,⇓

in,⇑ in,⇓ in,⇑ in,⇓

in,⇓ in,⇑ in,⇓

in,⇑ in,⇓

in,⇓

FIG. 2.3 –Le parcours dansN2

aussi les variables⇑ et ⇓. Cette dernìere variable est redondante mais facilite la
présentation. Soit DIRECTION la conjonction suivante de formules:

– G(⇑⇔ ¬ ⇓),
– ⇓ ∧X ⇑,
– G(in ∧ Xin∧ ⇑⇒ X ⇑) (“nous restons sur une chaı̂ne ascendante”),
– G(in ∧ Xin∧ ⇓⇒ X ⇓) (“nous restons sur une chaı̂ne descendante”),
– G(in ∧ Xout∧ ⇑⇒ (X ⇓ ∧XX ⇓)) (“nous passons d’une chaı̂ne ascendantèa

descendante”),
– G(in ∧ Xout∧ ⇓⇒ (X ⇑ ∧XX ⇑)) (“nous passons d’une chaı̂ne descendante

à ascendante”).
La seule structure construite sur{in, out,⇑,⇓} qui satisfasseSERPENT ∧

DIRECTION est:

{in,⇓}{out,⇑} · {in,⇑}2 · {out,⇓} · {in,⇓}3 · {out,⇑} · {in,⇑}4 . . .

Cette structure encode le cheminà traversN2 décrit dans la figure 2.3.
Le chemin permet d’accéder aux voisins adjacents de la façon suivante:

– dans uńetat{in,⇑}, le voisin de droite est accéd́e avecL1,
– dans uńetat{in,⇑}, le voisin d’en haut est accéd́e avecL0,
– dans uńetat{in,⇓}, le voisin de droite est accéd́e avecL0,
– dans uńetat{in,⇓}, le voisin d’en haut est accéd́e avecL1.

Soit CONTRAINTES la conjonction suivante de formules qui exprime les
contraintes de couleur pour les positions adjacentes:

– G(in∧ ⇑⇒ (
∧

1≤i≤n droitei ⇒ L1(in, out, gauchei))),

22



– G(in∧ ⇑⇒ (
∧

1≤i≤n hauti ⇒ L0(in, out, basi))),
– G(in∧ ⇓⇒ (

∧
1≤i≤n droitei ⇒ L0(in, out, gauchei))),

– G(in∧ ⇓⇒ (
∧

1≤i≤n hauti ⇒ L1(in, out, basi))).

Soit REC la formule quíenonce que la couleur1 est ŕeṕet́ee infiniment sou-
vent:

GF(in ∧
∨

s∈{gauche,droite,haut,bas}

s1).

Ainsi le jeu de dominosDom peut couvrirN2 en ŕeṕetant la couleur1 infini-
ment souvent ssi

PAVAGE ∧ SERPENT ∧DIRECTION ∧ CONTRAINTES ∧ REC

est satisfaisable dans LTL +{L0,L1}. CQFD

Par conśequent, SAT(LTL +{L0}) n’est pas ŕecursivement́enuḿerable. La
preuve de la proposition 2.3.5 est inspirée de la preuve d’ind́ecidabilit́e de PDL
avec le langage hors-contexte{an1 · a2 · a

n
1 : n ≥ 0} [HKT00, chapitre 9].

En ce qui concerne le problème de model-checking, grâceà une ŕeduction en
temps exponentiel entre SAT(LTL(X) + {L0}) et MC∃(LTL(X) + {L0}) on obtient
le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.6. MC∃(LTL(X) + {L0}) estΣ1
1-complet.

En fait on peut m̂eme montrer que le problème de model-checking pour le
calcul propositionnel enrichi de l’unique opérateur temporel d́efini à partir deL1

estΣ1
1-difficile. En effet, on a

– Xφ = L1(⊥,>, φ),
– Fφ = L1(>, φ,>),
– L0 = a1L1 et doncL0(φ1, φ2, φ3) ≡ φ1 ∧ XL1(φ1, φ2, φ3).

CommeL1 peut être d́efini à l’aide d’un CQDD [BH99, FIS03], on obtient
naturellement que LTL augmenté des oṕerateurs d́efinis à partir des CQDD est
indécidable. Ce ŕesultat, finalement pas très surprenant està rapprocher de celui
dans [DFGvD06]́enonçant qu’une classe de systèmes̀a compteurs (fonctionnels,
plats et dont les boucles admettent des fermetures transitives d́efinissables dans
l’arithmétique de Presburger) a un problème de model-checking décidable pour
des propríet́es arborescentes avec des opérateurs lińeaires d́efinissables avec des
CQDD.

Soit L2 le langage{ak1a2a
k
3a4 : k ≥ 0}. Ce langage est un “visibly pushdown

language” (not́e VPL dans la suite) [AM04], c’est-à-dire un langage reconnu par
un automatèa pile dont l’alphabet est divisé en trois parties disjointes: soit la
lecture d’une lettre permet seulement d’empiler, soit ellepermet seulement de
dépiler soit elle laisse la pile intacte. Les langages acceptés par de tels automates
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sont ferḿes par union, intersection et complémentation et admettent d’autres pro-
priét́es d́esirables [AM04]. Alors que PDL ǵeńeraliśe aux termes de programmes
définissant des VLP est décidable [LS06], nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.3.7. Le probl̀eme de model-checking pour LTL +L2 est ind́ecida-
ble.

En effet, l’oṕerateurL2 peut facilement exprimerL1 avecL1(φ1, φ2, φ3) ≡
L2(φ1, φ2, φ1, φ3).

2.4 Model-checking symbolique

Le probl̀eme de l’explosion du nombre d’états demeure un obstacle important
à l’efficacit́e des algorithmes de vérification puisque le systèmeà vérifier est sou-
vent repŕesent́e comme un produit de systèmes [Rab00, LS00]. Ainsi le système
produit est de taille exponentielle en la somme des tailles de chacun des com-
posants. Pour tenter d’éviter ce probl̀eme, on peut observer que la complexité
algorithmique du problème de la v́erification d́epend de deux mesures: la taille du
mod̀ele et la taille de la sṕecification (souvent une formule d’une logique tempo-
relle). En pratique, on constate que la taille du modèle peut̂etre grande tandis que
la taille de la sṕecification peut̂etre relativement petite puisqu’il s’agit souvent
de v́erifier une propríet́e pŕed́efinie (atteignabilit́e, vivacit́e, équit́e, etc). La com-
plexité paraḿetŕee de Downey et Fellows [DF99] offre un cadre séduisant pour
analyser la complexité des probl̀emes de v́erification lorsque l’on d́esire raffiner
l’analyse du côut algorithmique en distinguant différents param̀etres. La restric-
tion consistèa fixer la valeur de certains paramètres et d’analyser alors la com-
plexité du fragment ainsi obtenu. Avec une telle approche, on peut esṕerer expli-
quer pourquoi des problèmes algorithmiquement coûteux dans le pire des cas sont
en pratique faciles.

Nous explorons le côut algorithmique du problème de l’explosion du nombre
d’étatsà la lumìere de la complexité paraḿetŕee. Nous commençons par rappeler
quelques notionśelémentaires de cette théorie puisqu’elle n’est pas aussi répandue
que la th́eorie standard.

2.4.1 Quelques notions de complexité paramétrée

Nous suivons les d́efinitions pŕesent́ees dans [DF99] concernant la complexité
paraḿetŕee. Un langage (problème) paraḿetŕeP est un ensemble de paires〈x, k〉
pourx ∈ Σ∗ etk ∈ N où Σ est un alphabet fini. Dans〈x, k〉 le param̀etre estk. Un
probl̀eme paraḿetŕe P est facile au sens paramétŕe (“fixed-parameter tractable”)
ssi il existe une fonction calculablef : N 7→ N et une constanteN ∈ N tels que
la question “〈x, k〉 ∈ P?” puissêetre ŕesolue en temps de calculf(k)× |x|N , voir
par exemple [DF99, chapitre 2]. La classe de tels problèmes est d́enot́ee par FPT.
Ce qui nous int́eresse dans ce travail est de déterminer si des problèmes de model-
checking òu les structures sont représent́ees comme des produits dek structures
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sont faciles au sens paramétŕe lorsquek est un param̀etre. Ce serait alors une façon
d’atténuer les effets du problème de l’explosion du nombre d’états.

Continuons avec quelques définitions utiles dans la suite. On dit qu’il existe
une fp-ŕeduction entre un problème paraḿetŕeP et un probl̀eme paraḿetŕeP ′ ssi
il existe des fonctions calculablesf1 : k 7→ k′, f2 : k 7→ k′′, f3 : 〈x, k〉 7→ x′

et une constanteN ∈ N tels que〈x, k〉 7→ x′ est calculable en tempsk′′|x|N et
〈x, k〉 ∈ P ssi〈x′, k′〉 ∈ P ′. Il est à noter quek′ dépend seulement dek et pas de
l’entréex. P etP ′ sont dits fp-́equivalents ssi il existe une fp-réduction deP vers
P ′ et ŕeciproquement.

Dans [DF99], Downey et Fellows ont introduit la hiérarchie AW de classes de
probl̀emes paraḿetr̀es dont voici quelques degrés ci-dessous.

FPT ⊆W[1] ⊆W[2] ⊆ · · · ⊆W[SAT] ⊆

⊆ AW[1] ⊆ AW[SAT] ⊆ AW[P] ⊆ XP.

En fait, ces classes ontét́e introduites dans divers articles et la monographie [DF99]
constitue un premier pas pour proposer une vision unifiée sur le sujet. On sait
par exemple que FPT est différent de XP. Cette dernière classe contient exac-
tement les problèmes paraḿetŕes qui peuvent̂etre ŕesolus en tempsO(|x|f(k))
où f est une fonction calculable. C’est l’analogue de la classe EXPTIME dans
le cadre standard [Pap94]. De plus, la classe W[1] est considéŕee comme l’ana-
logue paraḿetŕee de la classe NP et par conséquent un problème W[1]-difficile
n’est probablement pas facile même au sens paramétŕe. Non seulement la com-
plexité paraḿetŕee raffine le cadre standard de complexité algorithmique mais il
n’existe pas de correspondence univoque entre les classes standard de complexité
et les classes de complexité paraḿetŕee. Par exemple, il existe des problèmes NP-
complets dont la version paramétŕee est dans FPT alors qu’il existe aussi des
probl̀emes NP-complets dont la version paramétŕee est W[1]-difficile, voir des
exemples dans [DF99].

Comme dans le cadre classique, certains problèmes fondamentaux en com-
plexité paraḿetŕee utilisent des machines de Turing. Dans la suite nous considé-
rons des machines déterministes (DTM), des machines non-déterministes (NDTM)
ou des machines alternantes (ATM). Par défaut, ces machines ont un unique ruban.
Le probl̀eme SHORT DTM COMPUTATION est le suivant:

entrée: un machine de Turing d́eterministeM et un entier positifk cod́e en
unaire,

paramètre: k,
question: est-ce queM en commençant avec la chaı̂ne vide peut atteindre uńetat

acceptant en moins dek pas de calcul?

On peut aussi d́efinir des probl̀emes analogues en contraignant l’espace mémoire
utilisé. Le probl̀eme COMPACT ATM COMPUTATION est le suivant:

entrée: un machine de Turing alternanteM et un entier positifk cod́e en unaire,
paramètre: k,
question: est-ce queM en commençant avec la chaı̂ne vide peut atteindre uńetat

acceptant en utilisant moins dek cellules ḿemoire sur le ruban?
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On peut facilement montré que SHORT DTM COMPUTATION est FPT alors
que SHORT NDTM COMPUTATION est W[1]-complet [DF99]. Les problèmes
impliquant des contraintes sur la mémoire peuvent atteindre des classes plusé-
levées dans la hiérarchie. Par exemple, il áet́e établi dans [CF03] que COM-
PACT DTM COMPUTATION est AW[SAT]-difficile. Même si on ignore la com-
plexité de tous les problèmes paraḿetŕes sur les machines de Turing on connait
des probl̀emes de ce type qui soient complets pour les classes W[1], W[2] et
W[P] [Ces03]. Par exemple, SHORT NDTM COMPUTATION avec des machines
non d́eterministes admettant plusieurs rubans est W[2]-complet[Ces03].

Il aussi int́eressant de noter que dans la monographie [DF99] des problèmes
paraḿetŕes avec des machines alternantes ne sont pas considéŕes. Nous avons pu
montrer les ŕesultats suivants qui ont un intér̂et non seulement pour la théorie de
la complexit́e paraḿetŕee mais aussi pour les problèmes paraḿetŕes de model-
checking comme on le verra dans la suite.

Théorème 2.4.1. [DLS06] SHORT ATM COMPUTATION est AW[1]-complet.

La preuve du th́eor̀eme 2.4.1 consistèa montrer que SHORT ATM COM-
PUTATION est fp-́equivalent au problème PARAMETERIZED-QBFSATt montŕe
AW[1]-complet dans [DF99, chapitre 14].

Théorème 2.4.2. [DLS06] COMPACT ATM COMPUTATION est XP-complet.

La preuve du th́eor̀eme 2.4.2 consistèa montrer que le problème PEBBLE

GAME est fp-́equivalentà COMPACT ATM COMPUTATION alors que PEBBLE

GAME a ét́e prouv́e XP-complet dans [DF99, théor̀eme 15.5].

2.4.2 Probl̀emes paraḿetrés d’accessibilit́e

Un syst̀eme de transitionA est un tuple〈Σ, Q,→〉 tel queΣ est un alphabet
(pas ńecessairement fini),Q est un ensemble d’états (pas ńecessairement fini) et
→ est une relation de transition→⊆ Q×Σ×Q.A est dit fini lorsqueΣ etQ sont
finis. Dans cette section, une représentation succincte d’un système de transition
est une śequence de systèmesA1, . . . ,Ak qui repŕesente le système〈Σ, Q,→〉
avec

– Q
def
=

∏k
i=1Qi oùAi = 〈Qi,Σi,→i〉 pour chaquei,

– Σ
def
=

⋃k
i=1 Σi,

– →⊆ Q× Σ×Q.
La définition exacte de la relation de transition→ dépend du mode de synchro-
nisation. Ici, nous allons distinguer la synchronisation forte de la synchronisation
binaire et dans la suite par défaut on utilise la synchronisation forte. Dans la syn-
chronisation forte, tous les composants bougent en même temps:〈s1, . . . , sk〉

a
−→str

〈t1, . . . , tk〉 ssi pouri ∈ {1, . . . , k}, si
a
−→i ti. Par contraste, dans la synchroni-

sation binaire, seuls deux composants se synchronisent tandis que les autres ne
bougent pas:〈s1, . . . , sk〉

a
−→bin 〈t1, . . . , tk〉 ssi il existei 6= j tels quesi

a
−→i ti,

sj
a
−→j tj et pourl 6∈ {i, j}, sl = tl.
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Nous pŕesentons ci-dessous les quatre problèmes d’accessibilité avec le système
repŕesent́e succinctement.

– Accessibilit́e Exacte (EXACT-REACH):

entrée: k syst̀emes de transition finisA1, · · · ,Ak, deux configurations̄s et
t̄ deA1 × · · · × Ak.

question: A-t-on s̄
∗
−→ t̄?

– Accessibilit́e Locale (LOCAL-REACH):

entrée: k syst̀emes de transition finisA1, · · · ,Ak, k ensembles d’étatsF1,
. . . ,Fk avecFi ⊆ Qi et une configuration̄s deA1 × · · · × Ak,

question: A-t-on s̄
∗
−→ t̄ pour une configuration̄t ∈ F̄ avecF̄ = F1×· · ·×

Fk?

– Accessibilit́e Ŕeṕet́ee (REP-REACH):

entrée: comme pour LOCAL-REACH,

question: A-t-on s̄
∗
−→ t̄

+
−→ t̄ pour une configuration̄t ∈ F̄?

– Accessibilit́e Equitable (FAIR-REACH):

entrée: k syst̀emes de transition finisA1, · · · ,Ak, des ensembles d’états
(F j

i )
j=1,...,p
i=1,...,k avecF j

i ⊆ Qi pour i, j, et une configuration̄s deA1 ×
· · · × Ak.

question: A-t-on s̄
∗
−→ t̄1

∗
−→ t̄2 . . .

∗
−→ t̄p

+
−→ t̄1 pour des configurations

t̄1, . . . , t̄p ∈ F̄ 1, . . . , F̄ p avecF̄ j = F
j
1 × · · · × F

j
k pour chaquej?

La contrainte d’accessibilité dans le problème REP-REACH fait référenceà
la condition d’acceptation dans les automates de Büchi tandis que celle dans le
probl̀eme FAIR-REACH impose une condition d’équit́e. Pour chaque problème
de la forme?-REACH on notek-?-REACH le probl̀eme paraḿetŕe correspondant
où le nombrek de syst̀emes est le param̀etre du probl̀eme. Les quatre problèmes
ci-dessus (non paraḿetŕes) sont connus pourêtreéquivalents̀a ŕeduction logarith-
mique en espace près puisqu’ils sont PSPACE-complets. Une analyse un peu plus
fine permet d’́etablir que les quatre problèmes paraḿetŕes de la formek-?-REACH

sont aussíequivalents au sens des réductions paraḿetŕees.

Théorème 2.4.3. [DLS02] Les quatre problèmes paraḿetŕes d’accessibilit́e sont
fp-équivalents.

Dans la suite, on noterak-?-REACH n’importe lequel des quatre problèmes
paraḿetŕes. On peut en fait caractériser la complexit́e dek-?-REACH.

Théorème 2.4.4. [DLS02, th́eor̀eme 5.1]k-?-REACH est fp-́equivalent̀a COM-
PACT NDTM COMPUTATION.

Le théor̀eme 2.4.4 implique que chaque problèmek-?-REACH est AW[SAT]-
difficile ce qui place d́ejà assez haut ce problème dans la hiérarchie AW de Dow-
ney et Fellows. Par conséquent, il est improbable quek-?-REACH puisse se ŕesou-
dre en tempsO(f(k)×(Σi|Ai|)

N ) pour un degŕe fixeN et une fonction calculable
f(·).
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On peut aussi montrer que les deux résultats pŕećedents sont très robustes
si on consid̀ere de ĺeg̀eres variantes de ces problèmes. On notek-?-REACHbin
les variantes respectives dek-?-REACH avec synchronisation binaire au lieu de
synchronisation forte. De m̂eme, on notek, |Σ|-?-REACHbin les variantes dek-?-
REACHbin où les param̀etres sontk et |Σ| etk-?-REACH|Σ|=2 le sous-probl̀eme de
k-?-REACH avec un alphabet binaire.

La robustesse du théor̀eme 2.4.4 est illustrée par le ŕesultat suivant.

Théorème 2.4.5. [DLS02] Les probl̀emes suivants sont fp-équivalents̀a COM-
PACT NDTM COMPUTATION:

– k-?-REACHbin,
– k, |Σ|-?-REACHbin,
– k, |Σ|-?-REACH,
– k-?-REACH|Σ|=2.

On peut aller plus loin en considérant des systèmes d́eterministes. On note
k-?-REACH|Σ|=2,det [resp.k, |Σ|-∗-REACHdet] la restriction dek-?-REACH|Σ|=2

[resp.k, |Σ|-∗-REACH] aux syst̀emes de transition déterministes.

Théorème 2.4.6. [DLS02] Les probl̀emes suivants sont fp-équivalents̀a COM-
PACT NDTM COMPUTATION:

– k-?-REACHdet,
– k, |Σ|-?-REACHdet,
– k-?-REACH|Σ|=2, det.

Comme effet de bord nous obtenons que les problèmes FAI-II et FAI-III
de [DF99, page 470] sont fp-équivalents̀a COMPACT NDTM COMPUTATION et
donc ces problèmes sont AW[SAT]-difficiles. Cela raffine la meilleure borne de
complexit́e inférieure connuèa savoir que ces problèmesétaient W[t]-difficiles
pour tous lest ≥ 0 [DF99].

2.4.3 Probl̀emes paraḿetrés de model-checking

Dans cette section, nous allons nous intéresser̀a des probl̀emes paraḿetŕes
de model-checking pour logiques temporelles lorsque le système de transition
est repŕesent́e symboliquement. Dans la suite un modèle de Kripke est compris
comme un système de transition enrichi d’une valuation construit sur un ensemble
infini dénombrablePROP de variables propositionnelles. Il s’agit d’une géńera-
lisation de la notion utiliśee dans la section 2.1 dans laquelle les transitions sont
étiquet́ees. C’est d’ailleurs aussi celle utilisée dans le chapitre 5.

Plus pŕeciśement, un mod̀ele de KripkeM est une structure de la forme
〈Σ, Q,→, V 〉 avecV : Q → P(PROP).M est dit fini lorsque〈Σ, Q,→〉 est un
syst̀eme de transition fini et chaque ensemble de la portée deV est fini. On peut
aussi d́efinir le produit de mod̀eles de Kripke construit sur le produit de systèmes
de transition. Ainsi siM1 = 〈Σ1, Q1,→1, V1〉, · · · ,Mk = 〈Σk, Qk,→k, Vk〉
alorsM = 〈Σ, Q,→, V 〉 =M1 × · · · ×Mk avec〈Σ, Q,→〉 = 〈Σ1, Q1,→1〉 ×
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· · · × 〈Σk, Qk,→k〉 etV est construit̀a partir deV1, . . . , Vk. Par exemple, on sup-
pose dans la suite queV (〈s1, . . . , sk〉) =

⋃
i Vi(si). Nous allons̀a pŕesent d́efinir le

probl̀eme de model-checking pour une logique temporelleL (par exemple parmi
LTL, CTL, CTL?, le µ-calcul modal, etc.) lorsque la structure de Kripke est
repŕesent́ee symboliquement comme un produit de structures. En fait par souci
de simplification, on supposera qu’une structure de Kripke produit est construite
sur un alphabet singleton, c’est-à-dire〈s1, . . . , sk〉 −→ 〈t1, . . . , tk〉 dansM ssi il
existe une lettrea ∈ Σ1 ∩ · · · ∩ Σk tel que pouri ∈ {1, . . . , k}, si

a
−→ ti. En

calculant le produit, on renomme donc implicitement lesétiquettes.
Le probl̀eme paraḿetŕe de model-checking pour la logiqueL, not́e PMC(L) est
défini de la façon suivante:

entrée: k structures de Kripke finiesM1, . . . ,Mk, une formuleφ deL et une
configuration̄s deM1 × · · · ×Mk,

paramètre: k + |φ|,
question: A-t-onM1 × · · · ×Mk, s̄ |= φ?

Nos ŕesultats sur les problèmes paraḿetŕes d’accessibilit́e et la possibilit́e de
transformer une formule de LTL en un automate de Büchi équivalent (voir par
exemple [VW94]) permettent d’établir ce ŕesultat important concernant LTL.

Théorème 2.4.7. [DLS02, th́eor̀eme 6.1] PMC(LTL) est fp-́equivalent̀a COM-
PACT NDTM COMPUTATION.

Il est possible de se réjouir que la complexit́e paraḿetŕee de PMC(LTL) ad-
mette une caractérisationélégante. Cependant, en pratique, la AW[SAT]-dureté
du probl̀eme interdit tout espoir pour contourner le problème de l’explosion du
nombre d’́etats. De plus, m̂eme un fragment ridiculement inexpressif de LTL pro-
duit un probl̀eme paraḿetŕe de model-checking W[1]-difficile. Soit LTLpoor le
fragment de LTL ŕeduit à une unique variable propositionnelle avec uniquement
les oṕerateurs∨ etX.

Théorème 2.4.8. [DLS02, th́eor̀eme 6.2] PMC(LTLpoor) est W[1]-complet.

Passons̀a pŕesent̀a quelques logiques temporelles du temps arborescent. Con-
sidérons d’abord la logique modale de Hennessy-Milner [HM85b]avec variables
propositionnelles dont la syntaxe est rappelée ci-dessous:

φ ::= p | ¬φ | φ1 ∨ φ2 | φ1 ∧ φ2 | 2φ | 3φ,

où p ∈ PROP. C’est juste la logique modale K (voir chapitre 5). Un modèle
de HML est une structure de Kripke avec un alphabet unaire etM, x |= 2φ est
vérifié lorsqueM, x′ |= φ pour tous leśetats successeursx′ dex. HML ne permet
d’exprimer des questions d’accessibilité car l’interpŕetation des oṕerateurs2 et3
n’impliquent que les successeurs immédiats.

Théorème 2.4.9. [DLS02] PMC(HML) est AW[1]-complet.
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La preuve dans [DLS02]́etablit que PMC(HML) est fp-́equivalent̀a SHORT

ATM COMPUTATION qui est aussi montré AW[1]-complet dans [DLS02]. Lors-
qu’on ajouteà HML des oṕerateurs de point fixe, on obtient leµ-calcul mo-
dal [AN01] et dans ce cas, la complexité du probl̀eme paraḿetŕe du model-che-
cking est tr̀esélévée.

Théorème 2.4.10. [DLS02] PMC(µ) est XP-complet.

Pour montrer que PMC(µ) est dans XP, on utilise qu’une instance de PMC(µ)
peutêtre ŕesolue en tempsO

(
(|φ|.nk)|φ|

)
avecn = Σi|Mi| [KVW00, théor̀eme

6.4]. La XP-duret́e est obtenue par réduction de COMPACT ATM COMPUTATION

qui a aussíet́e montŕe XP-complet dans [DLS02]. On peut remarquer que déjà
dans [Rab97, Rab00] la version non paramétŕee de PMC(µ) a ét́e montŕee EXP-
TIME-compl̀ete alors que le model-checking pour leµ-calcul modal est connu
pourêtre dans UP∩ co-UP [Jur98].

D’autres probl̀emes paraḿetŕes avec des modèles symboliques pour des ques-
tions relatives̀a deséquivalences comportementales comme la bisimulation forte
ont ét́e étudíes dans [DLS02] raffinant les résultats de EXPTIME-compĺetude pour
la version non paraḿetŕee de ces problèmes [JM96, LS00] (et quelquefois en
utilisant certaines des preuves). La figure 2.4 contient un résuḿe des ŕesultats
de [DLS02] incluant certains problèmes non trait́es explicitement dans ce mémoire.

FPT

W[1]

AW[1]

AW[SAT]

AW[P]

XP

SHORT DTM

SHORT NDTM

SHORT ATM

COMPACT DTM

COMPACT NDTM

COMPACT ATM

[CCDF97]

[DLS06]

[DF99]

[DLS06]

PMC(LTLpoor)

PMC(HML)

ACCESSIBILITÉ

PMC(CTL)

PMC(CTL?)

BISIMULATION PMC(µ)

PMC(LTL)

[DLS06]

[DLS06]

[DLS06]

[DLS06]

[DLS06]

[DLS06]

[DLS06]

FIG. 2.4 –Complexit́e des probl̀emes de model-checking paramétrés

Alors que NPSPACE est à égaleà PSPACE, on ignore si COMPACT DTM
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COMPUTATION est strictement inclus dans COMPACT NDTM COMPUTATION.

Problème ouvert 3. Y-a-t-il une fp-ŕeduction de COMPACT NDTM COMPUTA-
TION vers COMPACT DTM COMPUTATION? ©

En ce qui concerne les problèmes líes aux logiques temporelles, on sait seule-
ment que PMC(CTL) et PMC(CTL?) sont AW[SAT]-difficiles.

Problème ouvert 4. Quelle est la complexité de PMC(CTL) et PMC(CTL?)?
En particulier, peut-on réduire PMC(CTL?) à COMPACT NDTM COMPUTA-
TION? ©

2.5 Extension de LTL avec des mots transfinis

Modéliser l’interaction entre un ordinateur et un système physique ńecessite
la possibilit́e de travailler avec deśechelles de temps très diff́erentes en parti-
culier si l’on cherchèa contr̂oler un tel syst̀eme. Certains systèmes physiques
dont les comportements sont régis par deśequations diff́erentielles admettent des
comportements Zeno pour lesquels un nombre infini d’actionsa lieu en un temps
borńe. Ces comportements sont naturellement exclus des systèmes informatiques
même si l’analyse de systèmes admettant des comportements Zeno peut avoir du
sens [BP97, HLMR02], voir aussi un usage de séquences de longueur supérieure
àω pour la v́erification dans [GW94].

Dans le travail pŕesent́e ci-dessous, nous nous sommes intéresśesà la concep-
tion de langages de spécification pour exprimer des comportements Zeno dans le
but de contr̂oler des syst̀emes physiques. Cette motivation nous a conduità intro-
duire dans un premier temps une famille de logiques temporelles étendant LTL
(section 2.5.1) et̀a étudier les probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité
(section 2.5.2). Finalement, la section 2.5.3 présente un problème de contr̂ole qui
a motiv́e l’introduction de ces logiques.

2.5.1 Une famille d’extensions de LTL

Nous rappelons brièvement qu’un ordinal est une classe d’équivalence d’ordres
linéaires bien ordonńes, voir [Ros82] pour les définitions compl̀etes.

Soientα un ordinal d́enombrable et ferḿe par addition (pourβ, β′ < α,
on a β + β′ < α) et PROP un ensemble de variables propositionnelles in-
fini dénombrable. La logiqueLTL(α) a pour mod̀ele les śequencesσ : α →
P(PROP) où comme d’habitudeα est compris comme l’ensemble{β : β < α}.
Les formules deLTL(α) sont d́efinies par la grammaire suivante:

φ ::= p | ¬φ | φ1 ∧ φ2 | X
βφ | φ1U

β′

φ2,

avecp ∈ PROP, β < α etβ′ ≤ α. La relation de satisfaction est définie inducti-
vement ci-dessus où σ est un mod̀ele deLTL(α) etβ < α:

– σ, β |= p ssip ∈M(β),

31



– σ, β |= ¬φ ssiσ, β 6|= φ,
– σ, β |= φ1 ∧ φ2 ssiσ, β |= φ1 etσ, β |= φ2,
– σ, β |= Xβ

′

φ ssiσ, β + β′ |= φ,
– σ, β |= φ1U

β′

φ2 ssi il existeγ < β′ tel queσ, β + γ |= φ2 et pour chaque
γ′ < γ, on aσ, β + γ′ |= φ1.

La fermeture par addition garantit queβ + β′ et β + γ sont bien stricte-
ment inf́erieursà α. L’ensemble des modèles deφ, not́e Mod(φ), est{σ : α →
P(PROP) : σ, 0 |= φ}.

L’opérateurXβ constitue une ǵeńeralisation naturelle de l’oṕerateurX de LTL
qui permet d’effectuer un saut d’une longueurβ. De m̂eme, l’oṕerateurUβ géńeralise
l’opérateurU de LTL. Dans la suite on notera aussiFβφ pour>Uβφ et Gβφ pour
¬Fβ¬φ. On peut facilement montrer queLTL(1) estéquivalent au calcul propo-
sitionnel tandis queLTL(ω) a la m̂eme expressivité que LTL mais pas la m̂eme
concision si les entiers ont une représentation binaire.

Dans la suite on utilise la forme normale de Cantor pour représenter les ordi-
naux inf́erieursàωω et par d́efaut les entiers utiliśes pour une telle représentation
sont cod́es en binaire.

Voici quelques exemples de propriét́es ńecessitant deśetats limites qui peuvent
facilement s’exprimer dans la logiqueLTL(ωk) (k ≥ 2):

1. “p est v́erifiée dans toutes les positions limites inférieures̀aωk”:

Gω
k

(Xωp ∧ · · · ∧ Xω
k−1

p).

2. Pour1 ≤ k′ ≤ k − 2, “si p est v́erifiée infiniment souvent aux positions de
la formeωk

′

× n pourn ≥ 1, alorsq est vraieà la positionωk
′+1”:

(Gω
k′+1

Fω
k′+1

Xω
k′

p)⇒ (Xω
k′+1

q).

Proposition 2.5.1. [DN07] Soitα un ordinal tel que0 ≤ α ≤ ω. Le probl̀eme
de la satisfaisabilit́e pourLTL(ωα) est d́ecidable.

La preuve de [DN07] est par réduction vers la th́eorie monadique du second
ordre de〈ωω, <〉 qui est montŕee d́ecidable dans [BS73, théor̀eme 4.12]. Une autre
réduction vers la th́eorie du premier ordre áet́e propośee dans [Cac06]. Cela per-
met d’obtenir en effet la d́ecidabilit́e mais avec une borne de complexité non-
élémentaire [Mey73]. Dans la suite nous allons caractériser exactement la com-
plexité du probl̀eme de satisfaisabilité pourLTL(ωk) aveck < ω en adoptant
l’approche de [VW94]. Il est important de rappeler que l’approche introduite par
Büchi dans [B̈uc62, B̈uc64, B̈uc65, BS73] a aussi consisté à ŕesoudre un problème
logique en le ŕeduisant̀a un probl̀eme sur des automates idoines et qu’historique-
ment ce fut la première de ce type.

Problème ouvert 5. Est-ce que pour tous les ordinaux dénombrables et ferḿe
par additionα, la logiqueLTL(α) est d́ecidable? ©

Dans [Roh97], une logique interprét́ee sur desα-séquences et munie des opé-
rateurs “Next” et “Until” (sans d́ecoration) áet́e introduite. Il aét́e montŕe que
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le probl̀eme de satisfaisabilité qui admet en entrée une formule (qui est aussi une
formule de LTL) et un ordinal d́enombrableα est dans EXPTIME [Roh97]. Outre
la théorie monadique du second ordre de〈α,<〉 avecα dénombrable [BS73], on
peut aussi citer la logique temporelle introduite dans [BLZ96] où des sauts de
temps sont mod́elisés par la notion de limite dans les ordinaux.

Avant de d́efinir le probl̀eme de model-checking pourLTL(α), nous rappelons
la notion d’automate transfini qui géńeralise celle des automates de Muller.

Définition 2.5.1. Un automate transfiniA est un tuple〈Q,Σ, δ, E, I, F 〉 tel que

– Q est un ensemble fini d’états,
– Σ est un alphabet fini,
– δ ⊆ Q× Σ×Q est la relation de transition,
– E ⊆ P(Q)×Q est la relation de transition limite,
– I ⊆ Q est l’ensemble deśetats initiaux etF ⊆ Q est l’ensemble deśetats

finaux.

∇

On écriraq
a
−→ q′ lorsque〈q, a, q′〉 ∈ δ, q −→ q′ lorsqueq

a
−→ q′ pour une lettre

a ∈ Σ. Un chemin de longueurα+ 1 est une applicationr : α+ 1→ Q telle que

– pourβ ∈ α, r(β) −→ r(β + 1),
– pour chaque ordinal limiteβ ≤ α, il existe une transition limiteP −→
r(β) ∈ E telle queP = inf(β, r) avec

inf(β, r)
def
= {q ∈ Q : pour chaque γ ∈ β, il existe γ′ tel que
γ < γ′ < β et r(γ′) = q}.

Un calcul de longueurα+1 est un chemin de longueurα+1 tel quer(0) ∈ I.
Si de plus,r(α) ∈ F alors le calculr est dit acceptant. L’ensemble des séquences
reconnues par l’automateA, dénot́e parL(A), est l’ensemble desα-séquences
σ : α → Σ pour lesquelles il y a un calcul acceptant de longueurα + 1 vérifiant

pour chaqueβ ∈ α quer(β)
σ(β)
−→ r(β + 1).

Les automates transfinis de la définition 2.5.1 sont ceux d́efinis dans [HW91].
Ce sont aussi exactement lesB′-automates de [Bed98, page 35], une variante
de automates de Wojciechowski sans lettre sur les transitions limites [Woj84].
L’ équivalence entre ces divers formalismes est montré dans [Bed98, section 2.5].
On retrouve une d́efinition analogue dans [Car01, définition 17] et une ǵeńerali-
sation tr̀esélégante est faite dans [BC01] pour reconnaı̂tre des śequences sur des
ordres lińeaires disperśes.

A titre d’exemple, l’automateA ci-dessous avec pour transitions limites{0} −→
1 et{0, 1} −→ 2 reconnâıt seulement desω2-séquences.

0 1 2
b

a
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Plus pŕeciśement,L(A) = (aω · b)ω.
Nous pouvons̀a pŕesent proposer une version existentielle du problème de

model-checking pourLTL(α):

entrée: un automate transfiniA dont l’alphabet est un sous-ensemble deP(PROP)
etφ est une formule deLTL(α),

question: est-ce qu’il existe uneα-séquenceσ reconnue parA telle queσ, 0 |=
φ?

2.5.2 Analyse de la complexit́e avec automates succincts

La proposition 2.1.1 admet un analogue dans le cas transfini.On peut en effet
construire un automate transfini qui reconnaisse les modèles d’une formule. Si
ce n’́etait que cela, ce fait serait une conséquence de [B̈uc64], cependant nous
pouvons obtenir de cette traduction une borne de complexité élémentaire.

Proposition 2.5.2. [DN07] Soitφ une formule deLTL(ωk) aveck < ω. Il existe
un automate transfiniAφ = 〈Q,Σ, δ, E, I, F 〉 tel que

1. L(Aφ) = Mod(φ),
2. |Q| est doublement exponentiel en|φ|,
3. |δ ∪ E| est triplement exponentiel en|φ|.

Comme le probl̀eme de vacuit́e pour les automates transfinis est dans PTIME

d’apr̀es [Car02, proposition 6], on obtient une première borne suṕerieure 3EXP-
TIME pour le probl̀eme de satisfaisabilité pourLTL(ωk) aveck < ω. Il serait
peut-̂etre possible de raffiner léǵerement ce ŕesultat si le probl̀eme de vacuit́e était
connu pour ne paŝetre PTIME-difficile. Cependant le problème suivant est ouvert.

Problème ouvert 6. Est-ce que le problème de vacuit́e pour les automates trans-
finis est PTIME-difficile? ©

Nous allonsà pŕesent entamer notre analyse de complexité enénonçant le
résultat ci-dessous.

Lemme 2.5.3. [DN07]

(I) Le probl̀eme de satisfaisabilité pourLTL(ω) est EXPSPACE-complet.
(II) Pour tous les ordinauxα, le probl̀eme de satisfaisabilité pourLTL(ωα) est

EXPSPACE-difficile.

L’ énonće (II) du lemme 2.5.3 est une conséquence de l’́enonće (I). La EXPS-
PACE-duret́e dans l’́enonće (I) est obtenu en adaptant lég̀erement la preuve de [Har83,
théor̀eme 4.7]établissant la PSPACE-duret́e de LTL. La borne suṕerieure EXPS-
PACEest obtenue par traduction exponentielle vers LTL. Cependant, si on suppose
que les entiers sont codés en unaire dansLTL(ω), la satisfaisabilit́e est alors seule-
ment PSPACE-compl̀ete comme pour LTL.
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Nous allons̀a pŕesent compĺeter notre analyse de complexité et pour ce faire
nous proposons d’introduire une nouvelle classe d’automates. Il s’agit d’une sous-
classe d’automates transfinis représent́es succinctement et reconnaissant desωk-
séquences. Des automates similaires ontét́e d́efinis dans [Cho78, HW91, Bed98]
sauf pour les propriét́es de concision qui vont suivre.

Définition 2.5.2. Un automate transfiniA = 〈Q,Σ, δ, E, I, F 〉 est dit de niveau
k ≥ 1 s’il existe une applicationl : Q→ {0, . . . , k} telle que

– pourq ∈ F , l(q) = k,
– q

a
−→ q′ ∈ δ alorsl(q′) = 0 et l(q) < k,

– siP −→ q ∈ E alorsmax{l(q′) : q′ ∈ P}+ 1 = l(q).

∇

On notera〈Q,Σ, δ, E, I, F, l〉 un automate transfini avec fonction de niveaul.
Chaque ensemble d’états ayant le m̂eme niveau correspondà une couche dans les
automates de Choueka [Cho78]. L’automate de la proposition2.5.2 est bien un
automate de niveauk lorsqueφ est une formule deLTL(ωk). Cependant sa taille
est trop importante. C’est pourquoi nous introduisons une sous-classe d’automates
transfinis qui peuvent représenter succinctement un nombre exponentiel de tran-
sitions limites comme les automates de Büchi ǵeńeraliśes peuvent̂etre compris
comme des automates de Muller représent́es succinctement.

Définition 2.5.3. [DN07] Soientp(·) un polyn̂ome etk ≥ 1. Un automate trans-
fini p(·)-succinct de niveauk est une structureA = 〈Q,Σ, δ, E, I, F, l〉 définie
comme un automate de niveauk sauf que la relationE est pŕeciśement un en-
semble de tuples〈P0, P1, . . . , Pn, q〉 avecn ≥ 0, q ∈ Q et P0, . . . , Pn ⊆ Q tels
que

– si 〈P0, P1, . . . , Pn, q〉 ∈ E alors

1. 1 ≤ l(q) ≤ k,
2. chaquéetat deP0 est de niveaul(q)− 1,
3. chaquéetat deP1 ∪ · · · ∪Pn est de niveau inf́erieur ouégalà l(q)− 1,
4. n ≤ p(|Q|),

– pour chaquéetatq de niveau strictement positif, il existe au plus une transi-
tion dansE de la forme〈P0, P1, . . . , Pn, q〉.

∇

En fait, chaque tuple〈P0, P1, . . . , Pn, q〉 code succinctement l’ensemble des
transitions limites

trans(〈P0, P1, . . . , Pn, q〉)
def
=

{P −→ q : P ⊆ Q, ∀ i Pi ∩ P 6= ∅ et ∀q′ ∈ P, l(q′) < l(q)}.

Le langage reconnu par un automate transfinip(·)-succinct de niveauk est ce-
lui reconnu par l’automate transfini de niveauk équivalent obtenu en considérant
l’ensemble des transitions limites issu de l’ensembleE. La concision de tels auto-
mates se ŕesume dans le fait que la taille deE est enO(|Q|2×p(|Q|)). En ǵeńeral,
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un automate transfini de niveauk ordinaire peut avoir un nombre de transitions li-
mites exponentiel en|Q|.

Proposition 2.5.4. [DN07] Soitφ une formule deLTL(ωk) aveck < ω etp0(x) =
x (identit́e). Il existe un automate transfinip0(·)-succinct de niveauk Aφ tel que

1. L(Aφ) = Mod(φ),
2. la taille deAφ est exponentielle en|φ| si les entiers dansφ sont cod́es en

unaire. Lorsque les entiers sont codés en binaire, la taille deAφ devient
doublement exponentielle en|φ|.

L’automate de la proposition 2.5.4 est obtenu en observant que l’automate de
la proposition 2.5.2 peut-être repŕesent́e succinctement. Il se trouve qu’à k fixé,
le probl̀eme de vacuit́e est aussi dans NLOGSPACE comme pour les automates de
Büchi.

Théorème 2.5.5. [DN07] Pourk ≥ 0,

(I) le probl̀eme de vacuit́e pour les automates de niveauk est NLOGSPACE-
complet,

(II) pour chaque polyn̂omep(·), le probl̀eme de vacuit́e pour les automates trans-
finis p(·)-succincts de niveauk est NLOGSPACE-complet.

Par conśequent nous retrouvons un résultat classique lorsquek = 1.

Corollaire 2.5.6. Le probl̀eme de vacuit́e pour les automates de Muller est NLOG-
SPACE-complet.

Nous pouvons̀a pŕesent conclure concernant la complexité des probl̀emes de
model-checking et satisfaisabilité.

Théorème 2.5.7. [DN07] Pourk ≥ 1, les probl̀emes de model-checking et sa-
tisfaisabilit́e pourLTL(ωk) sont EXPSPACE-complets quand les entiers sont codés
en binaires et PSPACE-complets si les entiers sont codés en unaire.

Problème ouvert 7. Quelle est la complexité des probl̀emes de satisfaisabilité et
model-checking pourLTL(ωω)? ©

Une autre façon de montrer le théor̀eme 2.5.7 sugǵeŕee par A. Rabinovich [Rab06]
consistèa montrer que LTL avec les opérateurs stricts “Since” et “Until” sur les
ωω-séquences est dans PSPACE. En effet, il est alors possible de définir de façon
concise une formuleϕi qui exprime que la position courante est un multiple deωi

pouri ∈ ω. Nos oṕerateursUω
i

etXω
i

pouri ≥ 1 sont alors d́efinissables:

ψUω
i

ψ′ ≡ ψ′ ∨ ((¬ϕi ∧ ψ)U(¬ϕi ∧ ψ
′))

Xω
i

ψ ≡ ((¬ϕi)U(ϕi ∧ ψ)).
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Pour obtenir une réduction qui soit logarithmique en espace, il faut cependant
utiliser une technique de renommage qui s’applique bien ici.

Problème ouvert 8. Est-ce que pour tous les ordinaux dénombrablesα, la lo-
gique LTL avec les oṕerateurs stricts “Since” et “Until” interprét́ee sur lesα-
séquences est dans PSPACE? ©

Au moment d’imprimer ce document, une réponse positive peutêtre donńeeà
ce probl̀eme et fera l’objet d’une publication prochaine.

2.5.3 Un probl̀eme de contr̂ole

Ce qui a motiv́e l’introduction des logiquesLTL(α) dans [DN07] est un pro-
blème de contr̂ole dont par ailleurs une première solution a d́ejà ét́e propośee
dans [Cac06]. Avant d’en donner une définition formelle, ce qui est l’objet de cette
section, en voici une description succincte. Etant donné un syst̀eme physiqueS
mod́elisé par un automate transfini reconnaissant desωk-séquences et une pro-
priét́e φ de LTL(ωk), existe-t-il un contr̂oleur C reconnaissant desω-séquences
tel que le syst̀emeS × C vérifie φ? L’opérateur de synchronisation× prend en
compte les diff́erenteśechelles de temps deS etC, et les vecteurs de synchronisa-
tion dépendent de l’ensemble des actions observables du système.

Afin de synchroniser le système avec un contrôleur travaillant sur desω-
séquences, nous devons transformer un automate transfini de niveau 1A en un au-
tomate transfini de niveauk ≥ 2 lift k(A) tel que pour tous les motsσ ∈ Σωk

, σ ∈
L(lift k(A)) ssi l’ω-séquenceσ′ ∈ Σω, définie parσ′(i) = σ(ωk−1 × i), appartient
àL(A). On peut facilement contruire un tel automatelift k(A) à partir deA dans le
cas ǵeńeral. Par exemple, soitA l’automate transfini de niveau 1 décrit à gauche
de la figure 2.5 avec pour unique transition limite{q0, q1, q2} −→ q3. L’automate
lift 2(A) avec les transitions limites{〈0, q0〉} −→ 〈1, q0〉, {〈0, q1〉} −→ 〈1, q1〉,
{〈0, q2〉} −→ 〈1, q2〉, et {〈0, q0〉, 〈1, q0〉, 〈0, q1〉, 〈1, q1〉, 〈0, q2〉, 〈1, q2〉} −→ q3 est
décrit à droite de la figure 2.5.

Un syst̀eme physique est défini comme un tuple〈A,Actc,Acto,Act〉 tel que:
– A est un automate transfini de niveauk sur l’alphabetP(Act) où Act est un

ensemble fini d’actions,
– Acto ⊆ Act est l’ensemble des actions observables,
– Actc ⊆ Acto est l’ensemble des actions contrôlables. L’ensemble des ac-

tions incontr̂olables est noté parActnc.
Une sṕecification du syst̀emeS est une formuleψ deLTL(ωk). Un contr̂oleur

C pour〈S, ψ〉 est un syst̀eme dont les ex́ecutions compl̀etes sont desω-séquences
(par exemple un automate transfini de niveau 1) vérifiant les propríet́es suivantes.

– Seules les actions observables sont présentes dans le contrôleur. La synchro-
nisation entreS et C va garantir que les actions inobservables ne vont pas
modifier l’état du contr̂oleur:

(obs) l’alphabet deC estP(Acto) et pour chaquéetatq deC, il existe une

transitionq
∅
−→ q.
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FIG. 2.5 –Un automate et son lifting

– De tous leśetats deC, les actions incontr̂olables peuvent toujourŝetre ex́e-
cut́ees:

(unc) ∀q · ∀a ⊆ Acto \ Actc, il y a une transitionq
b
−→ q′ dansC telle que

b ∩ Actnc = a.

– Finalement, le systèmeS contr̂olé parC satisfaitψ. CommeS et C ne re-
connaissent pas nécessairement des mots de même longueur, le système
contr̂olé est en faitlift k(C) ×Y S pour un ensembleY de vecteurs de
synchronisation.S etC se synchronisent sur les actions observables

(syn) Y = {〈X,X ′, X ′′〉 ∈ Act×Acto×Act : X ∩Acto = X ′, X = X ′′}.

Cela revient dont̀a vérifier que l’automate produit ci-dessous reconnaı̂t un
langage non-vide(S ×Y lift k(C)) × A¬ψ. L’opérateur de synchronisation
×Y est d́efini dans [DN07] et correspond̀a la notion naturelle (encore faut-il
faire attention aux transitions limites).

Ainsi, le probl̀eme de contr̂ole pourLTL(ωk) est le suivant:

entrée: un syst̀emeS (avec un automate transfini de niveauk) et une formuleφ
deLTL(ωk) construite sur les variables propositionnelles dansAct.

question: existe-t-il un automateC de niveau 1 v́erifiant (obs), (unc) et tel que
pour tous les mots de longueurωk accept́es parS ×Y lift k(C) vérifientφ
avecY satisfaisant (syn).

Ce probl̀eme est d́ejà une simplification puisque on pourrait seulement suppo-
ser que le contr̂oleurC se synchronise avecS aux positions0 < α1 < α2 < . . .

du syst̀eme aveclimi→ωαi = ωk.

Théorème 2.5.8. [Cac06] Le probl̀eme de contr̂ole pourLTL(ωk) est d́ecidable.
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L’exemple du contr̂ole d’une balle qui rebondit est résolu dans [Cac06] (voir
aussi une variante dans [DN07]).

Problème ouvert 9. Pourk ≥ 1, quelle est la complexité du probl̀eme de contr̂ole
pourLTL(ωk)? ©
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Chapitre 3

Vérification de propri étés
qualitatives et quantitatives

Ce chapitre est en grande partie une traduction de l’article[Dem06a] retraçant
principalement des résultats pŕesent́es dans [DG05, DL06a, DLN07, Dem06b,
DD07].

Comme nous l’avons rappelé dans le chapitre 2, la logique du temps linéaire
LTL avec des oṕerateurs de passé est́equivalentèa la logique du premier ordre sur
〈N, <〉 [Kam68] et les probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité sont PS-
PACE-complets [SC85]. Une variable propositionnellep repŕesente une propriét́e
de l’état courant du système. Par exemple,p peutêtre vraie lorsque la valeur de
la variablex est suṕerieureà la valeur de la variabley apr̀es un pas de calcul. Une
solution plus fine consiste doncà autoriser dans le langage logique la possibilité
d’exprimer directement des contraintes entre variables duprogramme abandon-
nant donc l’abstraction usuelle avec les variables propositionnelles. Lorsque les
variables sont tyṕees, elles peuventêtre interpŕet́ees dans des domaines concrets
sṕecifiques comme les entiers, les réels, les châınes de caractères etc. Ces do-
maines concrets sont appelés des systèmes de contraintes dans la suite. Ainsi,
une proposition de la forme “x est suṕerieureà la prochaine valeur dey” peut
se coder dans une syntaxe enrichie par “x < Xy” où Xy fait référenceà la pro-
chaine valeur dey (souvent aussi notéey′). Avec une telle extension les modèles
linéaires sont des séquences d’états structuŕes qui contiennent une interprétation
des variables. C’est pourquoi ma motivation initiale dans ce travail aét́e nourrie
par le souhait de concevoir des logiques temporelles définies sur des systèmes de
contraintes permettant de raffiner l’ensemble des formulesatomiques et de com-
parer des valeurs de variablesà des positions successives de l’exécution des pro-
grammes. Des exemples représentatifs du type de logiques temporelles que j’ai
souhait́e étudier sont les logiques introduites dans [AH94, CC00]. L’objectif dans
ce travail consistèa d́evelopper des ḿethodes ǵeńeriques, principalement̀a base
d’automates, qui permettent de décider des problèmes de model-checking et de sa-
tisfaisabilit́e pour les logiques du temps linéaire dont les formules atomiques sont
construites sur des systèmes de contraintes. Il s’agit en particulier de déterminer
quels domaines concrets vérifient les meilleures propriét́es pour la v́erification au-
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tomatique. On regarde ces deux types de problèmes car l’approche par automate
ne fait pas beaucoup de différences entre eux.

3.1 LTL sur des syst̀emes de contraintes

3.1.1 Comment raffiner LTL

Soit VAR = {x0, x1, . . .} un ensemble infini d́enombrable de variables. Un
syst̀eme de contraintes est une paireD = 〈D, (Rα)α∈I〉 où D est un ensemble
sṕecifique dans lequel les variables sont interprét́ees et(Rα)α∈I est une famille
dénombrable de relations surD. Il s’agit donc d’une structure relationnelle où
l’ensembleI peutêtre compris comme un alphabetéventuellement structuré. Une
contrainte atomique du systèmeD est une expression de la formeR(x1, . . . , xn)
où R est interpŕet́ee comme une relation deD etn est l’arit́e de cette relation. On
supposera implicite l’arit́e des relations et la correspondance entre une relation
et son symbole de relation associé. Une valuation deD est une applicationv :
VAR → D. Ainsi, une contrainte est satisfaite par la valuationv, not́e v |=D
R(x1, . . . , xn) ssi 〈v(x1), . . . , v(xn)〉 ∈ R où R est la relation dansD assocíee au
symbole de relationR.

Le probl̀eme de consistance pourD consisteà vérifier s’il existe une valua-
tion satisfaisant un ensemble fini de contraintes atomiquesdeD. De m̂eme, le
probl̀eme de consistance maximale pourD consistèa vérifier si un ensemble de
contraintes est maximalement consistant par rapportà un ensemble de variables et
à un ensemble de symboles de relation. Par exemple, le problème de consistance
maximale pour le système〈R, <,=〉 est NLOGSPACE-complet car cela revient
principalement̀a d́etecter des cycles dans un graphe fini.

Le probl̀eme de l’implication pour le systèmeD consisteà tester si chaque
valuation v́erifiant un ensemble finiX de contraintes atomiques satisfait aussi
une contraintec (not́e X |=D c). Par exemple, avecD = 〈R, <〉, nous avons
{x < y, y < z} |=D x < z car la relation “<” est transitive.

La logiqueCLTL(D) est d́efinie comme une extension de LTL où les variables
propositionnelles sont raffinées en contraintes atomiques deD construites sur des
termes. Un terme est une variablexj préfixée par un nombre finii du symbole
“next” X, not́e Xixj . Le codage de “Xixj” nécessite un espace mémoire de taille
O(i + log j). Le termeXixj est naturellement interprét́e comme la valeur de la
variablexj au ieme état suivant. Le symboleX est donc surchargé puisqueX est
aussi un oṕerateur temporel mais cela ne devrait pas entraı̂ner de confusion dans
la suite. Les formules deCLTL(D) sont d́efinies par la grammaire suivante:

φ ::= R(Xl1xj1 , . . . , X
lnxjn) | φ ∧ φ | ¬φ | Xφ | φUφ.

Les oṕerateursX etU sont interpŕet́es comme dans LTL et ce langage sera dans
la suite quelquefois enrichi d’opérateurs de passé ou d’oṕerateurs d́efinissables
dans la logique monadique du second ordre, voir par exemple [GK03]. Les for-
mules de la formeR(Xl1xj1 , . . . , X

lnxjn) sont appeĺees des contraintes atomiques
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temporelles. Une formuleR(Xl1xj1, . . . , X
lnxjn) est dite locale lorsquel1, . . . , ln ≤

1. Etant donńee une formuleφ deCLTL(D), la X-hauteur deφ, not́ee|φ|X est le
nombre maximali pour lequel il existe un terme de la formeXix apparaissant dans
φ. Intuitivement, cette hauteur correspondà la largeur d’une fen̂etre qui glisserait
sur un mod̀ele pour tenir compte des contraintes atomiques temporelles deφ.

Les mod̀eles deCLTL(D) sont desω-séquences de valuations deD de la
formeσ : N→ (VAR→ D) et la relation de satisfaction est définie comme pour
LTL sauf pour les formules atomiques:

– σ, i |= R(Xl1xj1, . . . , X
lnxjn) ssi〈σ(i+ l1)(xj1), . . . , σ(i+ ln)(xjn))〉 ∈ R,

– σ, i |= φ ∧ φ′ ssiσ, i |= φ etσ, i |= φ′,
– σ, i |= ¬φ ssiσ, i 6|= φ,
– σ, i |= Xφ ssiσ, i+ 1 |= φ,
– σ, i |= φUφ′ ssi il existej ≥ i tel queσ, j |= φ′ et pouri ≤ l < j, nous

avonsσ, l |= φ.
Comme d’habitude, une formuleφ ∈ CLTL(D) est dite satisfaisable quand

il existe un mod̀eleσ tel queσ, 0 |= φ. Le probl̀eme de satisfaisabilité sera not́e
SAT(CLTL(D)).

On noteCLTLlk(D) la restriction deCLTL(D) aux formules avec au plusk
variables et dont laX-hauteur est borńee parl. La logique LTL [SC85] peut̂etre
vue comme la logiqueCLTL({>,⊥}, T rue) où True = {>}.

Lemme 3.1.1. SoitD un syst̀eme de contraintes avecégalit́e. Il existe un ŕeduction
logarithmique en espace de SAT(CLTL(D)) vers SAT(CLTL1

ω(D)).

La preuve du lemma 3.1.1 renomme les termes et requiert un nombre infini
dénombrable de variables deCLTL1

ω(D).
Le probl̀eme de model-checking pourCLTL(D) consisteà vérifier des pro-

priét́es expriḿees dansCLTL(D) sur une classe d’automatesà contraintes [Rev02].
UnD-automateA àk variables est une structure〈Q, δ, I, F 〉 telle que

– Q est un ensemble fini d’états,
– I ⊆ Q est l’ensemble deśetats initiaux,
– F ⊆ Q est l’ensemble deśetats finaux,
– δ est la relation de transition, sous-ensemble deQ×Σ×Q où Σ est un sous-

ensemble fini de1SCk qui dénote l’ensemble des combinaisons Booléennes
des contraintes locales construites sur l’ensemble des variables{x1, . . . , xk}.

On utilise la notationq
c
−→ q′ comme une abréviation pour〈q, c, q′〉 ∈ δ. Lorsque

le syst̀eme de contraintes est un fragment de l’arithmétique de Presburger, les
D-automates constituent une forme particulière d’automates̀a compteurs. La fi-
gure 3.1 contient une représentation graphique d’un〈N,+1,= 2〉-automatèa 1
variable òu “= 2” est un pŕedicat unaire interprét́e par{2}, ce qui correspond̀a un
testà la valeur deux.

Le langage accepté par unD-automate est notéL(A). Un mod̀ele deCLTL(D)
σ est une ŕealisation d’uneω-séquence de formulesφ0φ1 . . . ssi pouri ≥ 0, nous
avonsσ, i |= φi. On note aussiLD(A) la classe des modèles deCLTL(D) qui sont
la réalisation d’un mot deL(A).
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Xx = x + 1Xx = x− 1

Xx = 2

FIG. 3.1 –Un 〈N,+1,= 2〉-automateA0 à 1 variable

Le probl̀eme de model-checking pourCLTL(D), not́e MC(CLTL(D)) est d́efini
ainsi:

entrée: unD-automateA et une formuleφ deCLTL(D),
question: est-ce qu’il existe un mod̀ele deLD(A), tel queσ, 0 |= φ (not́eA |=∃

φ).

Cela revient en effet̀a vérifier si un calcul deA satisfait la formuleφ. Par exemple,
A0 |=∃ (x = 0) ∧ GF(x = 0) avecA0 défini dans la figure 3.1. En effet,((Xx =
x+1) · (Xx = x−1))ω ∈ L(A0) et (0 ·1)ω est une ŕealisation de cetteω-séquence.

Une version universelle de ce problème peut̂etre d́efinie de façon analogue
(on utilise alors la notationA |=∀ φ). Pour la restriction du problème de model-
checkingàCLTLlk(D), on suppose que la formuleφ appartient̀aCLTLlk(D) etA
est unD-automatèak variables.

Pour tous les systèmes̀a contraintes non triviaux considéŕes dans ce travail, le
probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL(D) seraéquivalentà ŕeduction logarith-
mique en espace prèsà la version existentielle du problème de model-checking.
De même, comme lesD-automates sont des modèles oṕerationnels qui autorisent
plus de comportements que des machines déterministes, il existe unD-automate
A> tel queLD(A>) est exactement la classe de tous les modèles deCLTL(D). Par
conśequent, il existe une réduction en espace logarithmique entre SAT(CLTL(D))
et MC(CLTL(D)).

Pour conclure cette section, voici quelques repères pour comparer les logiques
CLTL(D) avec des formalismes existants. L’analyse de problèmes d’accessibi-
lit é dans les automatesà compteurs est incontournable dès que l’on s’int́eresse
à la v́erification de syst̀emes avec un nombre infini de configurations, voir par
exemple [CJ98, ISD+00, FL02, DPK03] et cela motive partiellement l’introduc-
tion des versions de LTL construites sur des systèmes de contraintes. Des logiques
temporelles avec des contraintes de Presburger ontét́e étudíees dans [̌Cer94a,
BEH95, CC00, BDR03]. Certaines admettent des fragments décidables vraiment
expressifs. Cependant, toutes ne considèrent pas le m̂eme type de mod̀ele qu’ici.
Par exemple, dans [BEH95] les modèles sont ceux de LTL mais les contraintes de
Presburger expriment des relations entre des nombres d’occurrence d’́evénements.
Des logiques spatio-temporelles, voir par exemple [WZ00, GKWZ03, GKK+03],
sont aussi des exemples de versions de LTL avec systèmes de contraintes pour
lesquelles le système est une structure faisant référencèa des relations spatiales.
Pour les logiques terminologiques, l’introduction des domaines concrets remonte
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à [BH91] et depuis, de nombreux formalismes conçus pour la repŕesentation des
connaissances ontét́e intensivement́etudíes, voir par exemple [Lut03, Lut04].
Ainsi, la logiqueCLTL(D) peut aussîetre comprise comme un cas particulier de
logique terminologique construite sur le domaine concretD pour laquelle seuls
les mod̀eles isomorphes̀a 〈N, <〉 sont retenus. Cependant, l’introduction de LTL
avec contraintes de Presburger est motivée par le besoin de vérifier des syst̀emes
à compteurs tandis que pour les logiques terminologiques l’introduction des do-
maines concrets se justifie par le besoin d’exprimer des concepts faisant ŕeférence
à des qualit́es concr̀etes.

3.1.2 Fragments de LTL avec contraintes de Presburger

L’arithmétique de Presburger (PA) est la théorie du premier ordre de la struc-
ture 〈Z,+〉 [Pre29]. Cette th́eorie est d́ecidable en temps triplement exponen-
tiel [FR74] et de nombreux fragments admettent une complexité beaucoup plus
modeste (voir des exemples plus loin). Parmi les propriét́es remarquables de (PA),
on peut noter ici que (PA) d́efinit exactement les ensembles semilinéaires [GS66].

Etant donńes une formule de PresburgerA(x1, . . . , xn) contenant au plus les
variables libres de~x = 〈x1, . . . , xn〉, et un tuple~a = 〈a1, . . . , an〉 ∈ Zn, la satis-
faction deA(x1, . . . , xn) par rapport̀a l’interpŕetation~a est not́ee~a |= A(~x). On
note aussisol(A(~x)) l’ensemble deśeléments~a deZn vérifiant la formuleA(~x).
Dans la suite, tout fragment FPA de (PA) compris comme un sous-ensemble de
(PA) définit implicitement un système de contraintes

DFPA = 〈Z, (sol(A(~x)))A(~x)∈FPA〉.

Ainsi, le syst̀emeDFPA peut contenir un nombre infini de relations et FPA est
compris comme un alphabet structuré. Onécrira aussiCLTL(FPA) au lieu de
CLTL(DFPA). Par exemple, les contraintes de la formex ≥ d avecd ∈ Z in-
duisent le syst̀eme de contraintes

〈Z, ({n ∈ Z : n ≥ d})d∈Z〉,

muni d’un ensemble infini d́enombrable de relations.
Dans le reste de cette section, nous allons présenter quelques fragments de

(PA) utiles pour la suite. Commençons par définir des langages du premier ordre
avec contraintes de périodicit́e. Le langage de constraintesIPC est d́efini par la
grammaire ci-dessous:

A ::= x ≡k y + c | x ≡k c | A ∧ A | ¬A,

aveck, c ∈ N et x, y ∈ VAR. SoitX un sous-ensemble de{∃, [], <, Eq}, nous
définissons une extensionIPCX de IPC en ajoutant les clauses suivantesà la
définition deIPC:

– si∃ ∈ X, alors la clause∃ x A est ajout́ee (quantification existentielle),
– si [] ∈ X, alors la clausex ≡k y + [c1, c2] avecc1, c2 ∈ N est ajout́ee,
– siEq ∈ X, alors la clausex = y avecx, y ∈ VAR est ajout́ee,
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– si<∈ X, alors les clausesx < d | x > d | x = d avecx ∈ VAR etd ∈ Z

sont ajout́ees.

La pŕesence de “Eq” dansX permet d’exprimer des contraintes d’équalit́e
entre variables alors que la présence de “<” autorise des contraintes entre une
variable et une constante. A titre d’exemple, nous donnons la śemantique des
formules de la formex ≡k y + [c1, c2] (les autres cas utilisent l’interprétation
usuelle):v |= x ≡k y + [c1, c2]

def
⇔ il existe c ∈ [c1, c2] et l ∈ Z tel que

(v(x) − v(y)) = l × k + c. Ainsi x ≡k y + [c1, c2] est juste plus concis que∨
c∈[c1,c2] x ≡k y + c lorsque les constantes sont codées avec une représentation

binaire.
Dans la suite, on noteIPC+ [resp. IPC++] le langageIPC{∃,[],<} [resp. le

langageIPC{∃,[],<,Eq}]. Il est bon de rappeler ici queIPC++ est une extension du
langage de contraintes de périodicit́e introduit dans [TC98] mais avec la présence
de la ńegation comme dans [BBFS96]. Ce qui est appelé “IPC” dans [TC98] est
préciśement d́efini par

A ::= x ≡k y + c | x ≡k c | A ∧ A | ∃x A.

Comme (PA), le langageIPC++ satisfait la propríet́e d’élimination des quan-
tificateurs mais la complexité du probl̀eme de consistance est bien moindre.

Théorème 3.1.2. [Dem06b]

(I) Le probl̀eme de consistance pourIPC++ est PSPACE-complet.
(II) Etant donńee une constrainteA de IPC++, on peut calculer une formule

équivalenteA′ sans quantificateur en espace polynomial en|A| et |A′| est
enO(2|A|).

Soit DL le fragment de (PA) constitué de contraintes de différence:

A ::= x ∼ y + d | x ∼ d |A ∧ A | ¬A

où x, y ∈ VAR, ∼∈ {<,=} et d ∈ Z. Nous utilisons les notationsx ≤ y, x ≥ y

et x > y comme des abréviations pour respectivementx < y ∨ x = y, ¬(x < y)
et¬(x ≤ y). Soitv : VAR → Z une valuation, la relation de satisfactionv |= A

est d́efinie de la façon attendue. Il est clair que DL est un fragment propre de (PA)
sans quantification. En effet, des contraintes de périodicit́e de la formex ≡k c ou
des comparaisons de la formex + y + z < 5 ne font pas partie deDL.

Le dernier fragment de (PA) avec lequel nous allons travailler est (PA) sans
quantification, not́e QFP. Ce fragment principalement utilisé dans la section 3.4.6
est d́efini par la grammaire suivante:

A ::=
∑

i∈J

aixi = d |
∑

i∈J

aixi < d |
∑

i∈J

aixi ≡k c | ¬A | A ∧ A

avecai, d ∈ Z, k, c ∈ N et J est un ensemble fini d’indices. Le langage QFP
est aussi expressif que (PA) mais moins concis (le problème de consistance est
dans NP, une conséquence de [Pap81]).
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3.2 Contraintes quantitatives et ind́ecidabilité

Dans cette section, nous présentons des versions de LTL construites principa-
lement sur des fragments de (PA) qui sont indécidables m̂eme si des restrictions
syntaxiques drastiques seront quelquefois considéŕees.

3.2.1 Machines de Minsky

L’indécidabilit́e de LTL avec contraintes de Presburger peutêtre principale-
ment établie en ŕeduisant le problème de l’arr̂et ou le probl̀eme de ŕecurrence
pour les machines de Minsky non déterministes. C’est pourquoi, nous nous per-
mettons ici de rappeler brièvement ces problèmes. Une machine de Minsky non
déterministeM se compose de deux compteursC1 et C2, et d’une śequence de
n ≥ 1 instructions. Chacune des instructions peut incrémenter, decrémenter un
des compteurs ou bien atteindre une instruction si un des compteurs est̀a źero.
Lorsqu’une incŕementation ou une décrementation a eu lieu, la machine continue
en choisissant de façon non déterministe parmi deux instructions, ce choix n’étant
possible que pour les machines non déterministes. L’instructionl a une des formes
suivantes:

l: Ci := Ci + 1 ; aller à l′ ou allerà l′′

l: si Ci = 0 alors allerà l′ sinonCi := Ci − 1; aller à l′ ou allerà l′′

Les configurations deM sont des triplets〈l, c1, c2〉 où l ∈ {1, . . . , n} et
c1, c2 ≥ 0. Chaque valeurci correspond̀a la valeur courante du compteurCi. Un
calcul deM est uneω-séquence de configurations respectant les instructions de
M et dont la configuration initiale est〈1, 0, 0〉. Un calcul est ŕecurrent s’il contient
un nombre infini de configurations avec pour instruction courante1. Le probl̀eme
de ŕecurrence consistèa d́eterminer si une machine de Minsky non déterministe
admet un calcul ŕecurrent. Ce problème est hautement indécidable,Σ1

1-difficile
d’apr̀es [AH94, section 4.1]. De m̂eme, le probl̀eme qui consistèa d́eterminer sìa
partir de la configuration initiale〈1, 0, 0〉 une configuration avec instruction cou-
rante1 est atteignable en au moins un pas de calcul, est indécidable [Min67] –
probl̀eme de l’arr̂et.

3.2.2 Syst̀emes avec un ḿecanisme de comptage

La Σ1
1-duret́e du probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL1

ω(N,=,+1) peutêtre
facilement montŕee en ŕeduisant le problème de ŕecurrence pour les machines de
Minsky non d́eterministes. Plus géńeralement, il est possible de définir trois pro-
priét́es d’un syst̀eme de contraintes pour qu’il admette une mécanisme de comp-
tage qui induise l’ind́ecidabilit́e comme dansCLTL1

ω(N,=,+1).

Définition 3.2.1. Un syst̀eme de contraintesD admet un ḿecanisme de comptage
implicite si les conditions suivantes sont vérifiées:

1. D contient l’́egalit́e,
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2. D poss̀ede une relation binaireR telle que

(a) R = {〈a, b〉 ∈ D2 : f(a) = b} pour une injectionf : D → D,
(b) 〈D,R〉 est un DAG.

∇

Ainsi, lorsqueD a un ḿecanisme de comptage implicite pour chaquea ∈ D,

a
R
−→ f1(a)

R
−→ . . . f i(a)

R
−→ . . .

est isomorphèa〈N, <〉. Par exemple, pourD ∈ {N,Z,Q,R} et pouri ∈ D \{0},
le syst̀eme〈D,=,=+i〉 a un ḿecanisme de comptage implicite où n =+i n

′ ssi
n = n′+ i. De m̂eme, le syst̀eme〈D \ {0},=,=×i〉 a un ḿecanisme de comptage
implicite où n =×i n

′ ssin = n′ × i aveci 6= −1.

Théorème 3.2.1. [DD07] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL1
ω(D) est

Σ1
1-difficile pour chaque systèmeD admettant un ḿecanisme de comptage impli-

cite.

La preuve est par réduction du probl̀eme de ŕecurrence pour les machines
de Minsky non d́eterministes (voir la section 3.2.1) sur le modèle de la preuve
de [CC00, th́eor̀eme 3]. En effet, les calculs de telles machines peuventêtre cod́es
comme les mod̀eles d’une formule deCLTL1

ω(D) sur la base du passage du
model-checking vers la satisfaisabilité pour LTL [SC85]. C’est par exemple fa-
cile d’exprimer qu’une variable contenant la valeur de l’instruction courante peut
prendre la valeur1 infiniment souvent. C’est ainsi queCLTL1

3(DL) est montŕee
indécidable dans [CC00]. Par exemple, l’instruction

– l: C1 := C1 + 1 ; aller à l′ ou allerà l′′

peut se coder par une formule temporelle de la forme

G(xl = yl ⇒ (R(z1, Xz1) ∧ X(xl′ = yl′ ∨ xl′′ = yl′′))),

où z1 est une variable attachée au compteurC1 et R est le symbole de prédicat
assocíe à la relationR de la d́efinition 3.2.1.

Nous rappelons au passage que laΣ1
1-duret́e implique que la logique n’est pas

récursivement axiomatisable. Nous obtenons les corollaires suivants.

Corollaire 3.2.2. SoitD ∈ {N,Z,Q,Q+R,R+}.

(I) Pouri ∈ D \ {0}, SAT(CLTL1
ω(D,=,=+i)) et MC(CLTL1

ω(D,=,=+i)) sont
Σ1

1-difficiles.
(II) Pouri ∈ D\{0, 1,−1}, SAT(CLTL1

ω(D,=,=×i)) et MC(CLTL1
ω(D,=,=×i

)) sontΣ1
1-difficiles.
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3.2.3 Restreindre les ressources syntaxiques

Dans la section 3.2.2, nous avons vu que le problème de satisfaisabilité pour
CLTL1

ω(N,=,+1) est hautement ind́ecidable. La façon la plus naturelle de co-
der les calculs des machines de Minsky consisteà faire usage d’un nombre non
borńe de variables. Dans cette section, nous allons aller un peu plus loin en mon-
trant certaines restrictions syntaxiques préservent l’ind́ecidabilit́e. Par exemple, le
lemme 3.2.3́enonce comment réduire laX-hauteur des formules et le lemme 3.2.4
comment ŕeduire le nombre de variables.

Lemme 3.2.3. [DG06] Pourk, l, k′, l′ ∈ N \ {0} et pour tous les systèmesD,
il existe une ŕeduction de SAT(CLTLlk(D)) vers SAT(CLTLl

′

k′(D)) (exponentielle
en temps) aveck × l = k′ × l′ etk′ = k ×m pour unm ≥ 2.

L’id ée de la preuve consisteà repŕesenterm états conśecutifs d’un mod̀ele
de CLTLlk(D) aveck′ = km en un seuĺetat d’un mod̀ele deCLTLl

′

k′(D). Par
exemple, sik′ = 2k, alors le mod̀ele deCLTLlk(D) ci-dessous




1
2
. . .

k







k + 1
k + 2
. . .

2k







2k + 1
2k + 2
. . .

3k


 . . .

se code par le modèle deCLTLl
′

k′(D) ci-dessous




1
2
. . .

2k







2k + 1
2k + 2
. . .

4k


 . . .

Le lemme 3.2.4 indique comment réduire le nombre de variables dans les for-
mules.

Lemme 3.2.4. [DG06] Pourk, l, k′, l′ ∈ N \ {0} et pour les systèmesD avec
égalit́e et au moins troiśeléments, il existe une réduction logaritmique en espace
de SAT(CLTLlk(D)) vers SAT(CLTLl

′

k′(D)) où 3k × l ≤ k′ × l′ et k = k′ × m
pour unm ≥ 2.

L’id ée de la preuve consisteà coder uńetat d’un mod̀ele deCLTLlk(D) vers
3m états d’un mod̀ele deCLTLl

′

k′(D). Seul unétat sur trois contient une infor-
mation pertinente sur les valeurs des variables. Les autresétats interḿediaires
sont utiliśes pour d́eterminer quand une séquence de3m états d’un mod̀ele de
CLTLl

′

k′(D) correspond̀a un état d’un mod̀ele deCLTLlk(D). Par exemple, si
k′ = 1 etk = 2, alors le mod̀ele deCLTLlk(D) ci-dessous

(
1
2

) (
3
4

)
. . .
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est cod́e par le mod̀ele deCLTLl
′

k′(D) ci-dessous

position 0︷ ︸︸ ︷
1 = b 6= b 6= 2 6= b 6= b 6=

position 1︷ ︸︸ ︷
3 = b 6= b 6= 4 6= b 6= b . . .

où b dénote une valeur arbitraire satisfaisant les bonnes relations avec ses voisins
(chaque occurrence deb peut correspondrèa une valeur diff́erente). Afin de garan-
tir que de telles valeurs existent, nous avons supposé que le domaine a au moins
trois éléments disincts. Le début du codage d’uńetat d’un mod̀ele deCLTLlk(D)
se caract́erise par la pŕesence de deux valeurs consécutives de la variable iden-
tiques.

Un fragment plat deCLTL1
ω(DL) est montŕe d́ecidable dans [CC00] avec

une proćedure de d́ecision qui a au moins la complexité de (PA). Ce fragment
a ét́e d́efini en restreignant l’usage de l’opérateurU: en particulier les arguments
gauches ne peuvent contenir d’opérateurs temporels. L’indécidabilit́e de la logique
Lp de [CC00] est montrée en ŕeduisant le problème de l’arr̂et des machines de
Minsky. De m̂eme, l’ind́ecidabilit́e deCLTLω2 (DL) est montŕee dans [DD07] avec
des contraintes de la formex = y, x = y + 1. Il est possible de raffiner davantage
ces ŕesultats.

Théorème 3.2.5. [DG06] Le probl̀eme de la satisfaisabilité pourCLTL2
1(DL)

estΣ1
1-complet.

Une conśequence du th́eor̀eme 3.2.5 et du lemme 3.2.3 est que nous pouvons
améliorer laΣ1

1-duret́e deCLTL1
3(DL) établie dans [CC00].

Corollaire 3.2.6. Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL1
2(DL) estΣ1

1-com-
plet.

Par conśequent la logiqueLp de [CC00] restreintèa deux variables est aussi
hautement ind́ecidable. De plus, le problème de satisfaisabilité peutêtre facile-
ment ŕeduit au model-checking carφ ∈ CLTL(DL) est satisfaisable ssiA> |= φ

où A> est l’automateà un état 〈{q}, δ, {q}, {q}〉 avec pour unique transition

q
>
−→ q. Nous obtenons ainsi le corollaire suivant:

Corollaire 3.2.7. [DG06] MC(CLTL1
2(DL)) et MC(CLTL2

1(DL)) sontΣ1
1-com-

plets.

3.2.4 Satisfaisabilit́e pour CLTL 1
1(QFP)

L’extension deCLTL(DL) avec des contraintes de la formeax + by = 0 avec
a, b ∈ Z conduit à une logique ind́ecidable m̂eme si on se restreintà une seule
variable et̀a uneX-hauteur1.

Théorème 3.2.8. [DG06] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL1
1(QFP) est

indécidable.
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En effet, les valeurs des deux compteurs〈c1, c2〉 dans la configuration d’une
machine de Minsky peuventêtre cod́ees par la valeur2c13c2 d’une variable. Les
testsà źero, incŕementations et d́ecŕementations se codent respectivement avec les
contraintesx ≡2 0, x ≡3 0, Xx = 2x (incrémentation du premier compteur) etc.
La valeur de l’instruction courantel peut par exemple se coder en réṕetantl fois
la configuration. Par conséquent, le problème du model-checking est indécidable
même pour le fragment avec une unique variable et restreint aux formules deX-
hauteur au plus 1. Il s’agit d’une conséquence d’un ŕesultat de [Min67, section
14.2] pour les machines̀a un compteur avec division et multiplication par des
constantes.

3.3 Modèles symboliques

Dans cette section, nous allons expliquer les grandes lignes de l’approche qui
nous a permis d’établir la d́ecidabilit́e du model-checking et de la satisfaisabi-
lit é pourCLTL(D) avec divers systèmesD. Par d́efaut,D est un syst̀eme de
contraintesD = 〈D, (Rα)α∈I〉 avecI éventuellement infini.

3.3.1 ω-r égularité et abstraction

Commençons par une analogie. Etant donnée une formuleφ de LTL construite
sur les variables propositionnelles de{p1, . . . , ps}, les mod̀eles deφ sont desω-
séquencesσ : N → Σ avecΣ = P({p1, . . . , ps}). Pourêtre plus pŕecis, on peut
se restreindrèa ces mod̀eles pour d́eterminer la satisfaisabilité deφ. L’approche
par automates introduite dans [VW94] démontre qu’il est possible de construire
efficacement un automate de BüchiAφ tel queL(Aφ) est exactement l’ensemble
des mod̀eles deφ (voir la proposition 2.1.1). Cette ḿethode permet d’ailleurs de
résoudre les problèmes de satisfaisabilité et model-checking pour LTL en espace
mémoire polynomial. En effet, le problème de vacuit́e pour les automates de Büchi
est NLOGSPACE-complet.

Etant donńee une formuleφ deCLTL(D) construite sur les variablesx1,. . . ,xk
les mod̀eles deφ peuventêtre vus comme des séquences de la formeN → Dk.
L’ensembleDk n’est pas ńecessairement fini et donc les modèles deCLTL(D)
ne sont pas desω-séquences sur un alphabet fini. Dans le but de réutiliser des
résultats sur les automates de Büchi une strat́egie consistèa abstraire les modèles
deφ comme des śequences de la formeN → {0, 1}m où m ≥ 1 est un entier̀a
définir qui d́epend deφ et du syst̀emeD. Chaquéelément de{0, 1}m est compris
comme un ensemble fini de propriét́es locales (par exemple “la prochaine valeur
dey estégaleà la valeur courante dex”). Etant donńes une formuleφ et un mod̀ele
σ : N → Dk, on peut d́efinir un mod̀ele symboliqueabs(φ, σ) : N → {0, 1}m.
Afin de d́evelopper une ḿethode pourCLTL(D) similaire à celle pour LTL, le
mieux que nous puissions espérer est que l’ensemble des modèles symboliques
dérivés d’une formuleφ deCLTL(D) soitω-régulier et qu’un automate de Büchi
pour ce langage puisseêtre construit efficacement.
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Le reste de cette section présente les principaleśetapes qui permettent de pas-
ser des mod̀eles concrets (séquences de valuations) aux modèles symboliques.

3.3.2 Mesure syntaxique

Pour v́erifier si une formuleφ deCLTL(D) est satisfaisable, nous avons be-
soin de d́eterminer quelles sont les ressources syntaxiques deφ pertinentes. Par
exemple, pour une formule de LTL il s’agit simplement des variables proposition-
nelles apparaissant dans la formule. Comme nous avons affaire à des syst̀emes de
contraintes, nous devonsétendre cette notion.

Définition 3.3.1. Une mesure syntaxiqueµ est un triplet〈k, l,X〉 tel quek ∈
N \ {0} (le nombre de variables deVAR), l ∈ N (la X-hauteur) etX est un
ensemble fini de symboles de relation deD. ∇

Par exemple, pour une formuleφ de la logiqueCLTL(N, <,=), une mesure
〈k, l,X〉 pourφ peutêtre d́efinie telle quek est le nombre de variables distinctes
dansφ (sans perte de géńeralit́e on supposera qu’il s’agit dex1, . . . , xk), l = |φ|X,
etX = {<,=}. Plus ǵeńeralement, lorsqueI est fini, on supposera que les sym-
boles de relation dans une mesure sont exactement ceux issusdeD.

3.3.3 Etat symbolique

L’ensemble des formules atomiques temporelles deCLTL(D) définies par une
mesureµ = 〈k, l,X〉, not́eCONSµ, est d́efini comme l’ensemble ci-dessous

{R(t1, . . . , tn) : R ∈ X}

où chaque termeti est de la formeXl
′

xk′ avec0 ≤ l′ ≤ l et1 ≤ k′ ≤ k. Le cardinal
deCONSµ est au plus exponentiel enk+ l+ |X|. Si l’arité des relations deD est
borńee comme dans〈R, <,=〉, alors le cardinal deCONSµ est polynomial enk+
l + |X|. On noteFORµ l’ensemble des formules deCLTL(D) construites sur les
formules atomiques temporelles deCONSµ. Nous d́efinissons uńetat symbolique
comme un ensemble fini de propriét́es locales satisfaites̀a une position donńee
d’un mod̀ele. Il s’agit d’une abstraction d’une valuation qui peut a priori avoir une
port́ee avec des valeurs non bornées.

Définition 3.3.2. Pour une mesureµ, un état symbolique est un sous-ensemble
deCONSµ. ∇

Remarquons qu’avec la définition ci-dessus, uńetat symbolique n’est pas néces-
sairement [resp. maximalement] consistant. L’ensemble des états symboliques est
not́e SYMBµ. Un mod̀ele symboliqueρ pour une mesureµ est une śequence
ρ : N → SYMBµ. C’est bien de la formeN → {0, 1}m pour unm donńe, voir la
section 3.3.1. Nous sommesà pŕesent en position de définir la relation de satisfac-
tion symbolique|=µ (pour une mesureµ donńee). Les formules sont dansFORµ

et les mod̀eles symboliques sont desω-séquences sur l’alphabetSYMBµ. Les
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opérateurs Booĺeens et temporels sont définis de façon homomorphique comme
pour la relation classique|=. Seul le cas atomique nécessite un traitement par-
ticulier qui est en fait similairèa ce qui se passe pour LTL: pour toute formule
φ ∈ CONSµ, ρ, i |=µ φ

def
⇔ φ ∈ ρ(i).

3.3.4 Abstraction

Pour un mod̀eleσ deCLTL(D) et une mesureµ, on noteρµσ le mod̀ele sym-
bolique tel que pouri ≥ 0,

ρµσ(i)
def
= {φ ∈ CONSµ : σ, i |= φ}.

Lemme 3.3.1. Soientµ une mesure,σ un mod̀ele,φ une formule deFORµ et
i ∈ N. Siσ, i |= φ, alorsρµσ, i |=µ φ.

Définition 3.3.3. Une abstraction pourCLTL(D) est une fonction calculablef
de l’ensemble des formules vers l’ensemble des mesures. ∇

Une abstraction est complète lorsque pour chaque formuleφ, pour tous les
mod̀elesσ et i ∈ N, on aσ, i |= φ ssiρf(φ)

σ , i |=f(φ) φ.

Théorème 3.3.2. Soit f une abstraction complète. Alorsφ estCLTL(D) satis-
faisable ssi il existe un modèle symboliqueρ tel que
(I) ρ, 0 |=f(φ) φ,

(II) il existe un mod̀eleσ deCLTL(D) tel queρ = ρ
f(φ)
σ .

Dans la preuve, siσ, 0 |= φ, alors par le lemme 3.3.1,ρf(φ)
σ , 0 |=f(φ) φ. Evi-

demment,ρf(φ)
σ a un mod̀ele concret. Ŕeciproquement, siρ satisfait les conditions

(I) et (II) alors comme l’abstraction est complète, nous avonsσ, 0 |= φ.
Pour montrer que le problème de satisfaisabilité pourCLTL(D) est dans PS-

PACE, on pourra montrer que
– CLTL(D) poss̀ede une abstraction complète dont leśeléments consistants

deSYMBf(φ) peuventêtre cod́es en espace polynomial et vérifier siX ⊆
CONSf(φ) est consistant peut se faire en espace polynomial,

– les mod̀eles symboliques satisfaisant la condition (I) du théor̀eme 3.3.2
peuvent̂etre reconnus par un automate de Büchi calculable en espace poly-
nomial,

– les mod̀eles symboliques satisfaisant la condition (II) du théor̀eme 3.3.2
peuvent̂etre reconnus par un automate de Büchi calculable en espace poly-
nomial.

Afin de garantir la borne PSPACE, les automates de B̈uchi peuvent̂etre remplaćes
par n’importe quelle classe de modèles oṕerationnels dont le problème de va-
cuité soit dans NLOGSPACE, voir par exemple ce qui est fait dans [DG06] avec
des automates̀a un compteur. Des exemples de borne PSPACE établie avec cette
approche peuventêtre trouv́es dans [DD07, DG05, Gas05, Dem06b, DG06]. Ce-
pendant, alors que la classe des modèles symboliques v́erifiant la condition (I) est
ω-régulìere, la classe des modèles symboliques verifiant la condition (II) peut ne
pas l’̂etre, voir par exemple [DD07].
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3.3.5 Automates de B̈uchi pour la satisfaction symbolique

Nous d́efinissons ci-dessous un automate de Büchi acceptant les modèles sym-
boliques construits sur la mesuref(φ) qui vérifient symboliquementφ (condi-
tion (I) du th́eor̀eme 3.3.2). Il s’agit d’́etendre ĺeg̀erement la traduction standard
de LTL vers les automates de Büchi [VW94].

On notecl(φ) la fermeture deφ et un atome deφ est un sous-ensemble
maximalement consistant decl(φ). Comme d’habitude,ψ1Uψ2 ∈ cl(φ) implique
X(ψ1Uψ2) ∈ cl(φ). De plus,ψ1Uψ2 appartient̀a un atomeX ssiφ2 ∈ X ou bien
φ1, X(ψ1Uψ2) ∈ X. SoitAf(φ)

φ l’automate de B̈uchi ǵeńeraliśe 〈Q, δ, I,F〉 sur

l’alphabetSYMBf(φ) tel que

– Q est l’ensemble des atomes deφ et I = {X ∈ Q : φ ∈ X},

– X
Z
−→ Y ssi

– pour toutes les formules atomiques temporellesA deX,Z |=D A (une
instance du problème d’implication),

– pourXψ ∈ cl(φ), Xψ ∈ X ssiψ ∈ Y ,

– Soit {ψ1Uφ1, . . . , ψnUφn} l’ensemble des formules “Until” decl(φ). On
poseF = {F1, . . . , Fn} avecFi = {X ∈ Q : ψiUφi 6∈ X ou φi ∈ X}
pouri ∈ {1, . . . , n}.

On peut maintenant facilementétablir le ŕesultat suivant:

Lemme 3.3.3. L(A
f(φ)
φ ) = {ρ : N→ SYMBf(φ) | ρ, 0 |=f(φ) φ}.

3.4 Résultats de d́ecidabilité

Dans cette section, différents fragments décidables de LTL avec contraintes de
Presburger vont̂etre principalement présent́es.

3.4.1 Propriété de compĺetion

Un probl̀eme ǵeńeral concernant la classe de logiquesCLTL(D) consisteà
identifier les conditions suffisantes sur le système de contraintesD pour que les
probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité pourCLTL(D) admettent des
proćedures de d́ecision efficaces, si possible en espace polynomial comme pour
LTL. Très souvent cela revientà s’assurer queD admette une abstraction complète
et si pour chaque mesureµ, l’ensemble{ρµσ : σ est un modele de CLTL(D)} des
mod̀eles symboliques (par rapportà la mesureµ) estω-régulier ou non. Dans cette
section, nous présentons une classe de systèmes de contraintes pour lesquels l’en-
semble ci-dessus estω-régulier et il existe un moyen simple de le définir avec un
automate de B̈uchi.

Un mod̀ele symboliqueρ par rapport̀a la mesureµ est consistant pas̀a pas ssi
pouri ≥ 0,

– ρ(i) est maximalement consistant par rapportàµ,
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– pour toute contrainte atomique temporelleR(Xl1xj1 , . . . , X
lnxjn) ∈ CONSµ

avecl1, . . . , ln ≥ 1,
R(Xl1xj1 , . . . , X

lnxjn) ∈ ρ(i) ssiR(Xl1−1xj1 , . . . , X
ln−1xjn) ∈ ρ(i+ 1).

Pour le syst̀eme〈R, <,=〉 et la mesure〈1, 2, {<,=}〉, le mod̀ele symbolique ci-
dessous est consistant pasà pas:

ρ0 = {x > Xx, Xx > XXx, x > XXx, x = x, Xx = Xx, XXx = XXx}ω.

La consistance pas̀a pas constitue une condition nécessaire pour qu’un modèle
symboliqueρ ait un mod̀eleσ deCLTL(D) tel queρµσ = ρ. Nous d́efinissons ci-
dessous une classe de systèmes de contraintes pour lesquels cette condition est
suffisante.

Un syst̀emeD a la propríet́e de compĺetion [DD07] ssi pour chaque mesure
µ de la forme〈k, 0, X〉, pour chaque ensemble maximalement consistantY ⊆
CONSµ et pour1 ≤ k′ < k, si

– Y ′ = {φ ∈ Y : φ ∈ CONS〈k
′,0,X〉} (restriction deY aux contraintes sur les

variables dans{x1, . . . , xk′}) et,
– v : {x1, . . . , xk′} → D telle queY ′ = {φ ∈ CONS〈k

′,0,X〉 : v |= φ},

alors il existe une valuationv′ : {x1, . . . , xk} → D telle quev′ restreinteà l’en-
semble de variables{x1, . . . , xk′} estv et Y = {φ ∈ CONSµ : v′ |= φ}. Des
propríet́es similaires ont́et́e aussi introduites dans [Dec92, BC02, LM05] sous le
terme de “consistance globale”.

LorsqueD satisfait la propríet́e de compĺetion, l’ensemble des modèles sym-
boliques obtenus par abstraction admet une caractérisation simple.

Lemme 3.4.1. SoientD un syst̀eme de contraintes vérifiant la propríet́e de com-
plétion etµ une mesure. Un modèle symboliqueρ par rapport̀a µ a un mod̀ele
concret ssiρ est consistant pas̀a pas.

A titre d’exemple,〈R, <,=〉, 〈R+, <,=〉, 〈Q, <,=〉, 〈Q+, <,=〉 ainsi que
〈D,=〉 pour un ensemble non videD satisfont la propríet́e de compĺetion. Le
mod̀ele symboliqueρ0 ci-dessus a donc un modèle concret. Par contre,ρ0 n’a pas
de mod̀ele concret avec le système de contraintes〈N, <,=〉 carN est bien fond́e.

Soientµ une mesure etφ une formule deFORµ. On noteLµ(φ) l’ensemble
des mod̀eles symboliquesρ par rapport̀a µ tels queρ, 0 |=µ φ et ρ a un mod̀ele
concret. On peut remarquer queφ est satisfaisable ssiLµ(φ) est non vide.

Lemme 3.4.2. SoitD un syst̀eme de contraintes ayant une abstraction complète
f et satisfaisant la propriét́e de compĺetion. Pour chaque formuleφ deCLTL(D),
Lf(φ)(φ) estω-régulier.

L’automate de B̈uchi acceptant le langageLf(φ)(φ) peut être d́efini comme
l’intersection deAf(φ)

φ et de l’automate de B̈uchi reconnaissant les modèles sym-
boliques consistants pasà pas.
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En s’appuyant sur les propriét́es ci-dessus, nous pouvonsétablir le ŕesultat de
complexit́e suivant.

Théorème 3.4.3. [BC02, DD02] SoitD un syst̀eme de contraintes muni d’un
nombre fini de relations. LorsqueD satisfait la propríet́e de compĺetion et les
probl̀emes d’implication et de consistance maximale sont dans PSPACE, alors les
probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité sont dans PSPACE.

La preuve dans [BC02] utilise des arguments analoguesà ceux de [SC85] pour
montrer que LTL est dans PSPACE alors que la preuve dans [DD02] tire profit de
l’approche par automates de [VW94].

Corollaire 3.4.4. Les probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité pour les
logiquesCLTL(R, <,=), CLTL(Q, <,=) etCLTL(D,=) avecD ayant au moins
deuxéléments sont PSPACE-complets.

L’ajout dansCLTL(Q, <,=) de contraintes de la formex ∼ c avecc ∈ Q et
∼∈ {<,=} conserve la borne supérieure PSPACE pour ce qui est de la satisfaisa-
bilit é. En effet, les constantes dans une formule (codées avec une représentation
binaire) peuvent̂etre simuĺees par des variables dont la valeur reste constante le
long du mod̀ele. Nous avons seulement besoin de spécifier comment les variables
se comparent entre elles.

3.4.2 Un cas particulier: syst̀emes de contraintes finis

LorsqueD est fini, nous pouvons aussi avoir des résultats de complexité assez
simplement. La finitude deD signifie queD est de la forme〈D,R1, . . . , RN〉 où
D est un ensemble fini{d1, . . . , dM}. Il n’est pas surprenant que dans ce cas, le
probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL(D) soit dans PSPACE car on peut d́efinir
une ŕeduction logarithmique en espace entreCLTL(D) et LTL.

Théorème 3.4.5. SoitD un syst̀eme de contraintes fini. Le problème de satisfai-
sabilit́e pourCLTL(D) est dans PSPACE.

Une preuve consiste par exempleà introduire un système auxiliaire

D′ = 〈D,P1, . . . , PM〉

tel quePi = {di} pour chaquei. Une ŕeduction logarithmique en espace entre
CLTL(D) et CLTL(D′) peut alorŝetre construite et le problème de satisfaisabi-
lit é pourCLTL(D′) peutêtre montŕe dans PSPACE carD′ admet une abstraction
compl̀ete simple et v́erifie la propríet́e de compĺetion, voir par exemple [Dem06b].
La réduction est en fait homomorphique pour les opérateurs temporels et Booléens
etR(t1, . . . , tn) se traduit en

∨

〈di1
,...,din 〉∈R

Pi1(t1) ∧ · · · ∧ Pin(tn).
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Ce pas atomique permet bien d’avoir une réduction logarithmique en espace car
les arit́es des relationsRi et le cardinal deD sont des param̀etres de la logique.
La PSPACE-duret́e deCLTL(D) est garantie en réduisant LTL d̀es queD est non
trivial. Cela signifie qu’il existe une relationR dansD d’arité n ≥ 1 telle que
R 6= ∅ ouR 6= Dn.

3.4.3 Contraintes de ṕeriodicit é

Le langageIPC++ est un fragment assez expressif de (PA). Par exemple, le
probl̀eme de consistance est PSPACE-complet alors que pour le système〈N, <,=〉
le probl̀eme est seulement NLOGSPACE-complet. Les formules deCLTL(IPC++)
peuvent en effet représenter les notions de calendriers (“calendars”) et tranches
(“slices”) de [NS92]. Un calendrierC est d́efini comme une partitionX1, X2, . . .

deN telle que (on omet ici le cas où la partition est finie)
(ordre) pouri, x ∈ Xi ety ∈ Xi+1, nous avonsx < y,
(suite) pouri, il existex ∈ Xi ety ∈ Xi+1 tels quey = x+ 1.
Un calendrierC = X1, X2, . . . peut donĉetre repŕesent́e dansCLTL(IPC++) par
l’inteprétation d’une variablex dans un mod̀eleσ deCLTL(IPC++) de la forme
σ : N×VAR→ Z tel que des positions consécutives dansσ ayant la m̂eme valeur
pourx appartiennent̀a la m̂eme classe:

σ(0, x) = σ(1, x) = . . . = σ(i1, x)︸ ︷︷ ︸
X1={0,...,i1}

6= σ(i1 + 1, x) = . . . = σ(i2, x)︸ ︷︷ ︸
X2={i1+1,...,i2}

6= . . .

Dans la plupart des cas,{σ(i, x) : i ∈ N} est fini (minutes, heures, jours de la se-
maine, mois). Cela signifie que tels calendriers peuventêtre cod́es de façon alter-
native comme des positions successives ayant la même valeur modulo un entier.
Les granularit́es temporelles [Wij00] qui sont une variante des calendriers sont
aussi d́efinies comme des classes d’équivalence surN et comme desω-séquences
sur un alphabet̀a trois lettres, voir les d́etails dans [Wij00].

Théorème 3.4.6. [Dem06b] Les probl̀emes de model-checking et satisfaisabi-
lit é pourCLTL(IPC++) sont PSPACE-complets.

Un argument majeur pour la preuve du théor̀eme 3.4.6 est queIPC++ admet
une abstraction complète et il est possible de coder en espace polynomial lesétats
symboliques maximalement consistants. Comme applicationdu th́eor̀eme 3.4.6,
on peut caractériser la complexit́e du probl̀eme de l’́equivalence pour les auto-
mateśetendus̀a un mot (“extended single-string automata”, abréǵe en ESSA dans
la suite) d́efinis dans [LM01, section 5], voir aussi d’autres automatessimilaires
dans [BMP04, Pup06]. Ce problème est central pour vérifier si deux granularités
temporelles sont́equivalentes [Wij00] lorsque les granularités sont cod́ees par
tels automates qui sont des automates de Büchi reconnaissant exactement uneω-
séquence. Les gardes des transitions construites sur des contraintes de ṕeriodicit́e
assurent la concision de ces automatesà contraintes. De m̂eme, dans [CFP02],
les auteurs expriment le besoin de concevoir une extension de LTL avec des
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contraintes temporelles quantitatives telles que des contraintes de ṕeriodicit́e. La
logiqueCLTL(IPC++) étendue avec les opérateurs de passé, qui est la logique
consid́eŕee dans [Dem06b], fournit une telle extension avec des problèmes qui
demeurent PSPACE-complets.
Soit IPC′ le fragment deIPC{∃} qui contient les combinaisons Booléennes de
contraintes atomiques de la formex ≡k c ou bien∃z (x ≡k z ∧ y ≡k′ z). Une
fonction de misèa jour g pour la variablexi est une expression de la forme soit
xi := xi + c ouxi := c avecc ∈ Z. On note UPx1,...,xn

l’ensemble des fonctions de
miseà jour qui utilise des variables parmi{x1, . . . , xn}. Un automatéetenduà un
motA (ESSA) sur l’ensemble de variables{x1, . . . , xn} [LM01] est une structure
de la forme〈Q, q0, v0,Σ, δ〉 avec

– Q est un ensemble fini d’états etq0 ∈ Q (état initial),
– ~v0 ∈ Zn (valeur initiale des variables)
– Σ est un alphabet fini,
– δ ⊆ Q× Σ×Q× ({>} ∪ IPC′)× P(UPx1,...,xn

) et pour chaqueq ∈ Q, il
y a exactement deuxu tels que〈q, u〉 ∈ δ, disonsu1 etu2, et dans ce casu1

est de la forme〈a1, q1, A,X1〉, u2 est de la forme〈a2, q2,¬A,X2〉 oùA est
une contrainte deIPC∗ construite sur{x1, . . . , xn} et dansX1 etX2 il y a
exactement une fonction de miseà jour pour chaquexi.

Leséléments deδ sont aussi notésq
a,A,X
−−→ a′ (A est la garde etX est la fonction

de misèa jour globale).
Une configuration est uńelément de〈q,~v〉 ∈ Q×Zn. La relation de transition

a
−→ poura ∈ Σ est d́efinie ainsi:〈q,~v〉

a
−→ 〈q′, ~v′〉 ssi il existe une transitionq

a,A,X
−−→

q′ ∈ δ telle que[x1 ← v1, . . . , xn ← vn] |= A (dansIPC++) et pour chaque
g ∈ X,

– sig estégaleà xi := xi + c alorsv′i = vi + c,
– sig estégaleà xi := c alorsv′i = c.

On peut facilement v́erifier qu’il existe exactement une uniqueω-séquence
w = a1a2 . . . ∈ Σω telle que〈q0, ~v0〉

a1−→ 〈q1, ~v1〉
a2−→ . . .. L’unique ω-séquence

géńeŕee parA est not́eewA. Le probl̀eme de l’́equivalence de ESSA détermine si
wA = wA′ étant donńes deux ESSAA etA′. Ce probl̀eme introduit dans [LM01]
est central pour v́erifier l’équivalence de granularités temporelles lorsque les gra-
nulatrit́es sont cod́ees comme des automates.

Par exemple, l’ω-séquence associée au ESSA ci-dessous esta2n

· bω avec pour
valeur initiale0:

q0, x0 = 0 q
a, x ≡2n 2n − 1, x := 0

a,¬x ≡2n 2n − 1, x := x + 1 b,>, x := 0

Théorème 3.4.7. [Dem06b] Le probl̀eme de l’́equivalence pour les ESSA est
PSPACE-complet.
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Pour obtenir la borne supérieure PSPACE, étant donńes deux ESSAA etA′,
nous construisons unIPC{∃}-automateB en espace logarithmique tel queB |=∃ >
ssiwA = wA′ . B est en fait un produit deA etA′. La borne inf́erieure PSPACEest
obtenue en ŕeduisant QBF. Ainsi, une conséquence de la preuve du théor̀eme 3.4.7
est quewA = wA′ peutêtre v́erifiée en temps

O(22×maxsize2×n × |Q| × |Q′|),

où n est le nombre de variables utilisées dansA,A′ etmaxsize est la taille du
plus grand entierk apparaissant dans des gardes deA,A′ avec≡k. Ainsi, le plus
grand entier apparaissant dansA,A′ a une valeur enO(2maxsize). En fait, notre
preuveétablit aussi que la PSPACE-duret́e est conserv́ee si le plus grand entier
apparaissant dans des gardes avec≡k est2 or si les entiers sont codés avec une
repŕesentation unaire.

Problème ouvert 10. Est-ce que le problème de l’́equivalence de ESSA lorsque
chaque automate est réduità une variable est PSPACE-difficile? ©

Lorsque chaque automate peut contenir jusqu’à deux variables, le problème
de l’équivalence est PSPACE-difficile [Dem06b]. Ce probl̀eme semble posséder
des similitudes avec la caractérisation du probl̀eme de vacuit́e pour les automates
temporiśesà deux horloges [LMS04] et avec le problème ouvert 13.

Un autre probl̀eme plus simple apparaissant avec les granularités temporelles
consisteà trouver lanieme occurrence d’un symbole dans une chaı̂ne [LMP03,
section 4]. Le probl̀eme de l’occurrence pour les ESSA a la définition suivante:

entrée: un ESSAA, a ∈ Σ etn,m ∈ N (en binaire).
question: est-ce que lanieme occurrence dea danswA està une position inf́erieure

àm?

La preuve du th́eor̀eme 3.4.7 peut̂etre facilement adaptée pour montrer le
résultat suivant.

Théorème 3.4.8. [Dem06b] Le probl̀eme de l’occurrence pour les ESSA est PS-
PACE-complet.

3.4.4 D́ecidabilité de CLTL(Z, <,=)

Même si les problèmes de consistance pour〈Z, <,=〉 et 〈R, <,=〉 sont iden-
tiques, et ces deux systèmes admettent des abstractions complètes, la ŕesolution
du probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL(Z, <,=) en PSPACE nécessite une
technique bien plus complexe. En effet, non seulement〈Z, <,=〉 ne v́erifie pas
la propríet́e de compĺetion mais l’ω-régularit́e deLµ(φ) n’est pas garantie ce qui
peut invalider l’usage d’automates de Büchi.

Lemme 3.4.9. [DD07] Il existe une mesureµ et une formuleφ dansFORµ tels
queLµ(φ) n’est pasω-régulier.
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Le probl̀eme est qu’il existe une mesureµ pour laquelle la classe des modèles
symboliques qui sont consistants pasà pas et qui admettent un modèle concret
n’est pas ńecessairementω-régulìere. Pour contourner cette difficulté, nous avons
introduit dans [DD07] une surapproximation de cette classe, qui estω-régulìere et
nous avons montré que tout mod̀ele symbolique ultimement périodique consistant
pasà pas qui v́erifie cette nouvelle condition admet un modèle concret. Cela nous
a permis de montrer le résultat suivant.

Théorème 3.4.10. [DD07] Les probl̀emes de satisfaisabilité et model-checking
pourCLTL(N, <,=) etCLTL(Z, <,=) sont PSPACE-complets.

Soit Σ un alphabet fini et⊂ une relation binaire sur les mots deΣ∗ comme
la relation sous-mot, préfixe, suffixe, etc... Dans la suite on suppose juste que⊂
est la relation sous-mot stricte. La logiqueCLTL(Σ,⊂,=) est pŕeciśement la lo-
giqueCLTL(N, <,=) lorsqueΣ est un singleton. Dans le cas géńeral, on ignore
compĺetement si les problèmes SAT(CLTL(Σ,⊂,=)) et MC(CLTL(Σ,⊂,=))
sont d́ecidables.

Problème ouvert 11. Est-ce que les problèmes SAT(CLTL({0, 1}∗,⊂,=)) et
MC(CLTL({0, 1}∗,⊂,=)) où ⊂ est la relation sous-mot stricte sont décidables?
©

Les châınes de caractères formant un type de données omnipŕesent dans les
langages de programmation, les problèmes relatifsà CLTL(Σ,⊂,=) méritent
donc unéetude approfondie. On ne sait même pas si la cardinalité de l’alphabet
revête une importancèa l’oppośe de ce qui se passe avec les machines de Turing.

Problème ouvert 12. Existe-t-il toujours une ŕeduction logarithmique en espace
entre le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL(Σ,⊂,=) avecΣ quelconque et le
probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL({0, 1}∗,⊂,=)? ©

Le théor̀eme 3.4.10 áet́e étendu dans [DG05]. Les contraintes du langage
IPC∗, not́eesA, sont d́efinies par la grammaire suivante:

A ::= A′ | x < y | A ∧ A | ¬A

A′ ::= x ≡k [c1, c2] | x ≡k y + [c1, c2] | x = y | y < d | x = d |
A′ ∧ A′ | ¬A′ | ∃x A′

avecx, y ∈ VAR, k ∈ N \ {0}, c1, c2 ∈ N et d ∈ Z. Le langageIPC∗ étendà
la fois 〈Z, <,=〉 et IPC++. Cependant, les contraintes deIPC∗ n’autorisent pas
d’avoir des occurrences dex < y dans la port́ee de∃ ce qui permettrait alors de
coder l’incŕementation.

Jusqu’̀a maintenant, le langageIPC∗ est la classe optimale de contraintes qua-
litatives surZ pour laquelleCLTL(IPC∗) est d́ecidable en espace polynomial.
Par contrainte qualitative, nous entendons par exemple unecontrainte qui est in-
terpŕet́ee comme une relation binaire non déterministe commex < y et x ≡2k
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y + 5 (la relation entrex et y est un peu l̂ache). Les automatesà contraintes avec
des contraintes qualitatives surZ paraissent un modèle oṕerationnel śeduisant
car ils peuvent̂etre interpŕet́es comme des abstractions d’automatesà compteurs
où les oṕerations d’incŕementation et de d́ecŕementation sont abstraites par des
opérations modulo une puissance de deux. De nombreux langagesde program-
mation utilisent des oṕerateurs arithḿetiques modulo2k, voir dans [MOS05] des
motivations analogues, typiquementk est 32 ou 64. Ainsi,x = y + 1 peut être
abstrait parx ≡2k y + 1 ∧ y < x ce qui est exprimable dansIPC∗.

En étendant ad́equatement les techniques de preuves de [DD07, Dem06b],
nous pouvons caractériser la complexit́e deCLTL(IPC∗).

Théorème 3.4.11. [DG05] Les probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité
pourCLTL(IPC∗) sont PSPACE-complets.

De façon asseźetonnante, le ŕesultat ci-dessus nous permet de caractériser
la complexit́e du model-checking des automates relationnels intégraux introduits
dans [̌Cer94a].

Corollaire 3.4.12. Le probl̀eme de model-checking pour les automates relation-
nels int́egraux restreint au fragment LTL de CCTL? introduit dans [̌Cer94a] est
dans PSPACE.

On sait cependant que le problème de model-checking pour les automates rela-
tionnels int́egraux restreint au fragment CTL de CCTL? est ind́ecidable [̌Cer94a].

3.4.5 Le fragmentCLTL1
1(DL)

Nous avons montré pŕećedemment que MC(CLTL1
2(DL)) et MC(CLTL2

1(DL))
sont ind́ecidables. C’est seulement en se restreignantà une variable et aux for-
mules deX-hauteur au plus une, qu’il est possible de regagner la bornesuṕerieure
PSPACE.

Théorème 3.4.13. [DG07] SAT(CLTL1
1(DL)) et MC(CLTL1

1(DL)) sont PSPACE-
complets.

La preuve s’appuie sur le fait queDL admet une abstraction complète. De plus,
la classe des modèles symboliques (par rapportàµ = 〈1, 1, X〉) qui admettent un
mod̀ele concret peut̂etre reconnue par un automateà un compteur pour lequel

– le compteur est interprét́e dansZ,
– il y a des tests̀a źero et des tests de signe,
– les mots acceptés sont desω-séquences et la condition d’acceptance est une

condition de B̈uchi,
– les mises̀a jour du compteur sont parmi 0,-1,1.

Les automates de B̈uchi standard forment une sous-classe de ces automatesà
un compteur. De plus, pour obtenir la borne PSPACE nous avons montré que le
probl̀eme de vacuit́e pour cette classe d’automatesà un compteur est NLOG-
SPACE-complet [DG06].
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Si onétend le mod̀ele en autorisant des misesà jour dansd ∈ Z avecd cod́e
avec une représentation binaire, le problème de vacuit́e est NP-difficile et dans
PSPACE.

Problème ouvert 13. Est-ce que le problème de vacuit́e pour la classéetendue
d’automates̀a un compteur est dans NP? ©

3.4.6 Model-checking de CLTL11(QFP)

Nous avons vu dans la section 3.2.4 que le problème de satisfaisabilité pour
CLTL1

1(QFP) est hautement ind́ecidable. Par conséquent, il en est de m̂eme pour
le model-checking deCLTL1

1(QFP). Cependant, il existe une restriction perti-
nente de ce problème qui est d́ecidable. En effet, considérons comme mod̀eles
opérationnels les automatesà un compteur òu le compteur est interprét́e dansZ,
il y a des tests̀a źero et de signe, les mots acceptés sont desω-séquences, et les
misesà jour du compteur sont dansZ.

Théorème 3.4.14. [DG06] Le probl̀eme du model-checking pourCLTLω1 (QFP)
sur les automates̀a un compteur avec miseà jour dansZ est PSPACE-complet.

3.4.7 Autres extensions d́ecidables

Une des caractéristiques int́eressantes du théor̀eme 3.3.2 repose sur les traite-
ments śepaŕes entre la satisfaction symbolique et l’existence de modèles concrets
pour les mod̀eles symboliques. Ainsi, soitD un syst̀eme de contraintes tel que le
probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL(D) a ét́e montŕe dans PSPACE dans une
section pŕećedente. Soit LTL+ une extension de LTL dont on sait traduire les for-
mules en automates de Büchi en espace polynomial. Cela inclut par exemple les
extensions suivantes:

– avec des oṕerateurs de passé comme “previous” et “since” [LP00],
– plus ǵeńeralement avec un nombre fini d’opérateurs temporels définissables

dans la logique monadique du second-ordre (MSO) [GK03],
– avec des oṕerateurs̀a base d’automates [Wol83],
– avec un oṕerateur de point fixe, voir par exemple [Var88].

Notre technique de preuve nous assure la conséquence suivante.

Théorème 3.4.15. Les probl̀emes de model-checking et satisfaisabilité pour la
logiqueCLTL+(D) sont dans PSPACE.

Les extensions deCLTL(D) par ajout d’oṕerateurs temporels définissables
dans MSO (mais pas nécessairement en quantité finie) sont d́ecidables siCLTL(D)
peutêtre montŕee d́ecidable avec les techniques ci-dessus. Il suffit alors d’adapter
la définition deAf(φ)

φ pour passer de LTL̀a LTL+.
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3.4.8 Un brefétat de l’art de formalismes voisins

Dans cette section, nous allons brièvement mettre en relation les problèmes de
model-checking et satisfaisabilité des logiquesCLTL(D) avec des formalismes
introduits par ailleurs. Une présentation plus complète est faite dans [Dem06a].

Vérification d’automates à compteurs. Comme nous l’avons d́ejà remarqúe,
l’analyse des questions d’accessibilité pour les automates̀a compteurs est om-
niprésente d̀es qu’il s’agit de v́erifier des syst̀emes avec un nombre infini de
configurations, voir exemple les modèles oṕerationnels de [ISD+00, CJ98, FL02,
DPK03, FS00]. On peut remarquer que même si la d́ecidabilit́e est assurée seule-
ment au prix de restrictions quelquefois drastiques sur lessyst̀emes, il existe une
classe de systèmes̀a compteurs qui permet de capturer de très nombreuseśetudes
de cas. Par exemple, les systèmes applatissables [LS05] admettent un dépliage plat
du graphe de contrôle qui pŕeserve l’ensemble des configurations accessibles. La
contrainte de platitude implique que chaqueétat du graphe de contrôle appartient
à au plus un cycle. Des propriét́es autres que l’accessibilité sont prises en compte
dans [DFGvD06].

Si on s’int́eressèa des propríet́es plus riches exprimables dans un cadre lo-
gique, des logiques temporelles avec contraintes de Presburger ontét́e d́evelopṕees
dans [̌Cer94a, BEH95, BGP97, CC00, BDR03], quelques-unes ayant des frag-
ments d́ecidables assez expressifs. Cependant, l’indécidabilit́e du probl̀eme d’ac-
cessibilit́e peutêtre établie pour des classes d’automatesà compteurs de prime
abord inoffensifs, voir par exemple [Cor02, Pot04]. De même, plusieurs résultats
de d́ecidabilit́e sont obtenus par réduction vers l’arithḿetique de Presburger [FO97,
FL02, BDR03, DFGvD06].

De par leur restriction, les automatesà un compteur ont des problèmes moins
complexes, voir par exemple les résultats sur leśequivalences comportementales
dans [Kǔc00, JKMS04]. La classe des automatesà un compteur est́evidemment
équivalente aux automatesà pile avec un alphabet de pile réduit à un single-
ton et donc de nombreux résultats obtenus pour cette classe d’automates s’ap-
pliquent aussi aux automatesà un compteur. Par exemple, le problème de model-
checking sur les automatesà un compteur avec leµ-calcul modal est dans EXP-
TIME [Wal01] et ce ŕesultat áet́e raffińe dans [Ser04, section 7.2] où il est montŕe
que ce probl̀eme est dans PSPACE (voir aussi [Ser06]). En ǵeńeral les formules
atomiques de ces logiques sont desétats de contr̂ole et pas exactement des con-
traintes sur la valeur du compteur, une différence notable avec le formalisme im-
pliqué dans le th́eor̀eme 3.4.14. De m̂eme dans [BEM97], le problème du model-
checking d’automates̀a pile avec leµ-calcul linéaire est montré dans EXPTIME.

Même s’il est vrai que les résultats sur les automatesà un compteur n’ont
pas la pŕetention de donner lieùa de nombreuses applications (l’obtention d’une
taxonomie est la vertu principale semble-t-il), ces automates ontét́e utilisés par
exemple pour la v́erification de protocoles cryptographiques [LLT05] ou pourla
validation de flux XML (châınes repŕesentant des documents XML) en codant les
DTDs ŕecursifs avec des automatesà un compteur [CR04].
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Logiques temporelles du premier ordre Les logiques de la formeCLTL(D)
et CLTL↓(D) (voir la section 3.5) peuvent̂etre vues comme des fragments de
LTL du premier ordre òu le domaine d’interpŕetation des variables est fixe ainsi
que l’interpŕetation des symboles de relation. De plus, les variables flexibles de
CLTL(D) correspondent̀a des symboles de prédicat unaires interprét́es par des
singletons (les valeurs des variables). Cependant,CLTL(D) n’a pas de quantifi-
cation sur leśeléments du domaine (sauf dans la section 3.5) et en ce sens cela
correspond̀a un fragment tr̀es restreint de LTL du premier ordre. On rappelle de
plus que LTL du premier ordre est hautement indécidable [Aba89] m̂eme dans le
cas òu les domaines non interprét́es sont finis [Tra63]. De m̂eme, LTL du premier
ordre sur des structures temporelles finis est hautement indécidable [CMP99].

Une variante de LTL du premier ordre aét́e introduite dans [DSV04] pour
vérifier des applications Web. L’interaction entre les opérateurs temporels et les
quantifications du premier ordre est restreinte car aucune quantification ne peut
apparâıtre dans la port́ee d’oṕerateurs temporels, ce qui assure de bonnes pro-
priét́es algorithmiques.

3.5 Un mécanisme de registres

Les contraintes atomiques temporelles deCLTL(D) permettent de compa-
rer des valeurs de variables pour des positions de distance bornée comme dans
x < X2y. Les langages temporels préćedents n’ont pas la possibilité d’exprimer
une propríet́e de la forme: “il existei ≥ 0 tel quex < Xiy est v́erifié” ce qui peut
s’écrire “

∨
i x < Xiy” avec une disjonction ǵeńeraliśee. De m̂eme, une propriét́e

comme “toutes les valeurs futures dex sont diff́erentes de la valeur courante dex”,
qui pourrait s’́ecrire

∧
i>0 ¬(x = Xix), ne peut paŝetre expriḿee avec les langages

vus pŕećedemment. Dans cette section, nous allons présenter des extensions de
CLTL(D) qui peuvent exprimer de telles propriét́es en ajoutant l’oṕerateur “free-
ze”. L’usage de cet oṕerateur offre la possibilité de stocker une valeur deD (typi-
quement la valeur d’une variable) et de la comparer avec la valeur d’une variable
mais à une position de distance non bornée avec la position òu la premìere va-
leur aét́e stocḱee. L’extension deCLTL(D) avec l’oṕerateur “freeze”↓ est not́ee
CLTL↓(D).

3.5.1 D́efinition

Afin de d́efinirCLTL↓(D), l’ensemble des variablesVAR est diviśe entre deux
ensembles infinis disjoints:VARr est l’ensemble des variables rigides etVARf est
l’ensemble des variables flexibles. L’ensemble des variables deCLTL(D) (sans
opérateur “freeze”) est constitué uniquement de variables flexibles. La clause
↓y=Xjx φ avecy ∈ VARr et x ∈ VARf est ajout́eeà la d́efinition des formules
deCLTL(D). Les formules atomiques deCLTL↓(D) sont des expressions de la
forme R(t1, . . . , tn) où chaqueti est soit une variable rigide soit un terme de la
formeXix avecx ∈ VARf . Un mod̀eleσ deCLTL↓(D) est une śequence infinie
de valuationsσ : N× VARf → D (seules les variables flexibles sont interprét́ees
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dans le mod̀ele) et la relation de satisfaction est indicée par un environnement
e : VARr → D (elle admet donc un argument supplémentaire). La d́efinition de
|=e est la suivante pour le nouveau type de formules:

σ, i |=e↓y=Xjx φ
def
⇔ σ, i |=e′ φ où e′ est la variante dee en modifiant

éventuellement la valeur dey: e′(y) = σ(i+ j)(x).

La satisfaction des formules atomiques utiliseà la fois le mod̀eleσ et l’environ-
nemente selon que les variables sont dansVARf ou dansVARr. Sans perte de
géńeralit́e, on peut aussi supposer que dans toutes les formules deCLTL↓(D),
les variables libres deφ sont ńecessairement flexibles. Les problèmes de model-
checking et satisfaisabilité sont d́efinis comme pourCLTL(D) mais avec un lan-
gage un peu plus riche.

Ce ḿecanisme de liaison est en fait présent dans de nombreux formalismes.
Nous en donnons un bref aperçu ci-dessous mais des comparaisons plus appro-
fondies peuvent̂etre trouv́ees dans [DLN07, DL06a, Seg06].

– Les logiques temps-réel comme la version discrète de TPTL [AH94] (voir
aussi [Hen90]) utilisent un tel ḿecanisme. TPTL peut̂etre d́efinie comme
un fragment de la logiqueCLTL↓(D) avec

– D = N et la seule variable flexible estt intepŕet́ee comme la valeur
courante du temps,

– les relations deD sont d́efiniesà partir des pŕedicats suivants:

(x ≤ c)c∈Z, (x ≤ y + c)c∈Z, (x ≡d c)c,d∈N, (x ≡d y + c)c,d∈N

– on se restreint aux formules de la forme

monotonie︷ ︸︸ ︷
G(t ≤ Xt)∧

progression︷ ︸︸ ︷
GF(t < Xt)∧φ

où tout usage de l’oṕerateur “freeze” est de la forme↓x=t et il n’y pas
d’autre occurrence det.

L’abandon de la condition de monotonie du temps entraı̂ne l’indécidabilit́e
de la logique [AH94, th́eor̀eme 5].

– Des extensions de logiques temporelles standard contiennent aussi des ḿe-
canismes qui permettent de stocker en mémoire uńetat du mod̀ele. Dans les
exemples ci-dessous, les extensions sont aussi expressives que la logique
temporelle standard correspondante. Dans [Lar94] une extension de LTL
(avec pasśe) contient l’oṕerateur “Now” tel que la formuleNow φ est v́erifiée
lorsqueφ est vraie dans la structure où l’origine est la position courante
en oubliant le passé. Cet oṕerateur que W. Smith utilisait en 1984 admet
une formulationéquivalente qui consistèa introduire un registre stockant
la position de l’origine et l’effet de l’oṕerateur “Now” revient à mettre dans
le registre la position courante. Cette logique est aussi expressive que LTL
mais plus concise [LMS02]. Un autre exemple est fourni par lalogique
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arborescente avec mémoire [KV06] qui utilise une version alternative du
quantificateur existentiel de chemin. La formuleE φ est v́erifiéeà l’étatx
s’il existe un cheminπ de la racine passant parx tel queφ est v́erifiéeà la
racine le long deπ et la proposition atomique spécialepresent (qui peut
apparâıtre dansφ) prend la valeurx. Ce ḿecanisme stocke l’étatx et teste
plus tard cette valeur avec la valeur d’unétat courant. Cette logique demeure
aussi expressive que CTL?.

– Dans [Fit02] un ḿecanisme de “λ-abstraction” áet́e introduit pour ŕesoudre
le fameux probl̀eme d’interpŕetation des constantes dans les logiques mo-
dales du premier ordre. Alors que divers résultats de d́ecidabilit́e et d’ind́e-
cidabilité sontétablis dans [Fit02] pour des classes de modèles pas ńeces-
sairement lińeaires, ce ḿecanisme est essentiellement celui de l’opérateur
“freeze” même si le lien entre les différents travaux [Hen90, Fit02, LP05]
n’a ét́e effectúe que tardivement. De façon indépendante, des résultats d’in-
décidabilit́e dans le cas de logiques temporelles du temps linéaire ontét́e
présent́es dans [LP05, DLN05].

– Dans [BPT03, Bou02], des langages de données sont introduits comme
des ensembles de mots de données dans(Σ × D)∗ où Σ est un alphabet
fini et D est un domaine infini. Cela géńeralise la notion de langage de
mots temporiśes et des automates reconnaissant des mots de données sont
étudíes dans [BPT03, Bou02]. Ce type d’automates n’est pas sans rapport
avec les automates̀a registres reconnaissant des mots sur des alphabets in-
finis [NSV04].

Une logique du premier ordre interprét́ee sur des mots de données est in-
troduite dans [BMS+06] avec des motivations relatives aux langages de
reqûetes pour donńees semi-structurées (voir aussi [BDM+06] pour le cas
arborescent). Un résultat majeur de [BMS+06] établit que la logique FO2(∼
, <,+1) sur les mots de données finis est d́ecidable en ŕeduisant le problème
de satisfaisabilit́e à un probl̀eme d’accessibilit́e dans les ŕeseaux de Petri.
Cette logique n’utilise que deux variables individuelles (qui peuventêtre
recycĺees),< et+1 sont les relations usuelles sur les positions et la relation
∼ sṕecifie que deux positions ont la même donńee. D’autres problèmes, en
particulier l’extension aux mots de données infinis, sont montrés d́ecidables
dans [BMS+06].

– Les logiques hybrides, voir par exemple [Gor96, ABM99, FdRS03], con-
tiennent un ḿecanisme de liaison analogueà l’opérateur “freeze”:↓x φ(x)
est v́erifiée ssiφ(x) est v́erifiée lorsque la variable propositionnellex est
interpŕet́ee comme un singleton contenant l’état courant. Des exemples de
logiques hybrides avec cet opérateur pour l’interrogation de données semi-
structuŕees peuvent̂etre trouv́es dans [BCT04, Thi04, BC06]. Sur des struc-
tures arbitraires, il s’agit d’un ḿecanisme tr̀es puissant qui conduit̀a des
logiques ind́ecidables (voir par exemple [Mar02]). La complexité de frag-
ments dans le cas de modèles lińeaires avec un nombre borné de variables
rigides est́etudíee dans [SW07], voir aussi [FdRS03].
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La formule ci-dessous deCLTL↓(N,=) exprime que toutes le valeurs de la
variablex sont distinctes:

ϕ0 = G ↓y=x XG(x 6= y).

L’opérateur “freeze” est en fait extrêmement puissant car une formuleφ satis-
faisable dansCLTL(N,=) a toujours un mod̀ele avec un nombre fini de valeurs
distinctes [DLN07]. Par contre, les modèles deϕ0 ont toujours un nombre infini
de valeurs.

3.5.2 Fragments ind́ecidables

De façon surprenante, l’ajout de l’opérateur “freeze” en présence du système
de contrainteśelémentaire〈N,=〉 conduit à l’indécidabilit́e même si finalement
ce syst̀eme est assez rudimentaire. On peut tout de même rappeler ici que〈N,=〉
vérifie la propríet́e de compĺetion,CLTL(N,=) admet une abstraction complète
et MC(CLTL(N,=)) est PSPACE-complet.

Théorème 3.5.1. [DLN07] SAT(CLTL↓(N,=)) restreint̀a deux variables rigides
et à une variable rigide estΣ1

1-complet.

L’indécidabilit́e avec trois variables rigides áet́e montŕee ind́ependamment
dans [LP05]. L’ind́ecidabilit́e est conserv́ee si on consid̀ere des mod̀eles finis. En
présence d’une seule variable rigide, l’indécidabilit́e est encore vraie mais dans
une moindre mesure.

Théorème 3.5.2. [DL06a] Le probl̀eme de la satisfaisabilité pourCLTL↓(N,=)
restreintà une variable flexible et̀a une variable rigide estΠ0

1-complet.

La preuve est par réduction du probl̀eme de vacuit́e pour les automatesà comp-
teurs avec erreur d’incrémentation dans le cas infini. Cette nouvelle classe d’auto-
mates introduite dans [DL06a] est la contrepartie avec gainsur les compteurs des
automates̀a compteurs avec perte (une classe particulière d’automates communi-
cantsà perte [Sch02]). Dans ces automates, un compteur peut augmenter à tout
moment.

3.5.3 D́ecidabilité sanŝetre récursif primitif

Les ŕesultats d’ind́ecidabilit́e pŕesent́es dans la section 3.5.2 ne laissent que
peu d’espoir sur l’usage de l’opérateur “freeze” dans des formalismes admettant
des proćedures de d́ecision efficaces. En effet, les résultats d’ind́ecidabilit́e sont
établis pour des systèmes de contraintes très simples. Par contre, si on s’intéresse
aux mod̀eles finis et si on se restreintà une variable rigide, on obtient la décidabilit́e
avec une complexité conśequente.

Théorème 3.5.3. [DL06a] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL↓(N,=)
restreintà une variable rigide, une variable flexible et pour les modèles finis, est
décidable mais non récursif primitif.
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La preuve de d́ecidabilit́e se divise en deux́etapes.

1. Chaque formule de ce dernier fragment peutêtre ŕeduit en un automate
alternant̀a un registréequivalent [DL06a].

2. Le probl̀eme de vacuit́e pour cette classe d’automates reconnaisant des mots
de donńees finis peut̂etre ŕeduit au probl̀eme de vacuit́e des automates̀a
compteurs avec erreur d’incrémentation dans le cas fini [DL06a].

Le fait que le probl̀eme est non récursif primitif est montŕee en deux́etapes.

1. Le probl̀eme de vacuit́e des automates̀a compteurs avec erreur d’incré-
mentation dans le cas fini est non primitif récursif en adaptant la preuve
de [Sch02].

2. Ce probl̀eme peut̂etre ŕeduit en espace logarithmiqueà la satisfaisabilit́e de
CLTL↓(N,=) réduità une seule variable rigide.

On peut remarquer ici que nous avons introduit une classe d’automates̀a re-
gistres alternants dans [DL06a] qui nous ont permis de caractériser la complexit́e
de logiques temporelles avec l’opérateur “freeze”. C’est l’objet de la prochaine
section.

3.5.4 Probl̀eme de vacuit́e pour les automates̀a registres

Avant de d́efinir les automates̀a registres, nous avons besoin de spécifier les
structures qu’ils reconnaissent. En effet, ce ne sont pas exactement les mod̀eles de
CLTL(N,=).

Un mot de donńees sur un alphabet finiΣ est une châıne non vide dansΣ<ω

ouΣω munie d’une relation d’́equivalence∼σ sur les positions. Dans le cas infini,
un mot de donńees auquel on aurait effacé les lettres deΣ est doncéquivalent
à un mod̀ele deCLTL↓(N,=) restreintà une unique variable flexible. On peut
d’ailleurs facilement simuler l’existence d’un alphabet fini dans les mod̀eles de
CLTL↓(N,=) à l’aide de variables flexibles supplémentaires. Ce type de modèles
est apparu dans [Dav04, BMS+06], voir aussi [Bou02, BPT03].

On note|σ| la longueur deσ, σ(i) la ieme lettre deσ etΣ<ω(∼) [resp.Σω(∼)]
l’ensemble des mots de données finis [resp. infinis]. Une valuation de registresv

est une fonction partielle finie deN\{0} vers les indices deσ. En effet, les valeurs
indéfinies des registres vontêtre les valeurs initiales des automates.

SoientQ un ensemble fini etn ∈ N. L’ensembleTR(Q,n) des formules de
transition construites avecQ et n est d́efini ci-dessous avecr ∈ {1, . . . , n} et
q ∈ Q:

ϕ ::= > |⊥ | ↑r∼ | ↑r 6∼ | beg | nbeg | end | nend |

ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | ↓r ϕ | 〈q, 1〉 | 〈q,−1〉

Une formule de transition est dite locale lorsqu’elle ne contient pas de sous-
formule de la forme〈q, o〉. Pour toute formule de transition localeϕ, on noteϕ̃ sa
formule duale obtenue en remplaçant chaque formule atomique par sa ńegation et
en interchangeant∧ et∨. Par exemple,beg andnbeg sont duales, de m̂eme que
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↑r∼ et ↑r 6∼. Ainsi la formule localebeg [resp.end] teste si la t̂ete de lecture est
en d́ebut [resp. fin] de mot.

Un automatèa registresA (alternant et bi-directionnel) est une structure de la
forme〈Σ, Q, qI , n, δ, ρ〉 telle que

– Σ est un alphabet fini,
– Q est un ensemble fini d’états,
– qI ∈ Q est l’état initial,
– n ∈ N est un nombre de registres (codé en unaire),
– δ : Q× Σ→ TR(Q,n) est la fonction de transition,
– ρ : Q→ N est une fonction de rang telle que si〈q′, o〉 est une sous-formule

deδ(q, a), alorsρ(q′) ≤ ρ(q).
Supposons queσ ∈ Σ≤ω(∼). Afin de d́efinir les calculs deA sur σ, nous

définissons d’abord une configuration deA pourσ comme un triplet〈i, q, v〉 où i
est un indice deσ, q est unétat deA et v est une valuation de registres pourσ.

Nous interpŕetons la fonction de transitionδ à l’aide d’une relation de satis-
factionS |=σ,i

v ϕ où S est un ensemble fini de configurations pourσ etϕ est une
formule de transition. Les cas des constantes Booléennes, des opérateurs Booĺeens
et des clauses duales sont omis:

– S |=σ,i
v ↑r∼ ssiv(r) ∼σ i et v(r) est d́efini,

– S |=σ,i
v beg ssii = 0,

– S |=σ,i
v ↓r ϕ ssiS |=σ,i

v[r 7→i] ϕ,

– S |=σ,i
v end ssii = |σ| − 1,

– S |=σ,i
v 〈q, o〉 ssi〈i+ o, q, v〉 ∈ S.

Un calcul deA de longueur0 < κ ≤ ω sur le mot de donńeesσ est un graphe
orient́e acycliqueG tel queG est constitúe deśeléments suivants:

– pour0 ≤ j < κ, un ensemble finiG(j) de configurations deA pourσ,
– pourj vérifiantj + 1 < κ, une relation binaire→j entreG(j) etG(j + 1),

telle que:
(i) G(0) = {〈0, qI , ∅〉} où ∅ est la valuation de registre partout indéfinie,

(ii) pour chaquej avecG(j) 6= ∅, on aj+1 < κ,G(j+1) =
⋃
〈i,q,v〉∈G(j) S

j

〈i,q,v〉

où chaque ensembleSj〈i,q,v〉 est un ensemble minimal satisfaisantS
j

〈i,q,v〉 |=
σ,i
v

δ(q, σ(i)),
(iii) 〈i, q, v〉 →j 〈i

′, q′, v′〉 ssi〈i′, q′, v′〉 ∈ Sj〈i,q,v〉.
Pour tout cheminπ d’un calcul, le rang ne peut pas croı̂tre strictement. Par consé-
quent, siπ est infini, alors le rang va se stabiliser autour d’une valeur, not́eeρ(π).
Un mot de donńees est accepté ssi il admet un calcul tel que pour chaque chemin
infini π, ρ(π) est pair.

Nos automates ont des similarités fortes avec ceux définis dans [BPT03, Bou02,
LW05, OW05]. De plus, il diff̀ere sur quelques points techniques avec les auto-
mates consid́eŕes dans [KF94, SI00, NSV04]. Ils ontét́e conçus dans [DL06a]
pour ŕepondre aux questions relatives aux logiques temporelles.

Un automate est uni-directionnel ssi il ne contient pas de sous-formules de
transition de la forme〈q,−1〉. Une formule de transition est nondéterministe ssi
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chaque sous-formule de transition qui est une conjonction de formules non locales
est de la forme(ϕ∨ϕ′)∧(ϕ̃∨ϕ′′) avecϕ locale. Une formule de transition est uni-
verselle ssi chaque sous-formule de transition qui est une disjonction de formules
non locales est de la forme(ϕ ∧ ϕ′) ∨ (ϕ̃ ∧ ϕ′′) avecϕ locale. Une formule de
transition est d́eterministe ssi elle està la fois nond́eterministe et universelle. Un
automatèa registres est nondéterministe [resp. universel, déterministe] ssi chaque
formule de transition est nondéterministe [resp. universelle, déterministe]

Les classes des automatesà registres sont notéesdCRA(∼) avecd ∈ {1, 2} et
C ∈ {A,N,U,D} sṕecifiant les restrictions de direction ou de contrôle. On note
aussidCRAn(∼) la sous-classe avecn registres.

Dans la figure 3.2, nous résumons les résultats de complexité concernant le
probl̀eme de vacuit́e pour diverses classes d’automatesà registres. Ces résultats
ont ét́e établis dans [DL06b]. La figure de gauche traite du cas fini (accepta-
tion de mots de donńees finis) tandis que la figure de droite traite du cas infini.
L’ échelle centrale de complexité indique dans quelle classe de complexité appar-
tiennent les divers problèmes de vacuité d́efinis à partir de restriction. Pour les
probl̀emes correspondantàD \ RP, le probl̀eme de vacuit́e est d́ecidable mais pas
récursif primitif. Les autres problèmes sont complets par rapportà la classe as-
socíee sur l’́echelle. Une fl̂eche entre deux classes indiquent simplement que la
classe inf́erieure est une sous-classe syntaxique de la classe supérieure. Finale-
ment,n est un entier positif.

3.5.5 Autres cas de d́ecidabilité

Le théor̀eme 3.4.5 a sa contrepartie en présence de l’oṕerateur “freeze” au prix
d’un coût algorithmique pluśelev́e.

Théorème 3.5.4. [DLN07] SoitD un syst̀eme de contraintes fini. Le problème
de satisfaisabilit́e pourCLTL↓(D) est d́ecidable en espace exponentiel.

La preuve consistèa ŕeduire en temps exponentielCLTL↓(D) à CLTL(D′)
où D′ est un syst̀eme fini auxiliaire et̀a utiliser alors le th́eor̀eme 3.4.5. On peut
aussi se demander si ce coût exponentiel en espace est optimal. Après tout, dans le
cas fini, le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL(D) est dans PSPACE. En fait,
l’optimalité est atteinte.

Théorème 3.5.5. [DLN07] SoitD un syst̀eme de contraintes muni de l’égalit́e
et ayant au moins deux́eléments. Le problème de satisfaisabilité pourCLTL↓(D)
est EXPSPACE-difficile.

Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL↓(D) restreint aux formules plates
peut être aussi montré d́ecidable. Dans le reste de cette section,D n’est pas
nécessairement fini. Des fragments plats de LTL ou de variantes ontét́e étudíes
dans [Dam99, CC00, ID01] (voir aussi le chapitre 2) et la définition de platitude
tient compte de la polarité des sous-formules gouvernées par l’oṕerateurU.

69



Mots finis

2ARA(∼)

2DRA1(∼) 1URA2(∼)

1ARA1(∼)

1URA1(∼)

1NRA(∼)

1DRA(∼)

1NRAn(∼)

1DRAn(∼)

Mots infinis

2ARA(∼)

2URA1(∼) 1URA2(∼)

1ARA1(∼)

1URA1(∼)

1NRA(∼)

1DRA(∼)

1NRAn(∼)

1DRAn(∼)

Σ1
1

D \ RP

PSPACE

NLOGSPACE

Σ0
1 Π0

1

FIG. 3.2 –Complexit́e du probl̀eme de vacuité pour diverses classes d’automates
à registres

70



Le fragment plat deCLTL↓(D) est forḿe des formules dont pour chaque oc-
currence positive [resp. négative] d’une sous-formule de la formeφ1Uφ2, l’opéra-
teur↓ n’apparâıt pas dansφ1 [resp. pas dansφ2]. Ce concept de platitude contraint
l’interaction entre les oṕerateurs temporels et l’opérateur “freeze”, une approche
aussi suivie pour des formalismes voisins [BH96, CC00, Mar02, tCF05]. Pour
saisir rapidement en quoi les formules plates sont plus faciles à analyser, on peut
remarquer que dans une formule plate comme↓y=x Fφ, seule la valeurx a besoin
d’être stocḱee. Par contre, dans une formule non plate commeG ↓y=x φ, il est
nécessaire de stocker autant de valeurs dex qu’il y a de positions ult́erieures.

Nous supposons que les variables flexibles deCLTL↓(D) sont{x0, x1, . . .} et
les variables rigides sont{y0, y1, . . .}. Pour simplifier la pŕesentation, nous suppo-
sons que l’ensemble des variables flexibles deCLTL(D) est compośe de deux en-
sembles disjoints:{x0, x1, . . .} et {ynew

0 , ynew
1 , . . .}. Nous d́efinissons une fonction

de traductiont du fragment plat deCLTL↓(D) versCLTL(D): t remplace chaque
variableyj par ynew

j dans les formules atomiques, est homomorphique pour les
opérateurs Booĺeens et temporels et

t(↓y=Xnx ψ)
def
= ynew = Xnx ∧ G(ynew = Xynew) ∧ t(ψ)

On peut montrer quet(φ) se calcule en espace logarithmique en la taille deφ.

Lemme 3.5.6. SoitD un syst̀eme de contraintes muni de l’égalit́e. Pour chaque
formule plateφ deCLTL↓(D), φ est satisfaisable ssit(φ) est satisfaisable.

Nous obtenons donc les corollaires suivants.

Théorème 3.5.7. [DLN07] Les fragments plats deCLTL↓(Z, <,=), CLTL↓(N, <,=),
CLTL↓(R, <,=), etCLTL↓(D) avecD fini sont PSPACE-complets.

En d́epit de la ŕeduction de la partie plate deCLTL↓(N,=) versCLTL(N,=)
préservant la satisfaisabilité, certaines formules plates deCLTL↓(N,=) n’ont pas
d’équivalent dansCLTL(N,=), voir les d́etails dans [DLN07].

Par ailleurs, on a pu aussi montrer le résultat suivant.

Théorème 3.5.8. [Dem06b] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL↓(IPC+)
est EXPSPACE-complet.

Par contre,CLTL↓(IPC++) est ind́ecidable ce qui est une conséquence du
théor̀eme 3.5.1 et le problème de satisfaisabilité pourCLTL(IPC+) est seulement
PSPACE-complet.

Un mécanisme de quantification alternatif est tout simplement la quantifica-
tion existentielle. Pour d́efinir l’extensionCLTL∃(D), les cat́egories syntaxiques
sont identiques̀a celles deCLTL↓(D) sauf que nous ajoutons la clause∃ y φ

avecy ∈ VARr (il n’y a plus d’oṕerateur “freeze”). Les logiquesCLTL∃(D) et
CLTL↓(D) poss̀edent les m̂emes mod̀eles et la relation de satisfaction est indicée
par un environnemente : VARr → D. La relation|=e a la d́efinition suivante:

σ, i |=e ∃ y φ
def
⇔ il existea ∈ D tel queσ, i |=e′ φ où e′ diff ère avece avec

éventuellement la valeur poury: e′(y) = a.
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LTL/PLTL LTL/PLTL + ↓ LTL/PLTL + ∃
{x < y, x = y} PSPACE Σ1

1 Σ1
1

[DD07] [Dem04, section 7] (avec passé)
[DLN07, LP05] (sans passé)

{x− y = c, x = c} Σ1
1 Σ1

1 Σ1
1

[CC00]
IPC + {x < y, x = y} PSPACE Σ1

1 Σ1
1

[DG05]
IPC+ PSPACE EXPSPACE EXPSPACE

[Dem06b] [Dem06b] [Dem06b]
IPC++ PSPACE Σ1

1 Σ1
1

[Dem06b] [DLN07, LP05]

FIG. 3.3 –Complexit́e de LTL avec contraintes de périodicité

LorsqueD est muni de l’́egalit́e,CLTL↓(D) peutêtre vu comme un fragment
syntaxique deCLTL∃(D) mais ce n’est pas toujours le cas comme avecIPC+. En
effet, la formule↓y=x φ est alorśequivalentèa∃ y x = y ∧ φ.

Théorème 3.5.9. [Dem06b] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL∃(IPC+)
est EXPSPACE-complet.

Un tableau ŕecapitulatif concernant LTL avec contraintes de périodicit́e est
présent́e dans la figure 3.3. PLTL est l’extension de LTL avec opérateurs de passé
X−1 (“previous”) etU−1 (“since”). Chaque problème est complet pour la classe
assocíee. A l’intersection d’une ligneL et d’une colonneL/L′, nous donnons la
complexit́e de SAT(L(L)) et SAT(L′(L)), respectivement. Comme il n’y aura pas
de différence entre LTL et PLTL, une unique information sera présent́ee.

D’autres fragments d́ecidables deCLTL↓(N,=) sontétablis dans [Laz06, DL06a,
BMS+06, DDG07]. Par exemple, le fragment simple deCLTL↓(N,=) avec des
opérateurs de passé est restreint aux formules avec une variable flexiblex, une
variable rigidey telles que

– les oṕerateurs temporels sont parmiX, X−1, XXF andX−1X−1F−1,
– chaque occurrence de ces opérateurs est imḿediatement pŕećed́e de↓y=x,
– les seuls termes dans les formules atomiques sontx et y.

Ce fragment simple est en faitéquivalent̀a FO2(∼, <,+1) [BMS+06, DL06a] et
par conśequent est d́ecidable en utilisant les résultats de [BMS+06].

Théorème 3.5.10. [DL06a] Le probl̀eme de satisfaisabilité pour le fragment
simple deCLTL↓(N,=) avec oṕerateurs de passé est d́ecidable.
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La complexit́e du probl̀eme de l’accessibilité dans les ŕeseaux de Petri est aussi
difficile que la question suivante [BMS+06, DL06a].

Problème ouvert 14. Quelle est la complexité du probl̀eme de satisfaisabilité
pour le fragment simple deCLTL↓(N,=) avec oṕerateurs de passé? ©

Pour finir cette section, nous présentons une dernière extension deCLTL(D),
qui s’av̀ere en ǵeńeral moins expressive queCLTL↓(D). En effet, la seule utili-
sation de l’oṕerateur “freeze” est faite pour spécifier qu’une valeur va se réṕeter
dans le futur. Pour d́efinir l’extensionCLTL�(D) deCLTL(D), les cat́egories syn-
taxiques sont identiquesà celles deCLTL(D) sauf que nous ajoutons les formules
atomiques de la formex = �y. La relation de satisfaction est simplementétendue
parσ, i |= x = �y ssi il existej > 0 tel queσ(i)(x) = σ(i + j)(y). Ainsi x = �y
est śemantiquement́equivalentèa une disjonction infinie

∨
j>0 x = Xjy et ce type

de contraintes est apparue dans [WZ00, section 7]. “x = �y” est aussíequivalent
à “↓z=x XF(x = z)”.

Théorème 3.5.11. [DDG07] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourCLTL�(N,=)
est d́ecidable.

La décidabilit́e est pŕeserv́ee en pŕesence d’oṕerateurs de passé ou si l’on se
restreintà des mod̀eles finis [DDG07], ce qui permet de capturer de nombreuses
propríet́es de [LP05, section 3]. Comme la décidabilit́e est obtenue par réduction
vers un probl̀eme qui consistèa vérifier des propríet́es d’́equit́e dans les ŕeseaux
de Petri [Jan90], la complexité n’est pas connue.

Problème ouvert 15. Quelle est la complexité de SAT(CLTL�(N,=))? ©

La fragment de SAT(CLTL�(N,=)) restreintà une variable est par ailleurs
PSPACE-complet [DDG07]. Le th́eor̀eme 3.5.11 peut aussiêtre d́ecliné avec un
probl̀eme de model-checking décidable mais la question en suspens qui nous
semble la plus int́eressante est pour quels systèmesD dont on a montŕe que
CLTL(D) est d́ecidable a-t-on queCLTL�(D) est aussi d́ecidable? En particu-
lier, la question suivante est ouverte.

Problème ouvert 16. Est-ce que SAT(CLTL�(R, <,=)) est d́ecidable òu on au-
torise des formules de la formex < �y? ©

Une autre façon d’étendre le ŕesultat de d́ecidabilit́e pour SAT(CLTL�(N,=))
consistèa consid́erer une restriction analogueà celle dans [Mar02, tCF05].

Problème ouvert 17. Est-ce que SAT(CLTL↓(N,=)) restreint aux formules dont
pour toutes les sous-formules de la forme↓y=Xix ϕ, la sous-formuleϕ ne contient
ni d’occurrence ńegative deU ni d’occurrence positive dont le premier argument
n’est pas propositionnel, est décidable? ©
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Chapitre 4

Contraintes de régularité

Ce chapitre est construit sur la base de [ADdR01, ADdR03, Dem05, DL06d,
DL06c].

Les contraintes de régularit́e dans les systèmes de transition ou plus géńe-
ralement dans les graphes peuvent s’exprimer dans divers formalismes comme
la logique monadique du second ordre [Cau03], la logique dynamique proposi-
tionnel [Pra79, FL79] ou encore dans leµ-calcul modal. Dans ce chapitre, nous
nous int́eressons̀a plusieurs formalismes logiques qui permettent d’exprimer des
contraintes de régularit́e sur des structures obtenues de diverses façons (docu-
ments XML, la toile, politiques d’action).

Une contrainte de régularit́e exprime simplement qu’une séquence appartient
à un langage régulier donńe. Dans la logique PDL, on peut directement expri-
mer l’existence d’un chemińetiquet́e par un mot fini d’une langage régulier.
Les contraintes de chemin pour les données semi-structurées utilisent cette forme
de ŕegularit́e [AV99]. En pŕesence de structures arborescentes dont les noeuds
fils sont ordonńes, comme dans la représentation de documents XML (“eXten-
ded Markup Language”), une contrainte de régularit́e exprime une contrainte sur
l’ordre de noeuds fils [SSMH04, ZL06]. Finalement, dans ce chapitre, nous con-
sidérons les contraintes de chemins qui correspondentà des contraintes sur les
séquences d’actions autorisées pour des formalismes qui spécifient des politiques
au sens des logiques déontiques [vdM96, PW04].

4.1 Contraintes de chemin et donńees semi-structu-
r ées

4.1.1 Classes de contraintes de chemin

Les donńees semi-structurées regroupent communément des donńees moins
structuŕees que celles que l’on trouve dans les bases de données relationnelles. Par
exemple, le sch́ema n’est pas fix́e et la structure du document est supposée aller
de soi. C’est un terme géńerique qui regroupe aussi bien les documents XML que
les pages Web. Les données semi-structurées sont souvent représent́ees comme
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FIG. 4.1 –Un document XML

des graphes dont les noeuds et les arêtes sont́etiquet́es. Il existe en fait deux
familles distinctes de représentation. Les pages Web peuventêtre repŕesent́ees
comme des graphes dont les noeuds correspondent aux URLs et les étiquettes
aux liens hypertextes [ABS00]. On pourra par ailleurs supposer qu’il y a une ou
plusieurs racines̀a partir desquelles toutes les pages sont accessibles. Cette vue,
probablement assez simpliste, aét́e enrichie et des modèles plus riches ont́et́e
étudíes dans [dA01]. Ainsi, dans la figure 4.1 un document XML est présent́e
tandis que la figure 4.2 contient une présentation graphique possible.

De cette section,́etant donńe un ensemble d’étiquettesΣ (fini ou infini), une
Σ-structure est un tupleG = 〈S, rt, (Ra)a∈Σ〉 où

– S est un ensemble non vide de noeuds,
– rt est un noeud distingué deS (la racine),
– (Ra)a∈Σ est une famille de relations binaires surS.

UneΣ-structure est un objet un peu plus riche que les systèmes de transition de
la section 2.4.2. En effet, la racine est unélément distingúe d’une telle structure.
On suppose implicitement que tous les noeuds deS sont accessibles̀a partir de la
racine. Ainsi l’́enonće des probl̀emes relatifs̀a ce type de mod̀eles mettra en avant
que seuls les noeuds deS accessibles dert sont pertinents. Cette hypothèse prend
sa source dans le souhait de ne considérer que les pages accessibles d’une page
courante (la racine). Comme d’habitude,G est d́eterministe lorsque poura ∈ Σ et
pourx ∈ S, il y a au plus un noeudy ∈ S tel quex

a
−→ y est dansG, c’est-̀a-dire

que〈x, y〉 ∈ Ra.
Une expression de cheminp est d́efinie avec la grammaire suivante:

p ::= a | ] | ε | p; p | p∗ | p ∪ p,

oùa ∈ Σ. ε est interpŕet́ee comme la chaı̂ne vide et] est le symbole joker puisqu’il
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FIG. 4.2 –Repŕesentation graphique du document de la figure 4.1

est interpŕet́e comme l’union de toutes les relations. Une expression de chemin est
donc une expression régulìere. Un mot est une expression de chemin n’utilisant
que les lettres deΣ, “;” ou ε.

Etant donńee uneΣ-structureG, chaque expression de cheminp est interpŕet́ee
comme un sous-ensembleJpK deS × S avec la d́efinition suivante:

JaK = Ra

Jp∗K = la fermeture ŕeflexive et transitive deJpK
J]K =

⋃
a∈ΣRa

JεK = {〈x, x〉 : x ∈ S}
Jp; p′K = JpK ◦ Jp′K (compośee)
Jp ∪ p′K = JpK ∪ Jp′K (union)

En l’absence d’information sur le format des données, l’́evaluation de reqûetes
avec des expressions régulìeres sur desΣ-structures peut̂etre tr̀es inefficace. Ainsi,
l’optimisation de reqûete ńecessite la connaissance de certaines propriét́es sur les
donńees, des illustrations peuventêtre trouv́ees dans [BFW98a]. Une contrainte
de chemin du type “tout noeud accessible de la racine avec un cheminétiquet́e
par un mot deL(p) est accessible de la racine avec un cheminétiquet́e par un mot
deL(p′)” peut être une telle connaissance. Cette contrainte exprime simplement
l’inclusion suivante:

{x : 〈rt, x〉 ∈ JpK} ⊆ {x : 〈rt, x〉 ∈ Jp′K}.
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FIG. 4.3 –Contraintes

A cet effet, des contraintes d’inclusion de chemins ontét́e introduites dan [AV99].

Définition 4.1.1. Soientp, q des expressions de chemin. Une contrainte de che-
min en avant (aussi appelée “contrainte d’inclusion”) est une expression de la
formep ⊆f q. La Σ-structureG vérifie la contraintep ⊆f p′

def
⇔ {x : 〈rt, x〉 ∈

JpK} ⊆ {x : 〈rt, x〉 ∈ JqK}. ∇

Les contraintes de chemin en arrière ont́et́e aussi introduites dans [BFW98b].

Définition 4.1.2. Soientp, q des expressions de chemins. Une contrainte de che-
min en arrìere est une expression de la formep ⊆b q. La Σ-structureG vérifie la
contraintep ⊆b p′

def
⇔ {x : 〈rt, x〉 ∈ JpK} ⊆ {x : 〈x, rt〉 ∈ JqK}. ∇

Si on admet queΣ contient deśetiquettes en avant et desétiquettes en arrière,
alors on peut aussi exprimer dans ce cadre plus géńeral, une contrainte en arrière
par une contrainte en avant avec la versionétendue deśetiquettes. Dans la suite,
une contrainte de cheminp ⊆ p′ sans autre précision est entendue comme une
contrainte en avant ou comme une contrainte en arrière.

Définition 4.1.3. Soientp, q, r des expressions de chemin. Une contrainte de
chemin en sucette est une expression de la former ; p ⊆ q. La Σ-structure
G vérifie la contrainter ; p ⊆ q

def
⇔ pour tous les noeudsx ∈ JrK(rt),

〈S, x, (Ra)a∈Σ〉 |= p ⊆ q. ∇

Une illustration des divers types de contraintes est présent́ee dans la figure 4.3.
On noteG |= c lorsque la structureG vérifie la contraintec d’un des trois types.
Maintenant que nous avons défini les contraintes de chemin, nous allons introduire
le probl̀eme d’́evaluation de reqûetes et le problème d’implication.

Le probl̀eme d’́evaluation de reqûetes pour la classeC de contraintes de che-
mins est d́efini de la façon suivante:

entrée: uneΣ-structure finieG et une contraintec deC,
question: A-t-onG |= c?

Un probl̀eme plus difficile est celui de l’implication pour la classeC.

entrée: des constraintesc1, . . . , cn+1 deC (n ≥ 0),
question: est-ce que pour toutes lesΣ-structuresG, siG |= c1 et · · · etG |= cn

alorsG |= cn+1? (not́e c1, . . . , cn → cn+1).
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Ces probl̀emes admettent des variantes, par exemple selon que l’on considère
des sous-classes deΣ-structures. Pour certaines classes de contraintes et problèmes,
le probl̀eme de l’implication a une complexité faible, ce qui est rappelé ci-dessous.

Théorème 4.1.1.
(I) Le probl̀eme de l’implication pour la classe des contraintes en avantrestreint

aux mots est dans PTIME [AV97].
(II) Le probl̀eme de l’implication pour la classe des contraintes en sucette res-

treint aux contraintesr ; p ⊆ q avecr,p et q des mots, et auxΣ-structures
déterministes est d́ecidable en espace linéaire [BFW98a, proposition 4.1].

(I) Le probl̀eme de l’implication pour la classe des contraintes en avantest dans
EXPSPACE [AV97].

Par contre, l’ind́ecidablit́e n’est pas tr̀es loin.

Théorème 4.1.2.
(I) Le probl̀eme de l’implication pour la classe des contraintes en sucette res-

treint aux expressions de chemins faites de mots est indécidable [BFW00,
théor̀eme 3.1].

(II) Le probl̀eme de l’implication pour la classe des contraintes en sucette res-
treint auxΣ-structures d́eterministes est ind́ecidable m̂eme siΣ ne contient
que deux́etiquettes [BFW98a, th́eor̀eme 6.1].

4.1.2 Logique des cheminsPDLpath

L’approche d́efendue dans ce travail consisteà exprimer les problèmes de
contraintes de chemin dans des logiques modales proches de la logique dyna-
mique propositionnelle PDL [Pra79, FL79]. Après tout, les termes de programme
dans PDL sans l’oṕerateur de test sont des expressions de chemin privées deε et de
]. L’usage de logiques modales pour l’analyse de problèmes relatifs aux données
semi-structuŕees n’est cependant pas nouveau. Dès 1997, dans [Ale97] la sub-
somption de sch́emas est ŕesolue dans une logique modale hybride. Le terme “hy-
bride” fait référencèa la pŕesence de nominaux età celle de l’oṕerateur “freeze”.
Plus abstraitement, les logiques hybrides sont des formalismes logiques qui sontà
mi-chemin entre des logiques modales et la logique classique, d’où leur caract̀ere
hybride [Hen90, Bla00b]. Ce m̂eme probl̀eme est cod́e dans une logique termino-
logique dans [CGL98]. Dans la m̂eme veine, l’́equivalence de DTDs (“Document
Type Definitions”) pour des documents XML est résolue dans une logique termi-
nologiqueà la PDL avec la possibilité d’avoir des contraintes sur le nombre de fils
et un oṕerateur testant si une relation est bien fondée [CGL99]. Cette approche a
aussíet́e suivie dans [BCT04, Thi04] òu des probl̀emes sur des DTDs avec typage
de ŕeférences sont traduits vers une logique modale hybride, voiraussi [BC06].
L’usage de logique modale hybride est aussi préconiśe dans [FdR06].

Nousétendons ĺeg̀erement la notion d’expression de chemin pour tenir compte
des transitions inverses. L’ensemble des expressions de chemin étendues admet
l’opérateur−1 tel queJp−1K est la relation inverse deJpK.
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Les formules de la logiquePDLpath sont d́efinies par la grammaire ci-dessous:

> | ⊥ | root | ¬φ | φ ∧ φ | [p]φ | 〈p〉φ

où p est une expression de cheminétendue. La formule atomiqueroot est un
nominal, c’est-̀a-dire une variable propositionnelle vraie dans un uniqueétat (la
racine).

Les mod̀eles dePDLpath sont desΣ-structures et la relation de satisfaction|=
est d́efinie inductivement (on omet les clauses pour les opérateurs Booĺeens):

– G, x |= root ssix = rt,
– G, x |= [p]φ ssi poury ∈ JpK(x), on aG, y |= φ,
– G, x |= 〈p〉φ ssi il existey ∈ JpK(x) tel queG, y |= φ.
Une formuleφ est satisfaite dans le modèleG ssiG, rt |= φ. Une formule est

valide ssi elle est satisfaite dans tous les modèles. Ainsi, la notion de satisfaction
est líeeà la racine.

La logiquePDLpath est donc une variante de la logique dynamique proposi-
tionnelle PDL [Pra79, FL79] avec une unique variable propositionnelle interpŕet́ee
par la racine. Cependant, il ne faut pas négliger la pŕesence de l’expression de
chemin] qui n’existe pas dans PDL. QuandΣ est infini,] est bien une union in-
finie ce qui contribue aussià la sṕecifité dePDLpath. CependantPDLpath sans
] peutêtre consid́eŕee comme un fragment de CPDL avec nominaux [dG95] ou
comme un fragment duµ-calcul hybride [SV01]. CPDL est compris ici comme
PDL avec l’oṕerateur inverse de programmes. De plus, comme la logique modale
HML [HM85b], PDLpath n’a pas de variables propositionnellesà part le nominal
root.

Le probl̀eme de satisfaisabilité [resp. validit́e] consistèa d́eterminer si une for-
mule est satisfaisable [resp. valide]. Le problème de model-checking pourPDLpath

consistèa vérifier si une formule est satisfaite dans uneΣ-structure finie.
Nous concluons cette section em mettant en lumière ce qui rend notre ap-

proche par logique attrayante pour analyser les problèmes relatifs aux constraintes
de chemin. A toute constrainte en avantc = p ⊆f q [resp. en arrìerec = p ⊆b q],
on noteϕc la formule[p]〈q−1〉root [resp.[p]〈q〉root].

Lemme 4.1.3.
(I) SoientG uneΣ-structure et une constrainte de cheminc = p ⊆ q. Alors

G |= c iff ϕc est satisfaite dansG.
(II) Soientc1, . . . , cn+1 des contraintes de chemin. Alorsc1, . . . , cn → cn+1 ssi

ϕc1 ∧ · · · ∧ ϕcn ⇒ ϕcn+1
est valide.

La preuve du lemme 4.1.3 est en fait assez immédiate et il n’est pas possible
d’obtenir une extension avec les contraintes de chemin en sucette. Comme on le
verra dans la suite,PDLpath est d́ecidable alors le problème de l’implication pour
les contraintes en sucette est indécidable.

Lemme 4.1.4. SoitC la classe desΣ-structures ou celle desΣ-structures d́eter-
ministes.
(I) Le probl̀eme d’́evaluation de reqûetes pour les contraintes de chemin se réduit

en espace logarithmique au problème de model-checking pourPDLpath.
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(II) Le probl̀eme d’implication pour les contraintes en avant restreint aux Σ-
structures dansC se ŕeduit en espace logarithmique au problème de validit́e
dePDLpath restreint auxΣ-structures deC.

(III) Le probl̀eme d’implication pour les contraintes en arrière restreint auxΣ-
structures dansC se ŕeduit en espace logarithmique au problème de validit́e
de PDLpath restreint auxΣ-structures deC et sans l’usage de l’opérateur
−1.

4.1.3 Complexit́e des probl̀emes logiques

CommePDLpath est assez proche de PDL, il n’est pas surprenant que ces
logiques aient un problème de model-checking de complexité analogue.

Théorème 4.1.5. [ADdR03, th́eor̀eme 9] SoientG = 〈S, rt, (Ra)a∈Σ〉 uneΣ-
structure,x ∈ S etφ une formule dePDLpath. Déterminer siG, x |= φ peutêtre
calculer en tempsO(|G| × |φ|).

La preuve du th́eor̀eme 4.1.5 est par réduction en temps lińeaire vers le problème
de model-checking pour PDL. Ce problème peut̂etre aussi ŕesolu en tempsO(|G|×
|φ|) en utilisant que le problème de model-checking pour le fragment duµ-calcul
modal sans alternation est de complexité temporelle bilińeaire [AC88, CS91].

Corollaire 4.1.6. [ADdR03] Le probl̀eme de model-checking pourPDLpath est
PTIME-complet.

La borne inf́erieure de complexité est une conséquence de la PTIME-duret́e du
probl̀eme de model-checking pour CTL restreintà ∀X et ∃X qui peut facilement
se coder dansPDLpath. Avec au moins deux́etiquettes dansΣ, on peut m̂eme se
restreindre auxΣ-structures d́eterministes tout en préservant la PTIME-duret́e.

Théorème 4.1.7. [ADdR03, th́eor̀eme 9] Les probl̀emes de satisfaisabilité et va-
lidit é pourPDLpath sont dans EXPTIME.

La preuve est par réduction vers la logique CPDL avec nominaux dont la borne
suṕerieure EXPTIME estétablie dans [dG95, théor̀eme 49]. SiΣ est fini, disons
Σ = {a1, . . . , an}, alors il suffit de remplacer] para1 ∪ · · · ∪ an. Si Σ est infini,
une formule dePDLpath avec leśetiquettes{a1, . . . , an} admet une traduction où
] est remplaće para1 ∪ · · · ∪ an ∪ an+1. Dans le second cas, la réduction n’est pas
correcte avec desΣ-structures d́eterministes.

Problème ouvert 18. Est-ce que le problème de satisfaisabilité pourPDLpath

restreint auxΣ-structures d́eterministes lorsqueΣ est infini est d́ecidable? ©

Théorème 4.1.8. [ADdR03, th́eor̀eme 12] Le probl̀eme de satisfaisabilité pour
PDLpath est EXPTIME-difficile dès queΣ poss̀ede au moins unéetiquette.
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PDL est connue pour̂etre EXPTIME-difficile [FL79, Spa93a] maisPDLpath

ne contient pas de variables propositionnelles et seulement un unique nominal. La
preuve est par réduction du probl̀eme de saitsfaisabilité globale pour la logique
modale K qui est EXPTIME-difficile [CL94, Hem96] et cela en adaptant la tech-
nique du noeud espion de [BS95]. En effet, dans cette technique on construit un
noeud qui peut accéderà presque tous les autres noeuds (le noeud espion), ce qui
permet de simuler une quantification sur tous les noeuds en accédant d’abord̀a ce
noeud espion, un concept bien mis en pratique en Océania. Une axiomatisation
compl̀ete dePDLpath est aussi pŕesent́ee dans [AS06].

La logique temporelle minimale Kt [RU71] avec une modalité futureF et une
modalit́e pasśe F−1 interpŕet́ee sur des graphes quelconques a un problème de
satisfaisabilit́e PSPACE-complet [Lad77, Spa93b]. Un corollaire de la preuve du
théor̀eme 4.1.8 est le suivant.

Corollaire 4.1.9. [ADdR03] Kt sans variable propositionnelle mais augmentée
d’un unique nominal a un problème de satisfaisabilité EXPTIME-difficile.

Ce corollaire raffine un résultat analogue de [ABM99] pour lequel des va-
riables propositionnelles sont présentes. Par ailleurs, cela complète les ŕesultats
pour des logiques régulìeres avec nominaux présent́es dans le chapitre 5.

4.1.4 Complexit́e des probl̀emes de chemins

Les ŕesultats de la section 4.1.3 ont pour conséquence que d́eterminer siG |=
p ⊆ q peut se calculer en tempsO(|G| × (|p|+ |q|)). On peut faire un peu mieux
en utilisant le lemme ci-dessous.

Lemme 4.1.10. Le probl̀eme ci-dessous est dans NLOGSPACE.

entrée: uneΣ-structure finieG, une expression de cheminp et deux noeudsx, y
deG,

question: A-t-on 〈x, y〉 ∈ JpK?

Le lemme 4.1.10 aḿeliore ĺeg̀erement le ŕesultat dans [MW95] quíetablit une
borne suṕerieure PTIME. Cependant, ce léger progr̀es nous permet d’établir le
théor̀eme suivant.

Théorème 4.1.11. [ADdR03] Les probl̀emes d’́evaluation de reqûetes pour les
classes de contraintes en avant, de contraintes en arrière ou de contraintes de che-
mins sont NLOGSPACE-complets aussi bien dans le cas où lesΣ-structures sont
déterministes que dans le cas où elles sont nond́eterministes.

Consid́eronsà pŕesent le probl̀eme d’implication.

Théorème 4.1.12. Le probl̀eme d’implication pour les contraintes en avant est
dans EXPTIME et PSPACE-difficile dès queΣ a au moins deux́etiquettes.
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La borne suṕerieure en EXPTIME est une conśequence du lemme 4.1.3(II)
et du th́eor̀eme 4.1.7 tandis que la borne inférieure PSPACE est par ŕeduction
du probl̀eme d’inclusion de langages pour les expressions régulìeres [HRS76,
théor̀eme 2.12(c)]. La borne EXPTIME améliore la borne EXPSPACE de [AV97].

On peut de m̂eme obtenir un ŕesultat analogue avec les contraintes en arrière.

Théorème 4.1.13. Le probl̀eme d’implication pour les contraintes en arrière est
dans EXPTIME et PSPACE-difficile dès queΣ a au moins troiśetiquettes.

Problème ouvert 19. Est-ce que le problème d’implication pour les contraintes
en avant [resp. en arrière] est dans PSPACE? ©

Un résultat plus ŕecent ḿerite ici d’être rappeler.

Théorème 4.1.14. [ACD+04, Deb05] Lorsque les structures sont multi-racines,
le probl̀eme de l’implication restreint aux instances de la formec1, . . . , cn+1 telles
que pouri ∈ {1, . . . , n}, ci est de la formepi ⊆f qi et qi est un mot, est PSPACE-
complet.

Ce ŕesultat qui permet presque de répondre au problème ouvert 19 utilise des
résultats puissants sur la théorie du premier ordre de la réécriture pŕefixe [DT90].
Notons cependant que dans [ACD+04, Deb05], il est supposé que les structures
sont multi-racines, c’est-à-dire qu’au lieu de considérer une unique racine, la
structure admet́eventuellement plus d’une racine. Dans [Deb05], de nombreux
autres probl̀emes sont analysés comme le problème de la borne finie ou celui de
l’ équivalent fini.

Pour conclure cette section, intéressons-nous auxΣ-structures d́eterministes.
Le probl̀eme d’implication pour les contraintes de chemin de la formep ; p′ ⊆f
q restreint auxΣ-structures d́eterministes est ind́ecidable [BFW98a]. Des res-
trictions d́ecidables sont introduites dans ce même papier. Comme corollaire des
résultats pŕećedents, nous pouvonsétablir le ŕesultat suivant mettant en avant un
nouveau cas de décidabilit́e.

Lemme 4.1.15. [ADdR03] Le probl̀eme d’implication pour les contraintes en
arrière restreint auxΣ-structures d́eterministes lorsqueΣ est fini est dans EXP-
TIME.

Si Σ est infini la question est ouverte.

Problème ouvert 20. Est-ce que le problème d’implication pour les contraintes
en arrìere restreint auxΣ-structures d́eterministes est d́ecidable lorsqueΣ est in-
fini? ©

On n’en sait pas tellement plus avec les contraintes en avant.

Problème ouvert 21. Est-ce que le problème d’implication pour les contraintes
en avant restreint auxΣ-structures d́eterministes est d́ecidable? ©
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4.2 Contraintes de Presburger et de ŕegularité

L’interrogation de documents XML a donné naissancèa différents forma-
lismes logiques oùa base d’automates qui permettent d’exprimer des contraintes
de ŕegularit́e ou des contraintes de Presburger [ZL06, SSMH04, BT05, OTTR05].
Ici, les documents XML sont représent́es comme des arbres avec ordre sur les fils
et sans arit́e maximale sur le nombre de fils. Une contrainte de Presburgerexprime
une relation entre des nombres de noeuds fils satisfaisant certaines propríet́es alors
qu’une contrainte de régularit́e exprime une contrainte sur la lecture des noeuds
fils de gauchèa droite. Par exemple, une logique avec un opérateur de point fixe,
des contraintes de régularit́e et de Presburger áet́e introduite dans [SSMH04] et
prouv́ee d́ecidable en espace exponentiel. Un peuà la m̂eme ṕeriode, la logique SL
(“Sheaves Logic”) áet́e montŕee d́ecidable dans [ZL03] avec une complexité non-
élémentaire. Comme cela aét́e vu dans la section 4.1, la conception de logiques
modales pour les données semi-structurées que ce soit avec des modèles sous
forme d’arbres [Mar03b, SSMH04, ABD+05] ou avec des modèles sous forme de
graphes plus ǵeńeraux [CGL99, ADdR03, BCT04] est une approche séduisante
qui permet de ŕeutiliser des techniques bien comprises.

Ce travail a pour but d’introduire une logique modale qui peut exprimer des
contraintes de Presburger plus riches que celles dans les logiques modales graduées
(voir par exemple [BC85, Tob00, PS04]) ou dans les logiques terminologiques
(voir par exemple [HB91, HST00, CG05]) tout en admettant descontraintes de
régularit́e comme dans [Wol83, ZL03, SSMH04]. On recherche cependant une
complexit́e en espace polynomial afin de raffiner les résultats de d́ecidabilit́e et
de complexit́e de [Tob00, SSMH04, ZL06]. Une telle logique serait d’ailleurs
bien plus expressive que la logique modale minimale K qui estdéjà PSPACE-
compl̀ete [Lad77]. Une complexité en espace polynomial exclut la présence d’oṕe-
rateurs de point fixe dans toute leur géńeralit́e car le probl̀eme de satisfaisabilité
pour leµ-calcul modal est EXPTIME-complet. De m̂eme, les contraintes de Pres-
burger ne pourront paŝetre celles du premier ordre car alors le problème de satis-
faisabilit́e pour ce fragment de l’arithḿetique est d́ejà 2EXPTIME-difficile [FR74].

4.2.1 Une logique modaléetendue:EXML

Etant donńes un ensemble infini dénombrable de variables propositionnelles
PROP = {p1, p2, . . .} et un ensemble infini d́enombrable de symboles de relation
Σ = {R1,R2, . . .}, les formules de EXML sont d́efinies par la grammaire ci-
dessous:

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | t ∼ b | t ≡k c | A(R, φ1, . . . , φn)

t ::= a× ]Rφ | t+ a× ]Rφ,

avec

– p ∈ PROP, R ∈ Σ,

83



x1 |= φ1 x2 |= φ2 x3 |= φ2 x4 |= φ1

x |= A(φ1, φ2) avecL(A) = ab∗a

FIG. 4.4 –Une contrainte de ŕegularit́e

– b, k, c ∈ N, a ∈ Z,
– ∼∈ {<,>,=},
– A est un automate non-déterministe avec un alphabet den lettres lińeairement

ordonńees.
Dans cette section, le degré modal deφ, not́e md(φ), est le nombre maximal

d’embôıtements du symbole] dansφ. Un terme de la formea1 × ]
R1φ1 + . . . +

am× ]
Rmφm est abŕeǵe enΣiai]

Riφi. Tous les entiers dans la suite sont codés avec
une repŕesentation binaire.

Un mod̀ele de EXML est une structureM = 〈T, (RR)R∈Σ, (<
R
x)x∈T , V 〉 où

– T est un ensemble de noeudséventuellement infini,
– (RR)R∈Σ est une famille de relations binaires surT telle que pourR ∈ Σ et
x ∈ T , l’ensemble{x′ ∈ T : 〈x, x′〉 ∈ RR} est fini (branchement fini),

– chaque relation<R
x est un ordre total sur lesRR-successeurs dex,

– V : T → P(PROP) est unétiquetage des noeuds.
On écritRR(x) = x1 < . . . < xα lorsque

RR(x)
def
= {x′ ∈ T : 〈x, x′〉 ∈ RR} = {x1, . . . , xα},

et x1 <
R
x . . . <

R
x xα. De m̂eme,étant donńee une relation binaireR ⊆ T × T à

branchement fini, on noteR](x) le cardinal de l’ensemble{x′ ∈ T : 〈x, x′〉 ∈ R}.
La relation de satisfaction|= est d́efinie ainsi:

– M, x |= p ssip ∈ V (x),
– M, x |= ¬φ ssiM, x 6|= φ,
– M, x |= φ1 ∧ φ2 ssiM, x |= φ1 etM, x |= φ2,
– M, x |= Σiai]

Riφi ∼ b ssi ΣiaiR
]
Ri,φi

(x) ∼ b avecRRi,φi
= {〈x′, x′′〉 ∈

T × T : 〈x′, x′′〉 ∈ RRi
, etM, x′′ |= φi},

– M, x |= Σiai]
Riφi ≡k c ssi il existen ∈ N tel queΣiaiR

]
Ri,φi

(x) = nk + c,
– M, x |= A(R, φ1, . . . , φn) ssi il existeai1 · · · aiα ∈ L(A) tel queRR(x) =
x1 < . . . < xα et pourj ∈ {1, . . . , α},M, xj |= φij .

La pŕesence des opérateurs Booĺeens et la propriét́e d’élimination des quan-
tificateurs dans l’arithḿetique de Presburger assurent que toute l’expressivité de
l’arithmétique de Presburger est présente dans EXML̀a d́efaut de sa concision.

La figure 4.4 illustre la śemantique des formules̀a base d’automates. L’usage
des automates dans EXML est identiqueà celui dans ETL [Wol83] pour d́efinir des
opérateurs temporels̀a base d’automates (voir aussi la section 2.3). L’opérateur
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modal3 (voir par exemple [BdRV01]) est défini par3φ ≈ ]Rφ ≥ 1 et donc
2φ ≈ ]R¬φ = 0. Une formule3≥nφ dans la logique modale graduée GML se
définit par3≥nφ ≈ ]Rφ ≥ n. Cependant, EXML est beaucoup plus expressive que
GML. En effet, EXML peut exprimer facilement qu’il y a exactement deux fois
plus de noeuds fils v́erifiantp que de noeuds fils vérifiantq, ce qui peut s’́ecrire
]Rp− 2]Rq = 0. De m̂eme, comme dans [PS04], on peut aussi exprimer que plus
de la moitíe des noeuds fils vérifie la propositionp: 2]p− ]> > 0.

Comme d’habitude, une formule est dite satisfaisable ssi ilexiste un mod̀ele
M = 〈T, (RR)R∈Σ, (<

R
x)x∈T , V 〉 etx ∈ T tels queM, x |= φ.

On note RML [resp. PML] le fragment de EXML sans contraintes de Presbur-
ger [resp. sans contraintes de régularit́e]. Le fragment PML est d́ejà plus expres-
sive que les formalismes définis dans [Tob00, PS04, KRM05]. De même, pour
k ≥ 0, on note EXMLk le fragment de EXML dont la somme des cardinalités des
alphabets des contraintes régulìeres est borńee park. Il s’agit d’une variante de la
notion introduite dans [DL06c] pour laquelle nous pourronsfinalement borner la
taille des solutions d’un système d’́equations.

En utilisant la technique de dépliage des graphes et celle qui permet de passer
d’un étiquetage des transitions vers unétiquetage des noeuds, on peut montrer le
résultat suivant.

Lemme 4.2.1. [ADdR03] Il existe une ŕeduction logarithmique en espace entre
le probl̀eme de satisfaisabilité pour EXML et sa restriction aux modèles avec un
unique symbole de relation interprét́e comme un arbre fini.

Dans la suite, on s’intéresse aux modèles satisfaisant cette restriction. Nous
allons d́eterminer plusieurs fragments de EXML qui sont dans PSPACE.

4.2.2 Des formules aux systèmes d’́equations

Nous d́efinissons ci-dessous une notion de fermetureà la Fischer-Ladner [FL79].
Grossìerement, la fermeturecl(X) d’un ensembleX contient toutes les formules
utiles pour d́eterminer siX est satisfaisable.

Définition 4.2.1. SoitX un ensemble fini.cl(X) est le plus petit ensemble de
formules tel que

– X ⊆ cl(X),
– cl(X) est ferḿe par sous-formule,
– siψ ∈ cl(X), alors¬ψ ∈ cl(X) (on identifie¬¬ψ avecψ),
– si t ∼ b ∈ cl(X), alorst ∼′ b ∈ cl(X) pour chaque∼′∈ {<,>,=},
– soitK le ppcm de toutes les constantesk apparaissant dans des sous-formules

de la formet ≡k c. Si t ≡k c ∈ cl(X), alorst ≡K c′ ∈ cl(X) pour tous les
c′ ∈ {0, . . . ,K − 1}.

∇

Un ensembleX est dit ferḿe ssicl(X) = X. A présent, nous raffinons le
concept de fermeture en ajoutant un nouveau paramètren: la distance du noeud
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racine au noeud courant où les formules sont́evalúees. Chaque ensemblecl(n, φ)
sera un sous-ensemble decl({φ}).

Définition 4.2.2. Soitφ une formule de EXML. Pourn ∈ N, cl(n, φ) est le plus
petit ensemble tel que:

– cl(0, φ) = cl({φ}),
– pourn ∈ N, cl(n, φ) est ferḿe,
– pourn ∈ N et ]ψ apparaissant dans une formule decl(n, φ), ψ ∈ cl(n +

1, φ),
– pourn ∈ N etA(φ1, . . . , φm) ∈ cl(n, φ), {φ1, . . . , φm} ⊆ cl(n+ 1, φ).

∇

Sans perte de géńeralit́e, on suppose dans la suite que pour chaquen tel que
cl(n, φ) est non-vide, le ppcm de toutes les constantes apparaissantdanscl(n, φ)
de la formet ≡k c estégale au ppcm de tous lesk apparaissant dansφ. De plus,
on supposera que≡K n’apparâıt pas dansφ.

Nous introduisons ci-dessous une notion de consistance locale qui est finale-
ment tr̀es classique quand on manipule ce type d’ensembles.

Définition 4.2.3. Un ensembleX ⊆ cl(n, φ) est ditn-localement consistant ssi
les conditions suivantes sont vérifiées:

– si¬ψ ∈ cl(n, φ), alors¬ψ ∈ X ssiψ 6∈ X,
– siψ1 ∧ ψ2 ∈ cl(n, φ), alorsψ1 ∧ ψ2 ∈ X ssiψ1, ψ2 ∈ X,
– si t ∼ b ∈ cl(n,X) alors il existe un unique∼′∈ {<,>,=} tel quet ∼′ b ∈
X,

– si t ≡k c ∈ cl(n,X), alors il existe un uniquec′ ∈ {0, . . . ,K − 1} tel que
t ≡K c′ ∈ X,

– si t ≡k c ∈ cl(n,X), alors¬t ≡k c ∈ X ssi il existec′ ∈ {0, . . . ,K − 1}
tel quet ≡K c′ ∈ X et nonc′ ≡k c,

– si t ∼ b ∈ cl(n,X) alors¬t ∼ b ∈ X ssi il existe∼′∈ {<,>,=} \ {∼} tel
quet ∼′ b ∈ X.

∇

Pour une formule donńee, les ensembles localement consistants peuvent se
coder en espace polynomial.

Lemme 4.2.2. Soientφ une formule etn ∈ N.

(I) Chaque ensemblen-localement consistant est de cardinal au plus2 × |φ| et
peutêtre cod́e avec un espace mémoire de taille polynomiale en|φ|.

(II) cl(|φ|, φ) = ∅.

Un syst̀eme d’́equationsS construit sur l’ensemble de variables{x1, . . . , xn}
est une formule de Presburger construite sur{x1, . . . , xn} qui est une combinaison
Booléenne de constraintes atomiques de la formeΣjaj × xij = b avecaj ∈ Z

et b ∈ N. Une solution positive deS est unélément dex ∈ Nn tel quex |= S
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est v́erifié dans l’arithḿetique de Presburger. Une conséquence de [Pap81] est le
résultat suivant.

Lemme 4.2.3. SoitS un syst̀eme d’́equations construit sur{x1, . . . , xn}. S a une
solution positive ssiS a une solution positive dont tous les coefficients sont bornés
par (n + 2 ×m) × (2 ×m + (a + 1))4m+1 où a est la valeur absolue maximale
des constantes deS etm est le nombre de contraintes atomiques dansS.

SiS admet une solution positive, alors on noteM le coefficient(n+2×m)×
(2×m+ (a+ 1))4m+1.

Lemme 4.2.4. [DL06c] Soitφ une formule de EXML,X un ensemblen-localement
consistant pourn ≤ |φ| etN le nombre d’ensemblesn+1-localement consistants.

(I) Il existe un syst̀eme d’́equationsS sur les variablesx1, . . . , xN tel queX est
satisfaisable ssiS a un solution positive.

(II) Si φ appartient̀a EXMLk ou à RML etS a une solution positive, alorsM est
exponentiel en|φ|.

(III) Siφ appartient̀a EXML etS a une solution positive, alorsM est doublement
exponentiel en|φ|.

La preuve de ce lemme est basée sur [SSMH04] òu par exemple des contraintes
de ŕegularit́e sont transforḿees en système d’́equations en utilisant les images de
Parikh des langages réguliers. Cependant, contrairementà ce que nous avons cru
dans [DL06d], je ne pense pas que [SSMH04] permet de conclurequeM soit tou-
jours simplement exponentiel en|φ| pour toute formule de EXML. Si c’était quand
même le cas, la complexité de EXML serait alors complétement caractériśee.

4.2.3 Un algorithmeà la Ladner

La fonction SAT d́efinie ci-dessous va nous permettre de tester la satisfaisabi-
lit é d’une formule de EXML. Elle admet trois arguments: une formuleφ dont on
cherchèa d́eterminer la satifaisabilité, un entierd et un sous-ensemble decl(d, φ).
La figure 4.5 contient cet algorithme qui est un algorithmeà la Ladner [Lad77]
(voir d’autres exemples dans [Spa93b, Dem03]). En effet, c’est un algorithme di-
rect qui n’utilise pas d’automates, pas de calculs de séquents ou de formalismes
voisins. SAT est un algorithme non-déterministe et le graphe des appels récursifs
induit un mod̀ele arborescent pour la formule passée en argument.

Dans un premier temps, on peut caractériser la complexit́e de cet algorithme.

Lemme 4.2.5. Pour tous les ensembles0-localement consistantsX et pour tous
les calculs deSAT(φ,X, 0),

– la profondeur de la pile des appels récursifs est borńee par|φ|,

– chaque appel ńecessite un espace mémoire polynomial en

– l’espace ḿemoire utile pour coder les ensembles0-localement consis-
tants,
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function SAT(X,φ, d)

(consistance)SiX n’est pasd-localement consistant alorsabort;
(cas de base)SiX ne contient que des variables propositionnelles alors retourner

true;
(témoins)

(initialisation-compteurs) Pour chaque formuleψ ∈ cl(d+1, φ) qui n’est
pas de la formet ≡K c, Cψ := 0;

(initialisation- états) Pour chaque formuleA(ψ1, . . . , ψα) ∈ X, choisir un
état initialq0 deA et qA(ψ1,...,ψα) := q0;

(initialisation- états-compĺement) Pour chaque formule
¬A(ψ1, . . . , ψα) ∈ X, q¬A(ψ1,...,ψα) := I où I est l’ensemble
desétats initiaux deA et b¬A(ψ1,...,ψα) := 0;

(devine-nb-fils) Choisirnb dans{0, . . . , nb(d+ 1)×M};
(devine-fils-de-gauche-a-droite)Pouri = 1 ànb faire

1. Choisirx ∈ {1, . . . , nb(n+ 1)};
2. SAT(Yx, φ, d+ 1);
3. Pour chaque formuleψ ∈ cl(d+1, φ) qui n’est pas une contrainte

de periodicit́e, siψ ∈ Yx alorsCψ := Cψ + 1;
4. Pour chaque contrainte de régularit́eA(ψ1, . . . , ψα) ∈ X,

(a) Choisir une transitionqA(ψ1,...,ψα)
ai−→ q′ de A avecΣA =

a1, . . . , aα;
(b) Siψi ∈ Yx alorsqA(ψ1,...,ψα) := q′ sinonabort;

5. Pour¬A(ψ1, . . . , ψα) ∈ X, si ¬ψ1, . . . ,¬ψα ∈ X ou bien
b¬A(ψ1,...,ψα) = 1 alorsb¬A(ψ1,...,ψα) := 1 sinon

(a) q¬A(ψ1,...,ψα) := {q : ∃ q′ ∈ q¬A(ψ1,...,ψα), q
′ ai−→ q, ψi ∈ Yx};

(vérification-finale)

1. PourΣiai]ψi ∼ b ∈ X, si Σiai × Cψi
∼ b n’est pas v́erifié alors

abort,
2. PourΣiai]ψi ≡k c ∈ X, siΣiai×Cψi

≡k c n’est pas v́erifié alors
abort,

3. PourA(ψ1, . . . , ψα) ∈ X, si qA(ψ1,...,ψα) n’est pas uńetat final de
A, alorsabort;

4. Pour¬A(ψ1, . . . , ψα) ∈ X, si q¬A(ψ1,...,ψα) contient unétat final
deA et b¬A(ψ1,...,ψα) = 0, alorsabort;

(retourner-vrai) Retournertrue.

FIG. 4.5 –Algorithme SAT
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– le logarithme deM (taille des plus petites solutions des systèmes de
contraintes).

Par conśequent, siφ appartient̀a EXMLk, PML ou RML seul un espace poly-
nomial est ńecessaire pour chaque calcul deSAT(φ,X, 0) (cf. le lemme 4.2.4). La
correction de l’algorithme,́enonćee dans le lemme 4.2.6, est fastidieuseà montrer
mais ne ńecessite pas d’astuces particulières.

Lemme 4.2.6. φ est satisfaisable ssi il existeX ⊆ cl(0, φ) tel queSAT(X,φ, 0)
a un calcul acceptant.

On peut donc obtenir les résultats de complexité suivants.

Théorème 4.2.7. [DL06c]
(I) Pour chaquek ≥ 1, le probl̀eme de satisfaisabilité pour EXMLk est PSPACE-

complet.
(II) Les probl̀emes de satisfaisabilité pour RML et PML sont PSPACE-complets.
(III Le probl̀eme de satisfaisabilité pour EXML est dans EXPSPACE.

Nous avons annoncé dans [DL06d] que le problème de satisfaisabilité pour
EXML est dans PSPACE, ce que nous avons corrigé dans [DL06c]. Il n’est pas
exclus que ce résultat soit correct cependant notre argument basé sur la preuve du
théor̀eme 6 de [SSMH04] n’est pas valideà moins que la compréhension de cette
preuve nouśechappe.

Problème ouvert 22. Est-ce que le problème de satisfaisabilité pour EXML est
dans PSPACE? ©

Les logiques modales graduées sont́evidemment les ancêtres de EXML òu
les contraintes de Presburger ont leur plus simple expression dans les formules
3≥nφ, voir par exemple [Fin72, BC85, Cer90, vdH92, vdHdR95]. Desextensions
plus élaboŕees ont́et́e consid́eŕees dans des logiquesépist́emiques [vdHM91] et
des logiques terminologiques [HB91, CG05] sans que les contraintes de Presbur-
ger aient́et́e enrichies. C’est seulement tardivement dans [Tob00] que la logique
modale gradúee minimale áet́e montŕee dans PSPACE tandis que des résultats de
décidabilit́e avaientét́e obtenus de façon systématique dans [Cer94b]. La PS-
PACE-compĺetude de chaque fragment EXMLk (incluant PML) étend donc le
résultat principal de [Tob00]. Il existe encore d’autres extensions gradúees de lo-
giques d́ejà bien expressives par ailleurs mais l’indécidabilit́e est souvent causée
par la possibilit́e de coder une grille infinie [BP04]. Cependant, la EXPTIME-
compĺetude deµ-calcul gradúe [KSV02] demeurèa ce jour un tour de force. De
plus, il y a eu plusieurs tentatives pour coder de façon concise des logiques avec
comptage vers des logiques sans comptage explicite (voir par exemple [OSH96,
MP97, Kaz04]) mais aucune d’entre elles n’a permisà ma connaissance d’ob-
tenir des bornes de complexité dans PSPACE. Finalement, EXML peut̂etre vue
comme la logique introduite dans [SSMH04] sans les opérateurs de point-fixe et
c’est d’ailleurs ce travail qui a initialement attiré mon attention. Une des logiques
de [ZL06] a aussi un rapport avec la logique SL (“Sheaves Logic”) et c’est juste-
ment l’objet de la prochaine section.
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4.2.4 Complexit́e élémentaire de “Sheaves Logic”

Nous rappelons ici la d́efinition de la logique SL (“Sheaves Logic”) introduite
dans [ZL03, ZL06]. Nous adoptons des notations qui permettront ult́erieurement
de faire facilement le lien avec EXML. De plus, contrairement à [ZL03, ZL06],
nous autorisons les opérateurs Booĺeens dans leśeléments (not́esE) comme c’est
déjà le cas pour les documents (notésD). Les éléments et les documents sont
inductivement d́efinis avec la grammaire suivante:

– E := α[D] | δ | ¬E | E ∧ E | true,
– D := A(E1, . . . , Ep) | ∃x1, . . . , xp : φ(x1, . . . , xp) : x1E1& · · ·&xpEp |
true | ¬D | D ∧D′,

où

– α appartient̀a un ensemble infini d́enombrable d’́etiquettes TAGS,
– δ appartient̀a un ensemble infini d́enombrable de types de données DATA-

TYPES (disjoint de TAGS),
– A est un automate non-déterministe sur un alphabetàp lettres lińeairement

ordonńees,
– φ(x1, . . . , xp) est une combinaison Booléenne de formules de Presburger

construites sur les variablesx1, . . . , xp et de la formet ∼ b ou t ≡k c avec
t = Σaixi.

Pourk ≥ 0, nous notons SLk le fragment de SL d́efini sur le mod̀ele de EXMLk.
Un mod̀ele de SL est une structure de la formeM = 〈T,R, (<x)x∈T , V 〉 où

– T est un ensemble fini d’états,
– 〈T,R〉 est un arbre et chaque relation<x est un ordre total surR(x),
– V : T → TAGS ∪ DATATYPES est une fonction d’́etiquetage telle que

pour x ∈ T , si x est une feuille de〈T,R〉 alorsV (x) ∈ DATATYPES
sinonV (x) ∈ TAGS.

La relation de satisfaction|= admet la d́efinition suivante:

– M, x |= δ ssiδ = V (x),
– M, x |= α[D1 ∧D2] ssiM, x |= α[D1] etM, x |= α[D2],
– M, x |= α[¬D] ssiα = V (x) etM, x 6|= α[D],
– M, x |= α[true] ssiα = V (x),
– M, x |= α[∃x1, . . . , xp : φ(x1, . . . , xp) : x1E1& · · ·&xpEp] ssiα = V (x),
R(x) = x1 < · · · < xk, et il existei1, . . . , ik tels que pourj ∈ {1, . . . , k},
M, xj |= Eij et [x1 ← n1, . . . , xp ← np] |= φ(x1, . . . , xp) avecni =
card({s ∈ {1, . . . , k} : is = i}),

– M, x |= α[A(E1, . . . , Ep)] ssiα = V (x), R(x) = x1 < · · · < xk, et il
existei1, . . . , ik tels que pourj ∈ {1, . . . , k},M, xj |= Eij et ai1 · · · aik ∈
L(A) avecΣA = a1, . . . , ap.

Une différence cruciale avec la sémantique de EXML (voir aussi [SSMH04])
est que pour SL une contrainte de Presburger ne compte qu’uneseule fois un fils.

Soit φ une formule de SL avec leśetiquettes{α1, . . . , αn} et les types de
donńees{δ1, . . . , δn′}. Nous allons d́efinir une formuleφ′ de EXML construite au
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moins sur les variables propositionnelles suivantes:

V P = {pα1
, . . . , pαn

, pαnew
} ∪ {pδ1 , . . . , pδn′

, pδnew
}.

Dans la suite la conjonction
∧m
i=0

i fois︷ ︸︸ ︷
2 . . .2ϕ. sera abŕeǵee en∀mϕ. La formule

φ′ est une conjonctionφ′val∧ t(φ) où t(φ) est d́efinie ŕecursivement sur la structure
deφ etφ′val énonce des contraintes sur l’interprétation deśetiquettes et des types
de donńees. Pour chaque document de la formeD = ∃x1 · · · xp : φ(x1, . . . , xp) :
x1E1 & · · ·& xpEp de φ, nous introduisons de nouvelles variables proposition-
nellesp1

D, . . . , p
p
D.

La formuleφ′val est la conjonction des formules suivantes:

– ∀|φ|
∨

p∈V P (p ∧
∧

q∈V P\{p} ¬q) ∧

noeuds internes︷ ︸︸ ︷
∀|φ|(3true⇒

∨

α∈{α1,...,αn,αnew}

pα)

– ∀|φ|(2false⇒
∨

δ∈{δ1,...,δn′ ,δnew}

pδ)

︸ ︷︷ ︸
feuilles etiquetees par des types de donnees

– ∀|φ|(
∧
D is of the form ∃...Ep

(
∧
i6=j∈{1,...,p} ¬(piD ∧ pjD)) ∧ piD ⇔ t(Ei)).

où t est la traduction de SL vers EXML définie ci-dessous. On peut remarquer
que comme⇔ ne fait pas partie du langage orginal (c’est une abréviation),piD ⇔
t(Ei) utilise deux copies det(Ei) mais cela ne cause pas d’explosion combinatoire
(sinon on aurait utiliśe la technique de renommage qui s’applique ici).

– t est homomorphique pour les opérateurs Booĺeens ett(true) = true,
– t(αi[D]) = pαi

∧ t(D),
– t(δi) = pδi ,
– t(A(E1, . . . , Ep)) = A(t(E1), . . . , t(Ep)),
– t(∃x1 · · · xp : φ(x1, . . . , xp) : x1E1 & · · ·& xpEp) estégaleà la formule ci-

dessous:

φ(x1, . . . , xp)[x1 ← ](p1
D), . . . , xp ← ](ppD)] ∧ ¬](¬p1

D ∧ · · · ∧ ¬ppD) > 0.

où φ(x1, . . . , xp)[x1 ← ](p1
D), . . . , xp ← ](ppD)] est obtenuèa partir de

φ(x1, . . . , xp) en remplaçant chaque ocurrence dexi par](piD).

Lemme 4.2.8. t est une ŕeduction logarithmique en espace telle queφ est satis-
faisable ssiφ′ est satisfaisable.

Commet préserve le nombre de contraintes de régularit́e (2 et 3 sont cod́es
comme des contraintes de Presburger), la borne de complexité non-́elémentaire
pour SLétablie dans [ZL06] peut̂etre consid́erablement raffińee.

Proposition 4.2.9. [DL06c]
(I) Pourk ≥ 1, le probl̀eme de satisfaisabilité pour SLk est PSPACE-complet.
(II) Le probl̀eme de satisfaisabilité pour SL est dans EXPSPACE.

Problème ouvert 23. Est-ce que le problème de satisfaisabilité pour SL est dans
PSPACE? ©
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4.2.5 Une extension ind́ecidable

Dans le papier [ABD+05] une logiquèa la PDL, nomḿeePDLtree, est intro-
duite dont les mod̀eles sont des arbres finis avec ordre sur les fils. Le langage lo-
gique peut faire ŕeférence aux relations suivantes: frère-gauche, fr̀ere-droit, parent,
fils. D’autres relations peuventêtre ǵeńeŕees avec les opérateurs de programmes
de PDL (it́eration, test, union et composition). Le problème de satisfaisabilité pour
PDLtree est montŕe EXPTIME-complet dans [ABD+05].

Nous d́efinissons ci-dessous un fragment dePDLtree auquel ont́et́e ajout́ees
des contraintes de Presburger. Cette logique, notée simplement iciL, aura des
caract́erisques̀a la fois de EXML et dePDLtree.

Etant donńes une ensemble infini dénombrable de variables propositionnelles
PROP = {p1, p2, . . .} et l’ensemble de symboles de relationΣ = {↓, ↓∗,→,→∗

,←,←∗, ↑, ↑∗} les formules deL admettent la d́efinition suivante:

– φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | t ∼ b

– t ::= a× ]Rφ | t+ a× ]Rφ,

où p ∈ PROP, R ∈ Σ, b ∈ N, a ∈ Z et∼∈ {<,>,=}. Les programmes dans
PDLtree sont beaucoup plus nombreux que ceux dansΣ grâceà la pŕesence de
l’it ération, du test, de choix non-déterministe et de la composition. De même, les
contraintes de Presburger de EXML sont plus riches que celles deL. Un mod̀ele
pourL est une structure de la forme

M = 〈T,R↓, R↓∗ , R→, R→∗ , R←, R←∗ , R↑, R↑∗, V 〉

avec

– 〈T,R↓, R→〉 est une arbre fini ordonné oùR↓ etR→ sont respectivement les
relations “fils” et “frère-droit”,

– V : T → P(PROP) est unétiquetage,

– pour chaque relationR ∈ {↓,→,←, ↑}, R∗R = RR∗ (R∗R est la fermeture
réflexive et transitive deRR), R→ = R−1

← etR↑ = R−1
↓ ,

La relation de satisfaction se définit facilementà partir de la d́efinition pour
EXML.

Proposition 4.2.10. [DL06d] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourL est ind́eci-
dable.

La preuve est par réduction du probl̀eme de l’arr̂et pour les machines de Minsky.
Cependant, un examen de la preuve (voir [DL06c]) dévoile que seuls les symboles
de relation dans{↓∗, ↓,→∗,←} sont utiliśes, De plus, il est ńecessaire d’utiliser
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des contraintes de Presburger manipulant plusieurs relations.

Problème ouvert 24. Est-ce que le fragment deL restreint aux formules telles
que siΣiai]

Riφi est une sous-formule alorsj 6= j′ impliqueRj 6= Rj′, est d́ecida-
ble? ©

Cela nous incite aussià regarder le problème suivant.

Problème ouvert 25. Est-ce que EXML augmentée avec la relation← est d́eci-
dable? ©

La proposition 4.2.10 laisse en fait un champ beaucoup plus large d’investi-
gationà savoir comment́etendre EXML tout en préservant la d́ecidabilit́e, sans
même se soucier̀a ce stade des questions de complexité.

4.3 Dynamique des politiques

Dans cette section, nous changeons de domaine d’application. Nous allons
expliquer brìevement comment une logique qui permet de spécifier dynamique-
ment des politiques d’action peutêtre traduite vers la logique bien connue PDL. Il
s’agit d’un travail ponctuel qui touche aux contraintes de régularit́e età la notion
novatrice de sabotage introduite dans [vB05]. En effet, dans un ŕeseau ouvert, un
acteélémentaire de sabotage consisteà supprimer une connexion ou un noeud.
Une logique de sabotage, comme celles introduites dans [vB05, LR03], permet de
sṕecifier des propríet́es du ŕeseau après un acte de sabotage même si on ignore òu
il a eu lieu.

4.3.1 Politiques d’action

Les logiques d́eontiques sont des formalismes qui contiennent des modalités
qui expriment l’obligation, l’interdiction ou encore la permission [Gar79]. En ef-
fet, pouvoir comparer des comportements idéaux avec ceux observés prend tout
son sens d̀es que l’on souhaite décrire des situations normales ou mettre en place
des politiques de sécurit́e, voir par exemple [WM94]. Nombreuses de ces lo-
giques, comme celles dans [Mey88, vdM96, Bro03, PW04] peuvent être vues
comme des variantes de la logique PDL [HKT00].

Parmi ces logiques déontiques, la logique dynamique de permission DLP de
R. van der Meyden [vdM96] est centrale et peutêtre d́efinie comme une version
de PDL sans oṕerateur “test” sur les programmes et avec la possibilité de distin-
guer les transitions autorisées (les transitions “vertes”) des transitions interdites
(les transitions “rouges”). Dans un modèle, l’ensemble des transitions vertes est
appeĺe une politique et certaines modalités de DLP tiennent compte de la couleur
des transitions. La possibilité de raisonner sur l’autorisation d’une séquence d’ac-
tions a motiv́ee l’introduction de DLP [vdM96] avec le but d’améliorer la logique
introduite dans [Mey88] qui distingue lesétats autoriśes deśetats interdits (au lieu
des transitions autorisées des transitions interdites dans DLP). Une axiomatisation
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pour DLP est d́efinie dans [vdM96] et une borne supérieure de complexité NEXP-
TIME pour la satisfaisabilit́e est aussíetablie dans [vdM96] m̂eme si les questions
de complexit́e ne sont pas explicitement discutées dans ce papier. Un peu plus
tard, dans l’article [PW04], la logique DLP áet́e étendue de façon significative
en ajoutant dans le langage logique la possibilité de mettrèa jour les politiques,
c’est-̀a-dire de pouvoir ajouter ou retrancher des transitions dans l’ensemble de
transitions repŕesentant une politique. Une axiomatisation de cette nouvelle lo-
gique appeĺeeDLPdyn et une borne suṕerieure de complexité NEXPTIME sont
établies pour cette extension dans [PW04] même si les preuves sont promises
pour une version longue qui n’a pas encore vu le jour. Cette faculté d’ajouter et
surtout de retrancher des transitions admet une forte analogie avec la logique mo-
dale de sabotage SML de J. van Benthem [vB05] pour laquelle une variante áet́e
montŕee ind́ecidable dans [LR03] en autorisant la suppression de transitions au
lieu d’états. Une diff́erence notable ḿerite cependant d’être souligńee. Alors que
dans SML il est possible de quantifier sur tous les modèles alternatifs obtenus par
suppression d’uńetat ou d’une transition, dans DLPdyn les transitions ajoutées ou
suppriḿees sont sṕecifiées dans le langage logique lui-même.

La motivation premìere de ce travail part du constat que de nombreuses lo-
giques peuvent̂etre traduites vers PDL (et donc vers leµ-calcul modal) m̂eme si ce
n’était pas toujourśevident a priori. On en trouve des exemples parmi les logiques
épist́emiques [FI87], les logiques déontiques [Bro03], les logiques terminolo-
giques [Sch91, dGL94] ou encore les logiques pour l’information incompl̀ete [DG00a].
Cette liste n’est bien-ŝur pas exhaustive et nous allons montrer dans la suite que
DLPdyn pourraêtre aussi traduite vers PDL ce qui nous permettra d’établir de nou-
veaux ŕesultats de complexité. De plus, cela fournit implicitement des explications
sur la bonne marche des techniques de PDL utilisées dans [vdM96, PW04].

4.3.2 Logique dynamique de permissionDLP+
dyn

Soit Π0 = {a1, a2, . . .} un ensemble infini d́enombrable d’actions. Les for-
mules deDLP+

dyn sont d́efinies par la grammaire ci-dessous:

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | [α]φ | 〈α〉φ |
perm(α)φ | freeperm(α)φ | grant(ψ, ψ′)φ | revoke(ψ, ψ′)φ

où p ∈ PROP etα est un terme d’action d́efini comme une expression régulìere
construite dont l’alphabet fini est inclus dansΠ0 et dans l’ensemble des formules
(voir aussi la section 5.2.1). Les formules deDLP+

dyn incluent celles PDL. On
noteraL(α) le langage ŕegulier associé à l’actionα.

Un mod̀ele deDLP+
dyn est une structure de la formeM = 〈S, (Ra)a∈Π0

, V, P 〉
où

– S est un ensemble non-vide d’états. Chaquéetat repŕesente une configura-
tion courante.

– (Ra)a∈Π0
est une famille de relations binaires deS. Chaque relationRa

décrit l’effet de l’actiona,
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– V : S → P(PROP) sṕecifie quelles propriét́es atomiques sont vérifiées
pour chaquéetat.

– P ⊆ S × S repŕesente une politique comprise comme l’ensemble des tran-
sitions autoriśees.

La relation de satisfactionM, x |= φ est d́efini inductivement comme suit où

x
φ
−→ y est une abŕeviation pourx = y etM, x |= φ. Un chemin de la forme

x0
A0−→ x1

A1−→ · · ·
An−1

−−→ xn dansM est ditP -vert ssi pour chaqueAi ∈ Π0, on a
〈xi, xi+1〉 ∈ P . Un cheminP -vert correspond̀a une śequence ĺegale d’actions. Le
chemin est ditP -rouge s’il n’est pasP -vert.

– M, x |= [α]φ ssi pour tous les chemins de la formex0
A0−→ x1

A1−→ · · ·
An−1

−−→ xn
dansM avecA0A1 · · ·An ∈ L(α) etx0 = x, on aM, xn |= φ.

– M, x |= 〈α〉φ ssi il existe un chemin de la formex0
A0−→ x1

A1−→ · · ·
An−1

−−→ xn
dansM avecA0A1 · · ·An ∈ L(α) etx0 = x tel queM, xn |= φ.

– M, x |= perm(α)φ ssi il existe un cheminP -vert de la formex0
A0−→ x1

A1−→

· · ·
An−1

−−→ xn dansM avecA0A1 · · ·An ∈ L(α) etx0 = x tel queM, xn |=
φ.

– M, x |= freeperm(α)φ ssi il n’existe pas de cheminP -rouge de la forme

x0
A0−→ x1

A1−→ · · ·
An−1

−−→ xn dansM avecA0A1 · · ·An ∈ L(α), x0 = x et
M, xn |= φ.

– M, x |= grant(ψ, ψ′)φ ssi〈S, (Ra)a∈Π0
, V, P ∪ Pψ,ψ′

M 〉, x |= φ avec

P
ψ,ψ′

M = {〈y, y′〉 :M, y |= ψ andM, y′ |= ψ′}.

– M, x |= revoke(ψ, ψ′)φ ssi〈S, (Ra)a∈Π0
, v, P \ Pψ,ψ′

M 〉, x |= φ.

Une formuleφ dite satisfaisable ssi il existe un modèle deDLP+
dyn et unétat

x tels queM, x |= φ. La formule perm(α)φ est une variante syntaxique de
�(α, φ) dans [vdM96] etfreeperm(α)φ correspond̀a π(α, φ). Nous avons donc
adapt́e la notation de [PW04] qui utilise aussi les opérateurs “grant” et “revoke”
non pŕesents dans [vdM96]. Plusieurs exemples de propriét́es int́eressantes expri-
mables dans DLP peuventêtre trouv́es dans [PW04].

La figure 4.3.2 illustre la śemantique deDLP+
dyn dans un cas simple. Dans

l’ état doublement encerclé, la formulefreeperm(a; d)r n’est pas satisfaite car
l’unique cheminétiquet́e par a · d commençant dans cetétat estP -rouge. A
l’oppośe, la formulegrant(q, r)freeperm(a; d)r est satisfaite parce que l’effet de

l’opérateurgrant(q, r) est d’inclure{q, s}
d
−→ {r} dans la nouvelle valeur de la

politique.
La logiqueDLP+

dyn a ét́e introduite dans [Dem05]. Pour se repérer un peu, la
logique PDL est́equivalente au fragment deDLP+

dyn restreint aux formules sans
les quatre oṕerateurs faisant appel aux politiques. La logiqueDLPdyn introduite
dans [PW04] est́egale au fragment deDLP+

dyn restreint aux formules
– sans la possibilité qu’une lettre d’une actionα soit une formule (correspon-

dantà l’absence de l’oṕerateur “test” de PDL),
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p

q, s p, q

r

a

|= ¬freeperm(a; d)r ∧ grant(q, r)freeperm(a; d)r

Les transitions de la politique sont en gras.

b

d c

a

FIG. 4.6 –Śemantique deDLP+
dyn

– les arguments degrant(ψ, ψ′) etrevoke(ψ, ψ′) sont ńecessairement des for-
mules du calcul propositionnel.

Le langage de la logique DLP introduite dans [vdM96] est celui de DLPdyn

sans les oṕerateurs “grant” et “revoke”. Cependant, la définition de la śemantique
des formules de DLP dans [vdM96] est léǵerement diff́erente de celle utiliśee ici
pourDLP+

dyn. Il a ét́e établi dans [Dem05, lemme 2.1] que les deux sémantiques
assurent le m̂eme ensemble de formules satisfaisables.

La profondeur de changement d’une formuleφ, not́eecd(φ), est l’imbrication
maximale d’oṕerateur “grant” et “revoke” dansφ. Pour les formules de DLP, cette
profondeur est nulle. En voici une définition formelle pour lever toute ambiguité.

– cd(p) = 0, cd(¬φ) = cd(φ), cd(φ1 ∧ φ2) = max(cd(φ1), cd(φ2)),
– cd([α]φ) = cd(perm(α)φ) = cd(freeperm(α)φ)) = cd(α) + cd(φ),
– cd(revoke(ψ1, ψ2)φ) = 1 +max(cd(ψ1), cd(ψ2)) + cd(φ),
– cd(grant(ψ1, ψ2)φ) = cd(revoke(ψ1, ψ2)φ),
– cd(α;β) = cd(α ∪ β) = max(cd(α), cd(β)),
– cd(a) = 0, cd(α∗) = cd(α).

4.3.3 Difficultés avecDLP+
dyn

La logiqueDLP+
dyn a de nombreuses caractéristiques qui rendent improbable

sa d́ecidabilit́e, lorsque ce n’est pas sa traduction vers PDL. Nous passons en revue
ci-dessous quelques aspects gênants.

DLP+
dyn intersecte

La śemantique de l’oṕerateur “perm” d́ejà pŕesent dans DLP peutêtre para-
phraśee dans PDL en remplaçantperm(α) par 〈t∀g(α)〉 où t∀g(α) est obtenu en
remplaçant dansα chaque action atomiquea para ∩ αP . L’opérateur∩ est l’in-
tersection de relation etαP est une action dont l’interprétation est la politique
P . Cependant, PDL avec intersection est décidable en 2EXPTIME [Dan84], voir
aussi [Lut05].
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DLP+
dyn complémente

En poursuivant ce type de codage vers PDL, la présence de la complémentation
semble aussi ńecessaire. En effet, la sémantique de l’oṕerateur “freeperm” peut
être paraphrasée dans PDL en remplaçantfreeperm(α) par¬〈t∃r(α)〉. La formule
〈t∃r(α)〉> exprime alors qu’il existe un chemińetiquet́e par un mot deL(α) qui
contient une transitiońetiquet́ee par une action atomique qui n’appartient pasà
P . La fonctiont∃r prenant en argument une action est définie inductivement de la
façon suivante:

– t∃r(φ) =⊥. En effet, la rougeur du chemin ne peutêtre duèa une transition
étiquet́ee par une formule.

– t∃r(α1 ∪ α2) = t∃r(α1) ∪ t
∃r(α2),

– t∃r(α1;α2) = t∃r(α1);α2 ∪ α1; t
∃r(α2),

– t∃r(α∗) = α∗; t∃r(α);α∗,
– t∃r(a) = a ∩ −αP .

t∃r recherche donc la présence d’une transition rouge, c’est-à-dire le passage
d’une transition qui ne soit pas dansP . Cependant, PDL avec complémentation
est ind́ecidable (voir par exemple [HKT00]) et PDL avec la complémentation juste
devant les programmes atomiques est bien dans EXPTIME [LW04] mais ne peut
capturer l’intersection. Une alternative consisteà coder “perm” et “freeperm” en
décomposant chaque action atomiquea par l’union d’actions atomiquesag∪ar (la
partie verte et la partie rouge) telle que les conditions suivantes soient v́erifiées:

(PROP1) Rag etRar sont disjointes,
(PROP2) pour chaque paire〈x, y〉 ∈ S × S, si 〈x, y〉 ∈ Rag alors〈x, y〉 6∈ Rbr

pour toutes les actions atomiquesb et si 〈x, y〉 ∈ Rar alors 〈x, y〉 6∈ Rbg

pour toutes les actions atomiquesb.

Il se trouve que ces conditions ne sont pas définissables en logique modale. Ce-
pendant, la condition (PROP1) peutêtre impośee sans changer la classe des for-
mules satisfaisables en utilisant des dépliages de mod̀eles. La condition (PROP2)
est une conśequence du fait qu’une politique est un ensemble de transitions sans
information sur l’action entreprise.

DLP+
dyn modifie

Les pointsévoqúes ci-dessus ne concernent en fait que la partie déjà pŕesente
dansDLP deDLP+

dyn. Les oṕerateurs “grant” et “revoke” introduits dans [PW04]
expriment la satisfaction dans un autre modèle, ce qui est analoguèa l’aspect
destructif de la logique modale de sabotage de J. van Benthem[vB05]. En effet, la
logique modale de sabotage (SML) définie dans [vB05] admet l’ensemble suivant
de formules:

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | �φ | 〈−〉φ.

Les mod̀eles de SML sont les structures de Kripke usuelles de la formeM =
〈S,R, V 〉. La seule diff́erence avec la sémantique habituelle est pour l’interprétation
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des formules〈−〉φ:M, x |= 〈−〉φ ssi il existex′ ∈ S tel queM′, x |= φ avecM′

la restriction deM àS \ {x′}. A ce jour, le probl̀eme suivant est encore ouvert.

Problème ouvert 26. Est-ce que le problème de satisfaisabilité pour SML est
décidable? ©

Il existe cependant une variante de SML, appelons-la SML′, pour laquelle le
probl̀eme de satisfaisabilité aét́e montŕe ind́ecidable dans [LR03]. Au lieu de sup-
primer deśetats comme dans SML, la logique SML′ a la possibilit́e de retrancher
des transitions, une caractéristique commune avecDLP+

dyn. Les formules de SML′

sont les suivantes:

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | �aφ | 〈−〉aφ,

où a appartient̀a un alphabet finiΣ. Les mod̀eles de SML′ sont de la formeM =
〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 etM, x |= 〈−〉aφ ssi il existe〈y, y′〉 ∈ Ra tel queM′, x |= φ où
M′ est obtenùa partir deM en supprimant la transition〈y, y′〉 deRa. SML′ est
indécidable d̀es que|a| ≥ 2 [LR03].

Problème ouvert 27. Est-ce que SML′ est d́ecidable lorsqueΣ est un singleton?
©

Ainsi SML′ et DLP+
dyn ont toutes deux la possibilité de supprimer des arêtes

et le pire pourrait̂etre queDLP+
dyn peut aussi en ajouter.

4.3.4 Traduction vers PDL

Avant de d́efinir une ŕeduction deDLP+
dyn vers PDL qui pŕeserve la satisfaisa-

bilit é, nous allonśetablir certaines propriét́es qui vont justifier certains choix faits
pour la traduction.

Le lemme 4.3.1 ci-dessousénonce que la présence de certaines paires dans
une politique n’est pas utile dans l’évaluation d’une formule.

Lemme 4.3.1. SoientM = 〈S, (Ra)a∈Π0
, V, P 〉 etM′ = 〈S, (Ra)a∈Π0

, V, P ′〉
deux mod̀eles tels queP ′ = P ∩(Ra1

∪· · ·∪RaN
), pour un ensemble fini d’actions

atomiques{a1, . . . , aN}. Pour toutes les formules construites sur les seules actions
atomiques de{a1, . . . , aN} et pourx ∈ S,M, x |= φ ssiM′, x |= φ.

Dans la suite on suppose queP ⊆ Ra1
∪ · · · ∪RaN

quand on s’int́eressèa une
formule construite sur les actions atomiques de{a1, . . . , aN}.

Le lemme 4.3.2 ci-dessous montre que siαP est une action dans PDL in-
terpŕet́ee parP ∩ (Ra1

∪ · · · ∪RaN
) alors on peut construire une action dans PDL

pour l’ensemble(P ∪Pψ,ψ′

M )∩ (Ra1
∪ · · · ∪RaN

) quandψ, ψ′ sont construites sur
les actions atomiques de{a1, . . . , aN}. Il s’agit d’une propríet́e essentielle pour
simuler l’usage des transitions vertes et rouges sans avoirrecours aux oṕerateurs
d’intersection et de complémentation sur les relations.

Lemme 4.3.2. SoientM = 〈S, (Ra)a∈Π0
, V, P 〉 un mod̀ele et{a1, . . . , aN} un

ensemble d’actions atomiques tels qu’il existe des actionsαP etα−P vérifiant
(I) RαP

= P ∩ (Ra1
∪ · · · ∪ RαN

),
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(II) Rα−P
= ((S × S) \ P ) ∩ (Ra1

∪ · · · ∪RaN
).

Alors, pour toutes les formulesψ, ψ′ construites sur{a1, . . . , aN},

(III) (P ∪ Pψ,ψ′

M ) ∩ (Ra1
∪ · · · ∪RaN

) = Rβ avec

β = αP ∪ (ψ?; a1;ψ
′?) ∪ · · · ∪ (ψ?; aN ;ψ′?)

(IV) ((S × S) \ (P ∪ Pψ,ψ′

M )) ∩ (Ra1
∪ · · · ∪RaN

) = Rβ′ avec

β′ = (¬ψ)?;α−P ∪ α−P ; (¬ψ′)?

Les politiques des points (III) et (IV) du lemme 4.3.2 sont typiquement obte-
nus avec les oṕerateurs “grant” et “revoke”.

Afin de repŕesenter la valeur initiale d’une politiqueP par une action de PDL,
chaque action atomiquea est traduite en l’unionag∪ar. Par exemple, sia1, . . . , aN
sont les actions atomiques présentes dans une formuleφ, nous allons imposons
que les actions atomiquesag1, a

r
1, . . . , a

g
N , a

r
N soient interpŕet́ees par des relations

disjointes deux̀a deux ce qui est possible grâce au lemme ci-dessous.

Lemme 4.3.3. Une formuleφ deDLP+
dyn est satisfaisable ssiφ est satisfaisable

dans un mod̀ele dont toutes les relations pour les actions atomiques sont disjointes
deuxà deux.

La preuve est obtenue en dépliant les mod̀eles. Ainsi, il est possible de garantir
que (PROP1) et (PROP2) soient vérifiées. La valeur initiale deαP est doncag1 ∪
· · ·∪agN et son compĺement−αP relativement̀a

⋃
1≤i≤N(agi ∪a

r
i ) estar1∪· · ·∪a

r
N .

En appliquant un nombre fini d’opérateurs “grant” ou “revoke”, le lemme 4.3.2
assure que les valeurs courantes deαP et −αP sont équivalentes̀a des unions
d’actions de la forme

ψ1?; · · · ;ψn?; a
•
i ;ψ

′
1? · · · ;ψ

′
n′?

avec• ∈ {g, r}. ψ1, · · · , ψn, ψ
′
1, ψ

′
n′ sont des formules de PDL etn n’est pas

nécessairementégaleàn′.
Récapitulons comment une action atomiqueai est traduite.

– Une occurrence deai dans la port́ee imḿediate d’un oṕerateur[·] est traduite
enagi ∪ a

r
i .

– Une occurrence deai dans la port́ee imḿediate d’un oṕerateurperm(·) est
traduite en une union d’actions apparaissant dansαP de la forme

ψ1?; · · · ;ψn?; a
•
i ;ψ

′
1? · · · ;ψ

′
n′?

avec• ∈ {g, r}.
– De façon analogue, une occurrence deai dans la port́ee imḿediate d’un

opérateurfreeperm(·) peut quelquefois se traduire en une union d’actions
apparaissant dans−αP de la forme ci-dessus.
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Nous allons̀a pŕesent d́efinir la traduction d’une formuleφ deDLP+
dyn construite

sur les actions atomiquesa1, . . . , aN . La formule de PDL obtenue par traduction
est construite sur les actions atomiquesa

g
1, a

r
1, . . . , a

g
N , a

r
N . Cette traduction est

calcuĺeeà partir d’une fonction ternaireT (ψ,G,R) òu G et R sont des ensembles
d’actions de la forme

ψ1?; · · · ;ψn?; a;ψ
′
1? · · · ;ψ

′
n′?

avecn, n′ ≥ 0 eta est parmiag1, a
r
1, . . . , a

g
N , a

r
N . De plus,ψ sera une sous-formule

de φ et n, n′ ≤ |φ|. L’union des actions deG est interpŕet́ee comme la partie
verte du mod̀ele (sa politique) tandis que l’union des actions deR est interpŕet́ee
comme sa partie rouge. Les ensemblesG et R sont misà jour à chaque fois que
nous traversons un opérateur “grant” ou “revoke”.

La traduction deφ estT (φ,G0,R0) avec

G0 = {agi : 1 ≤ i ≤ N}, R0 = {ari : 1 ≤ i ≤ N}.

Durant la traduction,(
⋃
α∈G α) [resp. (

⋃
α∈R α) ] est interpŕet́ee comme la

restriction deP [resp.−P ] à
⋃

1≤i≤N(Ra
g
i
∪ Rar

i
). Un invariant de la traduction

est donc queG ∪ R est toujours interprét́ee par
⋃

1≤i≤N(Ra
g
i
∪ Rar

i
). Observons

que siαP estégaleà (
⋃
α∈G α), alors(agi ∪ a

r
i ) ∩ αP estéquivalent̀a

⋃
{ψ1?; · · · ;ψn?; a

•
i ;ψ

′
1? · · · ;ψ

′
n′? ∈ G : • ∈ {g, r}}.

Une remarque analogue est vraie pour(agi ∪a
r
i )∩−αP . Voici à pŕesent la d́efinition

compl̀ete deT (·):
– T (p,G,R) = p etT est homomorphique pour les opérateurs Booĺeens.
– T ([α]ψ,G,R) = [T (α,G,R)]T (ψ,G,R) où l’extension deT sur les actions

est d́efinie suivant les clauses ci-dessous:

– T (ai,G,R) = a
g
i ∪ a

r
i ,

– T est homomorphique pour les opérateurs;, ∪ et ∗,

– T (perm(α)ψ,G,R) = 〈t∀g(α,G,R)〉T (ψ,G,R) avect∀g définie ainsi:

– t∀g est homomorphique pour les opérateurs;, ∪ et ∗,
– t∀g(ai,G,R) =

⋃
{ψ1?; · · · ;ψn?; a

•
i ;ψ

′
1?; · · · ;ψ

′
n′? ∈ G : • ∈ {g, r}}.

Comme nous voulons quea et ag ∪ ar aient la m̂eme interpŕetation,
pour chaque actionα ∈ G de la formeψ1?; · · · ;ψn?; a

•
i ;ψ

′
1?; · · · ;ψ

′
n′?,

nous avonsRα ⊆ Rai
. Par ailleurs, pour chaque paire〈y, y′〉 ∈ Rα,

〈y, y′〉 appartient̀a la politique courante. En effet,perm(β)ψ est v́erifiée
lorsqu’il existe une cheminP -vert étiquet́e par un mot deL(β) qui
conduità unétat v́erifiantψ.

– T (freeperm(α)ψ,G,R) = ¬〈t∃r(α,G,R)〉T (ψ,G,R) où t∃r est d́efinie ainsi:

– t∃r(ψ,G,R) =⊥,
– t∃r(α1 ∪ α2,G,R) = t∃r(α1,G,R) ∪ t∃r(α2,G,R),
– t∃r(α1;α2,G,R) = (t∃r(α1,G,R);T (α2,G,R))∪

(T (α1,G,R); t∃r(α2,G,R)),
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– t∃r(α∗,G,R) = T (α∗,G,R); t∃r(α,G,R);T (α∗,G,R),
– t∃r(ai,G,R) =

⋃
{ψ1?; · · · ;ψn?; a

•
i ;ψ

′
1? · · · ;ψ

′
n′? ∈ R : • ∈ {g, r}}.

Pour chaque actionα ∈ R de la formeψ1?; · · · ;ψn?; a
•
i ;ψ

′
1?; · · · ;ψ

′
n′?,

nous avonsRα ⊆ Rai
. De plus, pour chaque paire〈y, y′〉 ∈ Rα, 〈y, y′〉

n’appartient pas̀a la politique courante. La fonctiont∃r est construite
sur le m̂eme principe que la fonction homonymique préćedemment
introduite.

– T (grant(ψ1, ψ2) ψ,G,R) = T (ψ,G′,R′) avec
– G′ = G ∪ {T (ψ1,G,R)?; agi ;T (ψ2,G,R)? : 1 ≤ i ≤ N}∪
{T (ψ1,G,R)?; ari ;T (ψ2,G,R)? : 1 ≤ i ≤ N} (voir le lemme 4.3.2(III)),

– R′ = {(¬T (ψ1,G,R))?;α : α ∈ R} ∪ {α; (¬T (ψ2,G,R))? : α ∈ R}
(voir le lemme 4.3.2(IV)).

– T (revoke(ψ1, ψ2)ψ,G,R) = T (ψ,G′,R′) avec
– G′ = {¬T (ψ1,G,R)?;α : α ∈ G} ∪ {α;¬T (ψ2,G,R)? : α ∈ G} (voir

le lemme 4.3.2(IV)).
– R′ = R ∪ {T (ψ1,G,R)?; agi ;T (ψ2,G,R)? : 1 ≤ i ≤ N}∪
{T (ψ1,G,R)?; ari ;T (ψ2,G,R)? : 1 ≤ i ≤ N} (voir le lemme 4.3.2(III)).

Lemme 4.3.4. φ est satisfaisable dansDLP+
dyn ssiT (φ,G0,R0) est satisfaisable

dans PDL.

Par conśequent, on peut d́ejà énoncer un ŕesultat de d́ecidabilit́e sachant que le
probl̀eme de satisfaisabilité pour PDL est dans EXPTIME [Pra79] et la traduction
exige un temps exponentiel.

Théorème 4.3.5. [Dem05] Le probl̀eme de satisfaisabilité pourDLP+
dyn est dans

2EXPTIME.

Une analyse un peu plus fine tenant compte de la profondeur de changement
permet d’obtenir des résultats de EXPTIME-compĺetude.

Corollaire 4.3.6. Pour chaquek ≥ 0 fixé, le probl̀eme de satisfaisabilité pour
DLP+

dyn restreint aux formules ayant une profondeur de changement au plusk est
EXPTIME-complet.

Lorsquek = 0, cette restriction syntaxique produit préciśement la logique
DLP [vdM96].

Corollaire 4.3.7. [Dem05] Le probl̀eme de satisfaisabilité pour DLP est EXP-
TIME-complet.

Ce ŕesultat aḿeliore la borne NEXPTIME établie dans [vdM96, PW04] et
répondà une conjecturéenonćee dans [vdM96, PW04] selon laquelle DLP est
dans EXPTIME. La borne inf́erieure EXPTIME est h́eritée de celle de PDL [FL79].

Problème ouvert 28. Quelle est la complexité deDLP+
dyn? Nous avons montré

la borne suṕerieure 2EXPTIME et par h́eritage de PDL, la borne inférieure EXP-
TIME est aussi assurée. ©

Selon toute vraisemblance, au moment d’imprimer ce document, ce probl̀eme
a ét́e ŕesolu dans [G̈ol07].
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Dans [vdM96], l’introduction de la logique DLṔetait motiv́ee par le besoin de
remplacer leśetats permis de [Mey88] par des actions permises. L’extension de
DPL introduite dans [PW04] ajoute la possibilité de mettrèa jour dynamiquement
la politique à l’aide des oṕerateurs “grant” et “revoke”. Alors qu’une politique
dans [vdM96] est un sous-ensemble deS × S, une politique dans [Mey88] est
un sous-ensemble deS distinguant ainsi les bons des mauvaisétats. La prise en
compte d’une politique dans [Mey88] consiste simplementà consid́erer une va-
riable propositionnelle sṕeciale, disonsvc (“violation constant”), et l’on voit bien
que c’est beaucoup plus simple que ce qui s’est fait après dans [vdM96, PW04,
Dem05]. Une version de la logique de [Mey88] avec miseà jour de la politique a
ét́e introduite aussi dans [Dem05] et montrée EXPTIME-compl̀ete.
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Chapitre 5

Complexité des logiques modales
grammaticales

Ce chapitre est construit sur la base de [Dem98, Dem00a, Dem00b, Dem01a,
Dem03, DdN03, DdN05].

Il existe une multitude de logiques modales caractériśees par diverses classes
de structures de Kripke, voir par exemple [BdRV01] et dont les domaines d’ap-
plication d́ependent des hypothèses qui sont faites sur les relations d’accessibilité
(logiques temporelles, logiques terminologiques, logiques épist́emiques etc.). Il
y a donc un imṕerieux besoin pour d́efinir des ḿethodes qui s’appliquent̀a de
larges classes de logiques. La géńeralit́e pour les propríet́es de compĺetude et de
canonicit́e est pŕesente dans [Sah75]. Pour ce qui est de la complexité, des ŕesultats
géńeraux peuvent̂etre trouv́es dans [Spa93a, Hem94]. De même, les rapports entre
la logique classique et les logiques modales sont longuement étudíes dans [vB85].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux questions de décidabilit́e et de
complexit́e pour une large classe de logiques modales,à savoir celles dont les
sch́emas d’axiomes peuventêtre vus comme les règles d’un syst̀eme semi-Thúeien
fini hors-contexte. Les logiques modales définiesà partir de r̀egles de grammaire
ont ét́e introduites dans [dCP88]. L’approche orginale de ce travail consisteà re-
chercher̀a caract́eriser la complexit́e algorithmique d’une logique modale gram-
maticale en analysant la nature des langages engendrés par le système semi-Thúe-
ien assocíe. Des traductions vers des extensions décidables de PDL ou vers le
fragment gard́e de la logique classique avec un nombre borné de variables indi-
viduelles mettront eńevidence pourquoi de nombreuses logiques modales dans
la littérature et appartenant aux cadres fixés dans [Var97, Grä99a] ont de bonnes
propríet́es algorithmiques.

5.1 Logiques modales grammaticales

5.1.1 D́efinitions

Soit PROP un ensemble infini d́enombrable de variables propositionnelles et
Σ un alphabet (́eventuellement infini). Le langage multimodal ML(Σ) est d́efini
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par la grammaire suivante:

φ ::=

calcul propositionnel︷ ︸︸ ︷
p | ¬φ | φ ∧ φ′ | φ ∨ φ′ |

extension modale︷ ︸︸ ︷
〈a〉φ | [a]φ

où a ∈ Σ et p ∈ PROP. L’opérateur unaire[a] permet de quantifier universel-
lement sur tous leśetats accessibles par la relation d’indicea. Pouru ∈ Σ∗, on
utilise l’abŕeviation[u]φ avec[ε]φ def

= φ et [a1 · · · an]φ
def
= [a1] · · · [an]φ.

Un mod̀ele de Kripke est un tripletM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 tel que〈S, (Ra)a∈Σ〉
est un syst̀eme de transition etV : S → P(PROP) est un coloriage deśetats de
S. La relation de satisfaction|= (x ∈ S) est d́efinie de la façon suivante:

– M, x |= p ssip ∈ PROP,
– M, x |= φ1 ∧ φ2 ssiM, x |= φ1 etM, x |= φ2,
– M, x |= ¬φ ssiM, x |= φ n’est pas v́erifié,
– M, x |= [a]φ ssi pour tous leśetatsx′ ∈ Ra(x), on aM, x′ |= φ,
– M, x |= 〈a〉φ ssi il existex′ ∈ Ra(x) tel queM, x′ |= φ.
Dans la suite, une logique modaleL = 〈Σ, C〉 est une paire composée d’un

alphabet et d’un ensemble de modèles de Kripke. Ǵeńeralement, cet ensemble de
mod̀eles est lui-m̂eme caract́eriśe par un ensemble de systèmes de transition clos
par isomorphismes. La genèse de ce type de sémantique est d́ecrite dans [Cop02].
Une formuleφ de ML(Σ) est dite satisfaisable pour la logiqueL s’il existe un
mod̀eleM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 dansC et unétatx ∈ S tels queM, x |= φ. Par
dualit́e, une formuleφ est valide ssi pour tous les modèlesM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉
de C et pour tous leśetatsx ∈ S,M, x |= φ. De plus, une formuleφ est dite
globalement satisfaisable s’il existe un modèleM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 dansC tel
que pour chaquéetatx ∈ S, nous ayonsM, x |= φ.

A titre d’exemple, la logique modale S4 se définit comme la logique modale
tel queΣ est un singleton et l’unique relation de transition des modèles de S4 est
réflexive et transitive.

Théorème 5.1.1. [Lad77, Dem00a] Pour S4, les problèmes de satisfaisabilité,
validité et de satisfaisabilité globale sont PSPACE-complets.

Dans la suite, nous n’apporterons que peu d’attentionà une logique en par-
ticulier car nous recherchons les propriét́es qui permettent les résultats les plus
géńeraux possibles. Cependant, pour présenter une exception, il pourra nous arri-
ver de mettre l’accent sur une logique.

Dans la suite, un alphabet avec passé est une paire〈Σ, · 〉 telle que
– Σ = Σ+ ] Σ−,
– · : Σ → Σ est une bijection dont l’image de· restreintà Σ+ estégaleà

Σ− et pour chaque lettrea, l’ égalit́ea = a est v́erifiée.
On note simplementΣ un alphabet avec passé en supposant implicite la bijection
· et la partitionΣ+ ] Σ−. Par d́efautΣ+ dénote la partie positive deΣ (et non
l’ensemble des mots finis non vide deΣ). QuandΣ est un alphabet avec passé,
on demandèa un mod̀ele de Kripke de v́erifier une propríet́e suppĺementaire: pour
chaque lettrea ∈ Σ,Ra = {〈y, x〉 : 〈x, y〉 ∈ Ra}.
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Etant donńe un mod̀eleM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉, on d́efinit la relationRu pour
u ∈ Σ∗ de la façon suivante:

– Rε = {〈x, x〉 : x ∈ S},
– Ra.v = Ra ◦Rv (compośee).

De même, dans le cas d’un alphabet avec passé, on étend la bijection · aux
éléments deΣ∗: ε = ε etu · a = a · u (attentionà l’inversion!).

Dans la suite, nous allons définir des logiques modales̀a l’aide de syst̀emes
semi-Thúeiens. Etant donńe un alphabetΣ, un syst̀eme semi-ThúeienS est juste
un ensemble de règles de la formeu → v avecu, v ∈ Σ∗. Par rapport̀a la notion
de grammaire formelle, il n’y a pas d’axiome ni de distinction entre symboles
terminaux et symboles non-terminaux.

Chaque contrainteRa1
◦ · · · ◦ Ran

⊆ Rb dans les mod̀eles va correspondre
à la r̀egle b → a1 · · · an. Ainsi, les r̀egles pour d́efinir les mod̀eles de S4 sont
préciśementa→ aa eta→ ε.

Un syst̀eme de transition〈S, (Ra)a∈Σ〉 satisfait la r̀egleu→ v avecu, v ∈ Σ∗

ssiRv ⊆ Ru. On peut noter l’inversion entreu et v car la r̀egleu → v peut
aussiêtre comprise comme le schéma d’axiomes[u]p ⇒ [v]p. Un mod̀ele de
KripkeM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 satisfait un syst̀eme semi-ThúeienS ssi le syst̀eme
de transition sous-jacent deM satisfait toutes les règles deS.

Définition 5.1.1. Une logique modale avec passéL = 〈Σ, C〉 est dite grammati-
cale ssiΣ est une alphabet fini avec passé et il existe un système semi-ThúeienS
fini tel queC est l’ensemble des modèles satisfaisantS. ∇

Une d́efinition analogue pour les logiques modales sans passé admet queΣ soit
quelconque (donc sans passé). Cependant, il pourra arriver qu’à une logique sans
pasśe, on ajoute le passé pour la d́efinir. Par exemple, la logique (mono)modale S5
caracteriśee par les mod̀eles dont l’unique relation est une relation d’équivalence
est un fragment de la logique avec passé d́efinie par le syst̀eme ci-dessous:

{a→ ε, a→ aa, a→ a, a→ ε, a→ aa}.

D’ailleurs, dans tous les modèles de S5, les relationsRa etRa sontégales.
Dans la suite, par d́efautΣ est fini. Les logiques modales grammaticales ont

ét́e initialement d́efinies à l’aide de grammaires formelles dans [dCP88] (voir
aussi [Bal98, Dem01a]). Elles forment une sous-classe des logiques modales de
Sahlqvist [Sah75] dont les contraintes sur les relations s’expriment dans le frag-
mentΠ1 de la logique du premier ordre. La définition avec des systèmes semi-
Thuéiens áet́e utilisée dans [CS94] car elle permet d’avoir une présentation plus
simple des logiques.

Nous avons besoin de rappeler quelques définitions sur les systèmes semi-
Thuéiens. Pour un systèmeS, la relation de d́erivation⇒S vérifie: u⇒S v ssi il
existeu1, u2 ∈ Σ∗ et u′ → v′ tels quev = u1v

′u2 et u = u1u
′u2. On note⇒∗S

la fermeture ŕeflexive et transitive de la relation⇒S . Pouru ∈ Σ∗, on noteLS(u)
l’ensemble de mots d́erivables deu à savoir l’ensemble{v : u⇒∗S v}.
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logique LS(a)
K {a}

KT {a, ε}
KB {a, a}

KTB {a, a, ε}
K4 {a} · {a}∗

KT4 = S4 {a}∗

KB4 {a, a} · {a, a}∗

K5 ({a} · {a, a}∗ · {a}) ∪ {a}
KT5 = S5 {a, a}∗

K45 ({a}∗ · {a})∗

TAB . 5.1 –Langages ŕeguliers de logiques modales standard

Un syst̀emeS est dit hors-contexte ssi toutes les règles sont de la formea→ u

aveca ∈ Σ et u ∈ Σ∗. Un syst̀eme hors-contexte est dit régulier [resp. VPL]
ssi poura ∈ Σ, LS(a) forme un langage régulier [resp. un VPL [AM04]]. Les
langages dans VPL sont reconnus par des automatesà pile dont l’alphabet est
divisé en trois parties disjointes: soit la lecture d’une lettre permet seulement
d’empiler, soit elle permet seulement de dépiler soit elle laisse la pile intacte.
Les langages acceptés par de tels automates sont fermés par union, intersection et
compĺementation [AM04].

Etant donńe un syst̀emeS sur un alphabet avec passé, on noteS la fermeture
deS définie par

S ∪ {u→ v : u→ v ∈ S}.

S est dit clos ssiS = S.

Définition 5.1.2. Une logique grammaticale avec passéL = 〈Σ, C〉 est dite hors-
contexte [resp. ŕegulìere, VPL] ssi il existe un système fini closS hors-contexte
[resp. ŕegulier, VPL] tel queC est l’ensemble des structures de Kripke satisfaisant
S. ∇

Dans la suite on supposera que les systèmes caractérisant des logiques gram-
maticales avec passé sont clos. On notera aussi SAT(S) le probl̀eme de satisfaisa-
bilit é de la logique modale grammaticale caractériśee par le systèmeS.

5.1.2 De l’omniprésence des logiques régulières avec pasśe

Les logiques modales régulìeres sont omniprésentes et́etudíees dans divers
contextes. On en trouve parmi les logiques modales standard(voir la table 5.1), les
logiques terminologiques [SCM03] et les logiques temporelles avec passé [Bla90].

De nombreuses autres logiques sont soit des logiques modales ŕegulìeres, soit
des logiques qui peuvent facilementêtre ŕeduitesà de telles logiques: logiques
terminologiques [HS99] (avec hiérarchie de r̂oles et r̂oles transitifs), logiqueśe-
pist́emiques comme S5m(DE) [FHMV95], logiques bimodales pour des logiques
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modales intuitionnistes de la formeIntK 2, IntK4 2, IntS42 [WZ97, WZ98], frag-
ments de logiques pour le contrôle d’acc̀es de syst̀emes distribúes [ABLP93,
Mas97]. A toute logique modale régulìere, on peut ajouter l’oṕerateur universel
(assocíe à la relationS × S) tout en pŕeservant la ŕegularit́e (voir aussi la sec-
tion 5.3.3).

Ce qui fait aussi l’int́er̂et des ŕesultats qui vont̂etre pŕesent́es est leur ǵeńeralit́e
indépendamment des motivations qui ont gouverné l’introduction d’une logique.
SoitS le syst̀eme hors-contexte ci-dessous:

{a→ bab, b→ ε, b→ c, b→ bb}.

On peut facilement montrer que
– LS(a) = {b, c}∗a{b, c}∗,
– LS(b) = {b, c}∗ etLS(c) = {c}.

Par conśequent la logique caractériśee parS est ŕegulìere et tous les résultats qui
vont suivre s’appliqueront̀a cette logique.

5.1.3 Traduction relationnelle vers la logique classique

La traduction de logiques modales vers la logique classiquedu premier ordre
avec le but explicite de ḿecaniser le raisonnement dans de telles logiques aét́e
introduite dans [Mor76]. Ce papier fondateur (mais rarement cité) distingue deux
types de traduction: la traduction sémantique (voir aussi [Fin75, vB76, Moo77])
et la traduction syntaxique qui consisteà ŕeifer les formules (c’est-à-dire à les
transformer en des termes du premier ordre) et ensuiteà transformer les axiomes
et les r̀egles d’inf́erence d’un calcul en des formules de la logique classique.
Même si les logiques modales sont décidables, ces traductions, en géńeral, ne
permettent pas d’avoir de procédure de d́ecision. L’article [ONdRG01] pŕesente
diverses ḿethodes de traduction pour les logiques modales, en particulier certaines
introduites dans [vB85, Her89, DMP95, DG00d].

Soit L = 〈Σ, C〉 une logique modale avec passé hors-contexte caractériśee
par le syst̀emeS. Nous allons rappeler ci-dessous la traduction relationnelle de
L vers la logique classique. En fait, toute logique modale dont C est d́efinissable
dans la logique classique peutêtre traduite de façon analogue mais nous n’avons
pas besoin d’une telle géńeralit́e ici.

A une formuleφ construite sur les variables propositionnelles{p1, . . . , pn}, on
associe une formuleψL ∧ t(φ, x0) oùψL ne d́epend que de la logiqueL et t(φ, x0)
ne d́epend que de la formuleφ. Le vocabulaire utiliśe dans la logique classique
est compośe de symboles de prédicat binairesRa poura ∈ Σ et de symboles de
prédicat unairesP1, . . . ,Pn.

La formuleψL est une conjonctionψΣ ∧ ψS où ψΣ exprime une contrainte
relative au fait queΣ est un alphabet avec passé etψS exprime les contraintes
d’inclusion pour chaque règleu→ v ∈ S.

ψΣ
def
=

∧

a∈Σ+

∀x, y Ra(x, y)⇔ Ra(y, x).
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A chaque r̀egler = a→ a1 · · · am deS, on associe la formule

ψr
def
= ∀x1, . . . , xm+1 (Ra1

(x1, x2) ∧ · · · ∧ Ram
(xm, xm+1))⇒ Ra(x1, xm+1).

La formuleψS est d́efinie comme la conjonction des formulesψr pour chaque
règler ∈ S. La fonction de traductiont admet la d́efinition inductive suivante:

– t(pi, x)
def
= Pi(x),

– t est homomorphique pour les opérateurs Booĺeens,
– t([a]ϕ, x) = ∀y Ra(x, y)⇒ t(ϕ, y) où y est une nouvelle variable,
– t(〈a〉ϕ, x) = ∃y Ra(x, y) ∧ t(ϕ, y) où y est une nouvelle variable.

Théorème 5.1.2. [vB76] φ est satisfaisable ssiψL ∧ t(φ, x0) est satisfaisable.

En fait, la traduction est fid̀ele śemantiquement car il existe une correspon-
dance tr̀es forte entre les modèles respectifs de la formule modale et ceux de sa
traduction. En recyclant les variables, on peut n’utiliserque deux variables dans
t, voir par exemple [Gab81]. Ainsi, siM est la longueur maximale d’un règle de
S, ψL ∧ t(φ, x0) peut ne contenir quemax(M, 2) variables. Par contre, dès que
M ≥ 2, la formuleψL ∧ t(φ, x0) n’appartient pas au fragment gardé de la logique
classique qui est connu pourêtre d́ecidable [ANvB98] en temps doublement ex-
ponentiel [Gr̈a99b].

5.2 Logiques grammaticales et variantes de PDL

L’objet de cette section est d’expliquer pourquoi les logiques grammaticales
peuvent naturellementêtre traduites vers des variantes de PDL.

5.2.1 Logique dynamique avec langages hors-contexte

SoientΠ0 = {c1, c2, . . .} ] {c1, c2, . . .} un ensemble infini d́enombrable de
programmes atomiques (ou actions) etPROP l’ensemble usuel de variables pro-
positionelles. Les formules de la logique PDL(HC) sont définies inductivement de
la façon suivante:

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | [A(Σ ] {φ1, . . . , φm})]φ | 〈A(Σ ] {φ1, . . . , φm})〉φ

oùA est un automatèa pile non d́eterministe (avec acceptation surétat final) dont
l’alphabet d’entŕee fini estΣ ] {φ1, . . . , φm} et Σ ⊂ Π0. Dans la suite, ońecrira
simplementA au lieu deA(Σ ] {φ1, . . . , φm}). Les formules dans l’alphabet de
A permettent d’avoir l’oṕerateur “test” de PDL.

Les mod̀eles de PDL(HC) sont les structures de Kripke de la forme

〈S, (Rc)c∈Π0
, V 〉

telles que chaque relation binaireRci est égaleà R−1
ci

(relation inverse deRci).
La relation de satisfactionM, x |= φ est d́efinie en introduisant une fonction
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d’interpŕetationJ·K pour laquelle les formules sont interprét́ees comme des sous-
ensembles deS et les automates̀a pile sont interpŕet́es comme des relations bi-
naires surS. Ainsi, par d́efinitionM, x |= φ ssi x ∈ JφK. La fonction d’in-
terpŕetationJ·K admet la d́efinition inductive suivante:

JpK = {x ∈ S : p ∈ V (x)}
Jφ1 ∧ φ2K = Jφ1K ∩ Jφ2K
J¬φK = S \ JφK
J〈A〉φK = {x : ∃y 〈x, y〉 ∈ JAK et y ∈ JφK}
J[A]φK = {x : pour chaque 〈x, y〉 ∈ JAK, on a y ∈ JφK}
JAK = {〈x, y〉 : 〈x, y〉 ∈ Ru, u ∈ L(A)}

avecRu = Ra1
◦ · · · ◦Ran

si u = a1 · · · an,
Rε = {〈x, x〉 : x ∈ S},
pour chaque formuleφ, Rφ = {〈x, x〉 : x ∈ JφK}.

Les probl̀emes pour PDL(HC) de satisfaisabilité, validit́e ou de satisfaisabi-
lit é globale sont d́efinis de la façon usuelle. On note PDL(AUT) le fragment de
PDL(HC) ŕeduit aux automates sans pile et PDL(REG) la variante de PDL(AUT)
où les automates sont remplacés par des expressions régulìeres. Ainsi PDL(REG)
n’est rien d’autre que la logique dynamique propositionnelle PDL [FL79] avec
pasśe (aussi not́e CPDL pour “converse PDL”, voir les sections 4.3 et 4.1.2). On
note aussi PDL(VPL) le fragment de PDL(HC) réduit aux automates̀a pile intro-
duits dans [AM04].

Théorème 5.2.1.

(I) PDL(HC) est ind́ecidable, voir par exemple [HKT00].
(II) PDL(AUT) et PDL(REG) sont EXPTIME-complets [FL79, Pra79, Pra81].
(III) PDL(VPL) restreint aux programmes atomiques{c1, c2, . . .}, c’est-̀a-dire

sans pasśe, est d́ecidable [LS06].

L’indécidabilit́e de PDL(HC) peut̂etre raffińee en ne consid́erant que l’unique
langage hors-contexte{aibai : i ≥ 0}, voir par exemple [HKT00, chapitre 9].

Problème ouvert 29. Est-ce que le problème de satisfaisabilité pour PDL(VPL)
(avec pasśe) est d́ecidable? Si oui, quelle en est la complexité? ©

5.2.2 Traductions

Revenons̀a notre classe initiale de logiques modales. SoitL = 〈Σ, C〉 une
logique modale grammaticale hors-contexte caractériśee par le système closS.
CommeS est hors-contexte, pour chaque lettrea ∈ Σ, le langageLS(a) est un
langage hors-contexte. On noteAa un automatèa pile avec alphabet d’entréeΣ
tel queL(Aa) = LS(a).Aa peutêtre construit en temps polynomial en la taille de
S. Si S peutêtre vu syntaxiquement comme une grammaire linéaireà gauche ou
à droite, alorsAa peutêtre aussi construit en temps polynomial en la taille deS et
Aa est un automate sans pile.
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Nous allons d́efinir une traduction deL vers PDL(HC) qui pŕeserve la satis-
faisabilit́e. En fait, cette traduction est très simple. On noteT (φ) la formule de
PDL(HC) construitèa partir de la formuleφ deL telle que chaque occurrence
de [a] [resp.〈a〉] est remplaće par[Aa] [resp.〈Aa〉]. Sans perte de géńeralit́e, on
suppose ici queΣ+ (la partie positive deΣ) est un sous-ensemble de{c1, c2, . . .}.

Lemme 5.2.2. φ est satisfaisable ssiT (φ) est satisfaisable.

Preuve(idée): Nous donnons ici les grandes lignes de la preuve qui s’appuiesur
la preuve du cas plus simple avecL une logique ŕegulìere sans passé [Dem01a].
On noteCS une application qui transforme chaque modèle avec passéM =
〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 en un mod̀eleCS(M) = 〈S, (R′a)a∈Σ, V 〉 tel que pour chaque
lettrea,

R′a
def
=

⋃

u∈LS(a)

Ru.

Cet oṕerateur est préciśement la substitution inverseh−1 de [Cau96, Cau03] quand
la substitutiońetendue est d́efinie para 7→ LS(a). On peut montrer les propriét́es
suivantes:

– pour chaque lettrea, Ra ⊆ R′a,
– CS(M) = CS(CS(M)),
– CS est monotone,
– CS(M) est un mod̀ele deL.

Ainsi C couvre exactement la classe des modèlesM = 〈S, (JAaK)a∈Σ, V 〉 obte-
nus à partir de tous les modèles〈S, (Rc)c∈Π0

, V 〉 de PDL(HC) en extrayant les
relations de la formeJAaK poura ∈ Σ.

Lorsqueφ est satisfaisable dansM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉, la formuleT (φ) est
satisfaisable dans le modèleM′ = 〈S, (Rc)c∈Π0

, V 〉 où M etM′ cöıncident
sur les relations indićees para ∈ Σ. De m̂eme, siT (φ) est satisfaisable dans
〈S, (Rc)c∈Π0

, V 〉 alorsφ est satisfaisable dans〈S, (JAaK)a∈Σ, V 〉 et on a la garan-
tie qu’il s’agit d’un mod̀ele deL. CQFD

Ce ŕesultat ǵeńeralise les traductions entre certaines logiques modales et PDL,
voir par exemple [FL79, Tuo90, Sch91].

Corollaire 5.2.3. SoitL une logique modale grammaticale régulìere avec passé
[resp. VPL sans passé]. Les probl̀emes de satisfaisabilité, validit́e et satisfaisabilit́e
globale sont dans EXPTIME [resp. sont d́ecidables].

Un énonće analogue au corollaire 5.2.3 restreint aux logiques modales gram-
maticales ŕegulìeres sans passé estétabli dans [Dem01a]. L’ajout du passé ne
pause pas de problème et ce sont les résultats de [LS06] qui nous permettent d’al-
ler aussi plus loin.

SoitL une logique grammaticale caractériśee par le système

S = {a→ ak1 , . . . , a→ akn , a→ ak1 , . . . , a→ akn}
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avecn ≥ 1 et0 ≤ k1 < k2 < · · · < kn. Si k1 > 0 alors

LS(a) = {a} · {ak1−1, . . . , akn−1}∗.

Par conśequentL est ŕegulìere et SAT(S) est dans EXPTIME. Nous capturons ainsi
un nombre non ńegligeable de logiques modales standard. Sin = 1 et k1 = 1
[resp.n = 1 et k1 = 0] alorsL est la logique K [resp. T], sin = 1 et k1 = 2
[n = 2, k1 = 0, k2 = 2] alorsL est la logique K4 [resp. S4].

La logique NIL introduite dans [Vak87] est caractériśee par un systèmeSNIL

dont l’ensemble de règles ci-dessous est construit sur un alphabet avec passé dont
Σ+ = {fin, sim} (on omet la fermeture de quelques règles):

– fin→ fin · fin, fin→ ε,
– sim→ sim, sim→ ε,
– sim→ fin · sim · fin.

On peut facilement montrer queLS(sim) = {fin}∗ · {sim, sim, ε} · {fin}∗ ce qui
implique que NIL est une logique régulìere. Par conśequent SAT(NIL) est dans
EXPTIME, ce qui aḿeliore la borne NEXPTIME établie dans [Vak87]. En fait, en
utilisant un algorithmèa la Ladner assez complexe on peut faire mieux.

Théorème 5.2.4. [Dem00b] SAT(NIL) est PSPACE-complet.

5.2.3 Propriété d’uniformit é

La preuve du corollaire 5.2.3 et certaines variantes permettent aussi de ca-
ract́eriser la complexit́e d’autres probl̀emes logiques, en particulier en tenant comp-
te de l’uniformit́e de la preuve. On se restreint ici au cas où Σ est sans passé.

Un syst̀eme semi-ThúeienS est dit lińeaire [resp. lińeaireà droite, lińeaire
à gauche] ssi il existe une façon de partitionner l’alphabet Σ = ΣNT ] ΣT telle
queS peutêtre vu syntaxiquement comme une grammaire linéaire [resp. lińeaireà
droite, lińeaireà gauche].ΣT repŕesente alors l’ensemble des symboles terminaux
et ΣNT l’ensemble des symboles non terminaux. L’ensemble des systèmes semi-
Thuéiens finis hors-contexte [resp. linéaires, lińeaires̀a droite, lińeaires̀a gauche]
est not́e STHC [resp. STLIN, STLIND, STLING]. On peut décider si un système
semi-Thúeien appartient̀a un de ces ensembles mais le problème qui consiste
à d́eterminer si un système hors-contexte est régulier est ind́ecidable, voir par
exemple [MS97, page 31].

Soit C un ensemble de systèmes semi-Thúeiens parmi STHC, STLIN, ST-
LIND, STLING. Le probl̀eme ǵeńeral de satisfaisabilité pour C, not́e PGS(C),
consistèa d́ecider,étant donńes un syst̀emeS de C et une formuleφ de la logique
modale grammaticaleL caract́eriśee parS, siφ est satisfaisable.

Théorème 5.2.5.

(I) PGS(HC) est ind́ecidable [Bal98].
(II) PGS(STLIND) est d́ecidable [Bal98].
(III) PGS(STLIND) et PGS(STLING) sont EXPTIME-complets [Dem01a].
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La preuve de d́ecidabilit́e de PGS(STLIND) dans [Bal98] utilise un algo-
rithme non d́eterministe doublement exponentiel alors que notre borne supérieure
pour PGS(STLIND) et PGS(STLING) est une conséquence du corollaire 5.2.3.
La EXPTIME-duret́e est obtenue en montrant que la logique caractériśee par le
syst̀eme{a → ab} a un probl̀eme de satisfaisabilité d́ejà EXPTIME-difficile.
D’autres ŕesultats de d́ecidabilit́e/ind́ecidabilit́e peuvent̂etre trouv́es dans [Dem01a].

5.3 Une autre traduction vers la logique classique

5.3.1 Le cas ǵenéral

SoitL = 〈Σ, C〉 une logique modale grammaticale hors-contexte caractériśee
par le syst̀eme closS. Σ est un alphabet avec passé. Soitφ une formule de ML(Σ)
sous forme normale négative (le symbole de négation n’apparâıt que devant des
variables propositionnelles). On peut facilement se convaincre que cette hypothèse
n’enlève rienà la port́ee de la ḿethode. A chaque lettrea ∈ Σ, on associe un
automatèa pileAa telle queLS(a) = L(Aa). CommeLS(a) est hors-contexte, un
tel automate existe toujours.

On rappelle brìevement qu’un automatèa pile non d́eterministeA est une
structure〈Q,Σ,Γ,∆, Z, q0, qf 〉 où

– Q est l’ensemble fini deśetats,q0 ∈ Q est l’état initial etqf est l’état accep-
teur,

– Σ est l’alphabet d’entŕee,Γ est l’alphabet de pile etZ est le symbole initial
de pile,

– ∆ est la relation de transition définie comme une sous-ensemble de

Q× (Σ ∪ {ε})× Γ×Q× Γ∗.

Nous n’allons pas rappeler complétement les notions de configuration, dérivation,
exécution etc. mais une configuration est unélément deQ×Σ∗×Γ∗ et on utilisera

le mode d’acceptation parétat accepteur. Uńelément de∆ sera aussi noté q
a,b,u
−−→

q′.
Pour traduire une formuleφ, le vocabulaire utiliśe dans la logique classique

est compośe:
– de symboles de prédicat binairesRa poura ∈ Σ,
– de symboles de prédicat unairesP1, . . . ,Pn si φ est construite sur les va-

riables propositionnelles{p1, . . . , pn},
– de symboles de prédicat binairesPψq pour chaque sous-formule[a]ψ deφ et

pour chaquéetatq deAa,
– de symboles de fonction unairesf

ψ
b pour chaque sous-formule[a]ψ deφ et

pour chaque lettreb de l’alphabet de pile deAa,
– d’une constanteε.

Un contenu de pileb1 · · · bk dansAa pour la sous-formule[a]ψ est repŕesent́e par
le terme

f
ψ
b1

(fψb2(. . . f
ψ
bk

(ε) . . .)).

112



Par convention,b1 est en t̂ete de pile.
La traduction de la formuleφ, not́eeT (φ), utilise deux fonctions auxiliaires.
– La fonction de traductiont(ψ, x) a pour premier argument une sous-formule

deφ et pour second argument une variable parmi{x0, x1}. Nous allons en
effet recycler les variables en utilisant la technique de [Gab81]. Cette fonc-
tion est une variante de la traduction relationnelle classique.

– Une fonctiontacc([a]ψ) qui prend en argument une sous-formule de la forme
[a]ψ, qui utilise t(·, ·) et qui simule les calculs acceptants de l’automateà
pileAa.

Par d́efinition,T (φ) estégaleà la formule ci-dessous:

(
∧

a∈Σ+

∀x0, x1 Ra(x0, x1)⇔ Ra(x1, x0)) ∧ t(φ, x0) ∧
∧

[a]ψ∈sub(φ)

tacc([a]ψ).

La fonction de traductiont admet la d́efinition suivante pouri ∈ {0, 1}:

– t(pj , xi)
def
= Pj(xi),

– t est homomorphique pour les opérateurs Booĺeens,
– t(〈a〉ϕ, xi) = ∃x1−i Ra(xi, xi−1) ∧ t(ϕ, x1−i) (recyclage des variables en

alternantxi et x1−i),
– t([a]ϕ, xi) = Pϕq0(xi, f

ϕ
Z(ε)) où q0 est l’état initial deAa etZ est le symbole

initial de pile.

Ainsi, la fonctiont est presque d́efinie comme la traduction relationnelle sauf pour
les formules de la forme[a]ϕ. La seule variable libre danst(ϕ, xi) estxi.

Chaque formuletacc([a]ψ) est la conjonction des formules suivantes:

– Pour chaque transitionq
a,b,u
−−→ q′ deAa aveca ∈ Σ etu = b1 · · · bk:

∀x0, x1, x2 Ra(x0, x1)⇒ (Pψq (x0, f
ψ
b (x2))⇒ P

ψ
q′(x1, f

ψ
b1

(fψb2(. . . f
ψ
bk

(x2) . . .))))

– Pour chaque transitionq
ε,b,u
−→ q′ deAa:

∀x0, x1 (Pψq (x0, f
ψ
b (x1))⇒ P

ψ
q′(x0, f

ψ
b1

(fψb2(. . . f
ψ
bk

(x1) . . .)))

– Quand l’́etat accepteur est atteint, la traduction deψ doit être v́erifiée:

∀x0, x1 Pψqf (x0, x1)⇒ t(ψ, x0)

Exemple 5.3.1. Consid́erons la logique ŕegulìere K5 (voir la table 5.1). La fi-
gure 5.1 contient en partie gauche l’automate (sans pile)Aa. On supposera que la
pile contient constamment le symbole initialZ. A droite de la table se trouve la
formuletacc([a]p).

∇

Lemme 5.3.1. SoitM la taille maximale des automatesà pilesAa poura ∈ Σ.
Alors la taille deT (φ) est polynomiale en|φ| +M .
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Aa
q0

q1

qf

a

a, a

a

a

∀x0, x1, x2 [ Ra(x0, x1)⇒ (Pp
q0(x0, fZ(x2))⇒ P

p
qf (x1, fZ(x2)))]

∀x0, x1, x2 [ Ra(x0, x1)⇒ (Pp
q0(x0, fZ(x2))⇒ P

p
q1(x1, fZ(x2)))]

∀x0, x1, x2 [ Ra(x0, x1)⇒ (Pp
q1(x0, fZ(x2))⇒ P

p
q1(x1, fZ(x2)))]

∀x0, x1, x2 [ Ra(x0, x1)⇒ (Pp
q1(x0, fZ(x2))⇒ P

p
q1(x1, fZ(x2)))]

∀x0, x1, x2 [ Ra(x0, x1)⇒ (Pp
q1(x0, fZ(x2))⇒ P

p
qf (x1, fZ(x2)))]

∀x0, x1 [Pp
qf (x0, fZ(x1))⇒ P(x0)]

FIG. 5.1 –tacc([a]p) pour la logique K5

Théorème 5.3.2. φ est satisfaisable ssiT (φ) est satisfaisable.

Avant de montrer le th́eor̀eme qui est une lég̀ere variante de la preuve de [DdN05,
théor̀eme 3.3], nous allonśetablir une propríet́e int́eressante. Un modèle pour la
logique classique est une structure de la forme〈S, V 〉 où S est un ensemble non
vide etV interpr̀ete les symboles de prédicatn-aires par des sous-ensembles de
Sn et les symboles de fonctionn-aires par des fonctions de profilSn → S. Le vo-
cabulaire du mod̀ele d́etermine sa forme exactement. Nous allonsà pŕesent d́efinir
une suite croissante de vocabulaires. Soit[a1]ψ1, . . . , [am]ψn une suite de sous-
formules deφ qui contient toutes les sous-formules de la forme[a]ψ et donti < j

implique[aj ]ψj n’est pas une sous-formule de[ai]ψi. Le vocabulairevoc0 contient
Ra poura ∈ Σ, etPi pouri ∈ {1, . . . , n}. Ainsi un mod̀ele du premier ordre sur le
vocabulairevoc0 n’est rien d’autre qu’un mod̀ele de Kripke sans la satisfaction de
la contrainte de passé. Pouri ∈ {1, . . . ,m}, nous d́efinissons le vocabulairevoci
en ajoutant̀avoci−1, les symbolesPψi

q pour chaquéetatq deAai
, les symbolesfψi

b

pour chaque lettreb de l’alphabet de pile deAai
, et la constanteε.

Lemme 5.3.3. Soienti ∈ {0, . . . ,m − 1} etM = 〈S, V 〉 un mod̀ele du pre-
mier ordre sur le vocabulairevoci. Il existe une extensionM′ = 〈S ′, V ′〉 deM
sur le vocabulairevoci+1 (S ⊆ S ′ et l’interpŕetation des symboles devoci reste
inchanǵee) telle que pourx ∈ S, la propríet́e (?) est v́erifiée:

(?) Si pourb1 · · · bl ∈ LS(ai+1), et pour chaque séquence deS avec〈x, x1〉 ∈
V (Rb1), . . . , 〈xl−1, xl〉 ∈ V (Rbl), nous avonsM |=[xj 7→xl] t(ψi+1, xj), alors

M′ |=[xj 7→x] tacc([ai+1]ψi+1) ∧ P
ψi+1

q0 (xj, f
ψi+1

Z (ε)) où q0 est l’état initial de
Aai+1

.

Preuve: Nous notonsL(Aq,uai+1
) l’ensemble des mots acceptés parAai+1

à par-
tir de l’état q et avecu sur la pile.L(Aai+1

) est pŕeciśementL(Aq0,Zai+1
). Posons

S ′ = S ∪ Γ∗ où Γ est l’alphabet de pile deAai+1
. Les symboles de fonction ont

l’interprétation suivante:
– V ′(ε) = ε,
– V ′(fψi

b )(x) = bx pourx ∈ Γ∗, sinonV ′(fψi

b )(x) prend une valeur arbitraire.

Le symbole de pŕedicatPψi+1

q a l’interpŕetation suivante pourq unétat de contr̂ole
deAai+1

. 〈x, u〉 ∈ V ′(Pψi+1

q ) ssi
– x ∈ S, u ∈ Γ∗ et
– pourb1 · · · bl ∈ L(Aq,uai+1

), pour chaque śequence deS avec〈x, x1〉 ∈ V (Rb1),
. . . , 〈xl−1, xl〉 ∈ V (Rbl), nous avonsM |=[xj 7→xl] t(ψi+1, xj).
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Il n’est pas difficile de v́erifier queM′ satisfaittacc([ai+1]ψi+1)∧Pψi
q0

(xj, f
ψi+1

Z (ε)).
CQFD

Preuve: (théor̀eme 5.3.2) Supposons d’abord queφ soit satisfaisable. SoitM =
〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 un mod̀ele deL et x0 ∈ S tels queM, x0 |= φ. On noteM0 =
〈S0, V0〉 le mod̀ele de la logique classique correspondàM. Par ailleurs on note
M1 = 〈S1, V1〉, . . . ,Mm = 〈Sm, Vm〉 la śequence de modèles obtenue en appli-
quant le lemme 5.3.3. La structureMl est notre mod̀ele final. Remarquons que
pour a ∈ Σ, V0(Ra) = · · · = Vl(Ra) et pouri ∈ {1, . . . , n}, V0(Pi) = · · · =

Vm(Pi). De plus, pourj ∈ {1, . . . ,m} et pour tout́etatq deAaj
, Vj(P

ψj
q ) = · · · =

Vm(P
ψj
q ). Une propríet́e analogue peut̂etre montŕee pour les symboles de fonction

unaires.
On montre alors par induction structurelle que pour toute sous-formuleψ deφ

et pourx ∈ S, siM, x |= ψ alorsMl |=[xj 7→x] t(ψ, xj). Onétablit ici la propríet́e
pour les sous-formules gouvernées par des opérateurs modaux.

1. Soitψ = [ak]ψk pour unk ∈ {1, . . . ,m} et donct(ψ, xj) = Pψk
q0

(xj, f
ψk

Z (ε))
pour l’état initial q0 deAak

. Supposons queM, x |= ψ. Soientb1 · · · bl ∈
L(Aak

) et 〈x, x1〉 ∈ Vm(Rb1), . . . , 〈xl−1, xl〉 ∈ Vm(Rbl) décrivant un che-
min dans tous les modèlesM0, . . . ,Mm. CommeM satisfaitS, 〈x, xl〉 ∈
Vm(Rak

). Par conśequent,M, xl |= ψk. Par hypoth̀ese d’induction, on a
Mm |=[x1−j 7→xl] t(ψk, x1−j). En fait, on peut aussi vérifier queMk |=[x1−j 7→xl]

t(ψk, x1−j). Par conśequent gr̂ace au lemme 5.3.3,Mk |=[xj 7→x] tacc([ak]ψk)∧

Pψk
q0

(xj, f
ψk

Z (ε)) où q0 est l’état initial deAak
. CommeMm est une extension

conservatrice deMk,Mm |=[xj 7→x] Pψk
q0

(xj , f
ψk

Z (ε)).
2. Soitψ = 〈a〉ψ′. Supposons queM, x |= ψ. Il existey ∈ S tel que〈x, y〉 ∈
Ra etM, y |= ψ′. Par hypoth̀ese d’induction et commeRa = Vm(Ra),
Mm |=[xj 7→x] ∃x1−j Ra(xj , x1−j) ∧ t(ψ

′, x1−j).

Supposons̀a pŕesent queT (φ) soit satisfaisable. Il existe donc un modèle
M = 〈S, V 〉 du premier ordre survocm tel queM |=[x0 7→x0] T (φ). SoitM′ =
〈S, (R′a)a∈Σ, V

′〉 le mod̀ele de Kripke obtenùa partir deM avec le vocabulaire
voc0. Notons ensuiteM′′ = CS(M

′) = 〈S, (R′′a)a∈Σ, V
′〉 la fermeture du mod̀ele

M′ (voir la preuve du lemme 5.2.2). Comme vu préćedemment,M′′ est un mod̀ele
de Kripke avec passé satisfaisantS. Montrons que pour toute sous-formuleψ de
φ, siM |=[xj 7→x] t(ψ, xj) alorsM′′, x |= ψ.

1. Supposons queM |=[xj 7→x] ∃x1−j Ra(xj, x1−j) ∧ t(ψ
′, x1−j). Il existe donc

y tel que〈x, y〉 ∈ V (Ra) tel queM |=[x1−j 7→y] t(ψ
′, x1−j). Par hypoth̀ese

d’induction et comme l’oṕerateurCS est conservateur, on obtientM′′, x |=
〈a〉ψ′.

2. Supposons̀a pŕesent queM |=[xj 7→x] Pψq0(xj, f
ψ
Z (ε)) où q0 est l’état initial de

Aa. CommeM |= tacc([a]ψ) on peut́etablir que pour toutb1 · · · bl ∈ LS(a),
et pour chaque séquence deS avec 〈x, x1〉 ∈ V (Rb1), . . . , 〈xl−1, xl〉 ∈
V (Rbl), nous avonsM |=[xj 7→xl] t(ψ, xj). Supposons que〈x, y〉 ∈ R′′a. Par
définition deCS il existeu ∈ LS(a) tel que〈x, y〉 ∈ R′u. Par conśequent,
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M |=[xj 7→y] t(ψ, xj). Par hypoth̀ese d’induction,M′′, y |= ψ. AinsiM′′, x |=
[a]ψ.

CQFD

Contrairement̀a la traduction relationnelle, cette traduction n’est pas séman-
tiquement exactement fidèle ne serait-ce par l’ajout de nouveaux symboles de
prédicat pour coder le fonctionnement des automatesà pile. Par contre, seules
trois variables sont utiliśees.

5.3.2 Traduction vers le fragment gard́e

La traduction pŕesent́ee dans la section 5.3.1 est assurément plus complexe que
la traduction relationnelle m̂eme si elle s’appuie sur celle-ci. Cependant le codage
des calculs acceptants des automatesà pile est relativement explicite. Le mérite
principal de cette traduction devientévident lorsqueL est une logique régulìere.
En effet, dans ce cas les automatesAa n’utilisent pas la pile et par conséquent la
constanteε et les symboles fonctionnels unaires deviennent inutiles.On peut alors
supposer les symboles de prédicatsPψq unaires. Par exemple, dans la définition de

tacc([a]ψ), pour chaque transitionq
a
−→ q′ deAa aveca ∈ Σ on consid̀ere plus

simplement la formule

∀x0, x1 Ra(x0, x1)⇒ (Pψq (x0)⇒ P
ψ
q′(x1))

En fait, on peut facilement montrer qu’alorsT (φ) appartient au fragment gardé
de la logique classique introduit dans [ANvB98], ce qui géńeralise les traductions
ad hoc dans [dN99, dN01] pour les logiques S4 et K5. Dans ce fragment sans
symbole fonctionnel, les quantifications sont de la forme

∀x (ψ ⇒ ψ′) ∃xψ ∧ ψ′

où x est une śequence de variables,ψ est une formule atomique (la “garde”) et
toutes les variables libres deψ′ apparaissent dansψ. On peut m̂eme faire mieux
puisqueT (φ) appartient alors̀a l’intersection du fragment gardé (not́e GF dans
la suite) et du fragment avec deux variables individuelles seulement (not́e FO2)
[Gab81, GKV97].

Le fragment gard́e poss̀ede non seulement de nombreuses propriét́es logiques
intéressantes [ANvB98] mais le problème de satisfaisabilité pour GF restreint aux
symboles de prédicats d’arit́e au plusk ≥ 2 (fixé) est EXPTIME-complet [Gr̈a99b].
Ainsi, sa complexit́e dans le pire des cas est comparableà celle du probl̀eme de
satisfaisabilit́e globale pour K [Spa93a]. GF admet aussi diverses techniques de
mécanisation, soit avec des calculsà base de la ḿethode de ŕesolution [dN98,
GdN99] soit avec des calculs par tableaux [Hla02]. Un démonstrateur pour FO2
est pŕesent́e dans [MMS99]. Ainsi, l’existence d’une traduction simpleentre une
logique modale et GF2 permet d’avoir une procédure de d́ecision pour cette lo-
gique.
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Des formalismes plus riches que GF2 mais décidables existent mais GF2
est le plus petit fragment qui nous permet de rester dans EXPTIME. En effet,
dans [GW99] GF est́etendu avec des opérateurs de point-fixe (notéµGF) et cette
extension est montrée 2EXPTIME-compl̀ete dans [GW99] (GF est déjà 2EXP-
TIME-complet). Par contre,µGF restreint̀a deux variables, noté µGF2 est aussi
dans EXPTIME [GW99]. On peut noter par ailleurs queµGF n’a pas la propriét́e
du mod̀ele fini contrairement̀a GF. Lorsqu’on ne souhaite pas avoir toute la puis-
sance des oṕerateurs de point-fixe, on peut supposer que certains symboles de
prédicat binaires v́erifient des propríet́es pŕed́efinies. Cependant GF2 avec des re-
lations transitives préd́efinies est ind́ecidable (voir la succession de papiers qui
raffinent ce ŕesultat: [Gr̈a99b], [GMV99], [Kie05]). Une façon de regagner la dé-
cidabilité est d’imposer que les symboles de prédicat non unaires ne peuvent ap-
parâıtre que dans la garde donnant naissanceà divers fragments dits monadiques.
Ainsi le fragment monadique de GF2 (noté MGF2) avec des relations transitives
préd́efinies est montré d́ecidable dans [GMV99] et en fait le problème de sa-
tisfaisabilit́e est 2EXPTIME-complet [ST04, Kie06]. L’article [GMV99] va plus
loin: MGF2 avec des relations préd́efinies v́erifiant une propríet́e de fermeture
définissable dans MSO est décidable en effectuant une traduction vers la théorie
monadique du second ordre des arbresk-aires. Comme les logiques modales
régulìeres v́erifient justement ce type de propriét́es, on pourrait aussi les traduire
vers ce formalisme mais cela nous fournirait une complexité non-́elémentaire sans
information suppĺementaire, ce qui est moins intéressant que la borne EXPTIME

de GF2.
Par conśequent, on obtient une autre preuve de la partie du corollaire 5.2.3

relative aux logiques régulìeres mais cette fois on peut utiliser toute la machinerie
des d́emonstrateurs pour GF et FO2. En effet, on obtient une réduction en temps
linéaire entre SAT(S) et GF2.

Corollaire 5.3.4. [DdN05] SoitL une logique modale grammaticale régulìere
avec pasśe. Les probl̀emes de satisfaisabilité, validit́e et satisfaisabilit́e globale
sont dans EXPTIME.

Il est à noter que la propriét́e de transitivit́e n’appartient pas̀a GF mais la
logique modale S4 caractériśee par les mod̀eles avec relation réflexive et transitive
peutêtre traduite dans GF2 avec notre approche, sans avoirà passer parµGF2 ou
par MGF2 avec une relation transitive préd́efinie. Une traduction directe de la
logique intuitionniste vers GF2 est présent́ee dans [DdN04].

On peut remarquer que la traduction des sous-formules de la forme[a]ϕ consiste
en partieà simuler l’automateAa qui est directement lié aux contraintes de la re-
lationRa dans les mod̀eles de la logique. C’est pourquoi, comme nous le faisions
remarquer dans [DdN03, DdN05], cette traduction fournit aussi une explication
sur le fait que de nombreuses logiques modales comme S4 ont des calculs analy-
tiques relativement simples (voir par exemple [Fit83, Gor99, Mas00]). En effet,
les r̀egles de calcul pour les sous-formules de la forme[a]ϕ (surtout les r̀egles de
propagation, voir [dCG02]) simule l’automateAa comme le fait notre traduction.
D’ailleurs, des calculs reprenant cette idée de simulation ont́et́e d́efinis explicite-
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ment dans [GN05] (voir aussi [HS04]) pour les logiques grammaticales ŕegulìeres
sans pasśe.

A la diff érence de la traduction relationnelle classique, notre traduction m̂eleà
la fois l’interpŕetation des symboles logiques et les contraintes sur les relations. La
prise en compte de ces contraintes de cette façon est aussi présente dans [SH04,
BH94, DG02b]. Cependant, la technique mise en place dans [SH04] est la plus
proche de notre travail. Voici quelques points communs.

– Les deux traductions ont pour langage cible GF2 et permettent de traduire
une classe assez importante de logiques modales.

– Les traductions pour les logiques K, T, K4 et S4 dans [SH04] et avec notre
approche sont essentiellement les mêmes, une fois que des différences mi-
neures sont́ecart́ees. Par exemple, le schéma de clause défini dans [SH04]
pour l’axiome K42p⇒ 22p est le suivant:

∀ x Q2p(x)⇒ (∀ x Ra(x, y)⇒ Q2p(y)).

Ce sch́ema est obtenùa partir de2p ⇒ 22p en effectuant une traduction
partielle qui s’arr̂ete avant les modalités les plus profondes et en renommant
les sous-formules. Avec notre approche, la lettrea de l’opérateur modal[a]
est associée au langage régulier a+ qui peut être accept́e par l’automate
A0 = 〈{q0, q1}, q0, q1, {q0

a
−→ q1, q1

a
−→ q1}〉. Dans notre traduction, un des

conjoints de la formuletacc([a]p) est de la forme:

∀ x Pp
q1

(x)⇒ (∀ y Ra(x, y)⇒ Pp
q1

(y)).

– Les deux ḿethodes ńecessitent une connaissance préalable non-triviale sur
la logique. Dans notre cas, nous devons savoir que la logiqueest ŕegulìere
et donc connâıtre les automatesAa.

5.3.3 Exemples

Outre le nombre important de logiques modales classiques qui peuventêtre
traduites vers GF2 avec notre méthode, nous présentons ci-dessous d’autres ap-
plications qui soulignent la portée de ce travail. Les logiques modales régulìeres
contiennent les logiques modales intuitionnistes de la forme IntK 2 [WZ97]. En
effet, soientS un syst̀eme clos fini ŕegulier sur l’alphabetΣ et Σ′ ⊂ Σ tels que
poura ∈ Σ, {a, a} 6⊆ Σ′. Le syst̀eme

S ∪ {b→ bab, b→ bab : a ∈ Σ′}

sur l’alphabetΣ]{b, b} est aussi ŕegulier. En utilisant [GMV99], la d́ecidabilit́e de
logiques modales intuitionnistes est aussiétablie dans [AS03] de façon uniforme.

Dans le m̂eme ordre d’id́ee,à savoir les extensions que notre résultat permet
de traiter, pour toute logique régulìere caract́eriśee par le systèmeS sur l’alphabet
Σ, son extension avec un opérateur universel[U ] est aussi une logique régulìere.
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On rappelle que[U ] permet de quantifier sur tous lesétats du mod̀ele. En uti-
lisant [GP92], le systèmeS ′ sur l’alphabetΣ ] {U,U} caract́erisant une telle
extension est simplement

S ∪ {U → a, U → a : a ∈ Σ} ∪ {U → U,U → ε, U → UU}.

Si on ajoute des nominauxà une logique ŕegulìere on peut́etendre la traduction
vers GF2 avećegalit́e et constantes. Un nominal est une variable propositionnelle
particulìere vraie dans un uniqueétat du mod̀ele et des exemples de telles logiques
se trouvent par exemple dans [Bla90] ou encore dans [Sat96, ABM00] avec des
mod̀eles dont les relations sont transitives. En effet, la fonction de traductiont
est étendue de la façon suivantet(i, xj)

def
= ci = xj où i est un nominal etci

est une constante de la logique classique. L’extension de GF2 obtenue est aussi
EXPTIME-compl̀ete [FtC05]. De plus, en utilisant [BM02, section 4], l’extension
d’une logique ŕegulìere avec l’oṕerateur de Gregory [Gre01] peutêtre traduite
vers une logique régulìere avec nominaux.

Problème ouvert 30. Comment d́efinir une traduction des logiques sans passé
VPL vers GF sur le mod̀ele de la traduction ci-dessus pour les logiques règulìeres?
©

5.3.4 Limites de la traduction vers GF2

Soit Σ un alphabet avec passé. On noteSEΣ le syst̀eme infini suivant qui n’est
pas hors-contexte:

{uuu→ u : u ∈ Σ∗ \ {ε}}.

La correspondance entre l’inclusion de relations et la dérivation dans un système
est sṕecifié dans le th́eor̀eme 5.3.5.

Théorème 5.3.5. [DdN05] SoitΣ un alphabet avec passé etS un syst̀eme hors-
contexte construit surΣ (pas ńecessairement clos). Pour tous lesu, v ∈ Σ∗, les
propositions ci-dessous sontéquivalentes:
(I) Pour tout mod̀eleM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 satisfaisantS, nous avonsRv ⊆ Ru.
(II) Il existe un motw ∈ Σ∗ tel queu⇒S w etw ⇒SE

Σ
v.

(III) u⇒S∪SE
Σ
v.

Pour se convaincre de la nécessit́e de passer par l’extensionSEΣ , consid́erons
le syst̀eme closS = {a → a, b → a3, b → a3}. De façonévidente,a 6∈ LS(b).
Cependant, tout modèle satisfaisantS vérifieRa ⊆ Rb car la relationRa est alors
symétrique. Par contre, si on ajoute la règleaaa→ a àS, on peut en effet d́eriver
a à partir deb.

Deux syst̀emes distincts peuvent caractériser la m̂eme logique, c’est-à-dire
définir le même ensemble de modèles. Le th́eor̀eme 5.3.5 donne une condition
suffisante pour obtenir une telle situation.

Corollaire 5.3.6. SoientΣ un alphabet avec passé etS1, S2 deux syst̀emes hors-
contexte clos finis. Si pour tous lesi 6= i′ et r̀eglesu → v deSi, il existew ∈ Σ∗

tel queu⇒Si′
w etw ⇒SE

Σ
v, alorsS1 etS2 caract́erisent la m̂eme logique.
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Soit Sn le syst̀eme semi-Thúeien hors-contexte:{a → ana, a → aan}. Le
syst̀emeS1 définit en fait une logique régulìere puisqu’il s’agit de K5. Cepen-
dant, on peut montrer que pourn > 1, LSn

(a) n’est pas ŕegulier (voir le d́etail
dans [DdN05]). En utilisant le corollaire 5.3.6, on peutétablir queS2 et le syst̀eme
S ′2 ci-dessous d́efinissent la m̂eme logique:

S ′2 = {a→ aaa, a→ aaa, a→ aaaa→ aaa}.

Par ailleurs,S ′2 définit une logique ŕegulìere [DdN05]. Par conśequent, la logique
modale avec passé caract́eriśee parS2 admet un probl̀eme de satisfaisabilité dans
EXPTIME. Il est aussi connu que le problème de satisfaisabilité pour la logique
caract́eriśee par le systèmeSn mais restreint aux seules modalités aveca est
décidable [Gab75, HS03] (sans passé).

Problème ouvert 31. Est-ce que toutes les logiques caractériśees parSn sont
régulìeres? Cette propriét́e estétablie pourn ∈ {1, 2}. ©

Il est errońe mais tentant de déduire des ŕesultats des sections préćedentes que
la réduction vers le fragment gardé est ŕeserv́ee aux seules logiques modales gram-
maticales. Nous allons montrer dans le reste de cette section comment traduire la
logique modale S4.2 [Seg71, Gor91] vers GF3 alors que S4.2 n’est pas gram-
maticale et les contraintes sur les modèles ne sont pas exprimables dans GF. Le
probl̀eme de satisfaisabilité pour GF3 est EXPTIME-complet. On peut aussi trou-
ver dans [DG00d] un exemple de traduction de la logique Grz dusecond-ordre
vers GF2 en effectuant différentes traductions intermédiaires.

La logique modale S4.2 (sans passé) est une logique monomodale avecΣ =
{a} dont les mod̀eles de la forme〈S,Ra, V 〉 vérifie les propríet́es suivantes:

– Ra est ŕeflexive et transitive (comme pour S4),
– Ra vérifie la propríet́e de Church-Rosser: si〈x, y〉 ∈ Ra et〈x, z〉 ∈ Ra alors

il existet tel que〈y, t〉 ∈ Ra et 〈z, t〉 ∈ Ra.
La décidabilit́e de S4.2 est́etablie dans [Seg71] alors qu’une borne supérieure de
complexit́e PSPACE est montŕee dans [dCG99].

Avant de d́efinir la traduction de S4.2 vers GF3 qui s’inspire des idées pŕesentes
dans les sections préćedentes, nous souhaitonsénoncer une propriét́e qu’il est fa-
cile d’établir.

Lemme 5.3.7. Si φ est satisfaisable pour S4.2 alors il existe un modèle de S4.2
M = 〈S,Ra, V 〉 etx0 ∈ S tels que

1. M, x0 |= φ etS = {x ∈ S : 〈x0, x〉 ∈ Ra},
2. pour tous leśetatsx, y ∈ S et sous-formules[a]ψ deφ tels queM, x |=

[a]ψ, il existez ∈ S avec〈y, z〉 ∈ Ra etM, z |= [a]ψ.

Soitφ une formule sous forme normale négative. Sans perte de géńeralit́e, on
suppose que[a]> est une sous-formule deφ. La traductionT (φ) est la conjonction
des formules suivantes:

– t(φ, x0) où t est une variante de la fonction de traduction auxiliaire pour le
cas des grammaires hors-contexte,
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–
∧

[a]ψ∈sub(φ) per[a]ψ où per[a]ψ code la persistence de la formule[a]ψ (Ra est
réflexive et transitive),

–
∧

[a]ψ∈sub(φ) cr[a]ψ où cr[a]ψ code la propríet́e de Church-Rosser,
– P[a]>(x0).

La seule variable libre deT (φ) estx0.
Le vocabulaire utiliśe dans la logique classique est composé:
– du symbole de prédicat binaireRa,
– de symboles de prédicat unairesP1, . . . ,Pn si φ est construite sur les va-

riables propositionnelles{p1, . . . , pn},
– de symboles de prédicat unairesP[a]ψ pour toute sous-formule de la forme

[a]ψ dansφ.
La fonction de traductiont admet la d́efinition suivante pouri ∈ {0, 1}:

– t(pj , xi)
def
= Pj(xi),

– t est homomorphique pour les opérateurs Booĺeens,
– t(〈a〉ϕ, xi) = ∃x1−i Ra(xi, xi−1) ∧ t(ϕ, x1−i),
– t([a]ϕ, xi) = P[a]ϕ(xi).
Pour chaque sous-formule[a]ψ, la formuleper[a]ψ est la suivante:

(∀x0, x1 Ra(x0, x1)⇒ (P[a]ψ(x0)⇒ P[a]ψ(x1))) ∧ (∀x0 P[a]ψ(x0)⇒ t(ψ, x0)).

Pour chaque sous-formule[a]ψ, la formulecr[a]ψ est la suivante:

∀x0 P[a]ψ(x0)⇒ (∀x1 P[a]>(x1)⇒ (∃x2 Ra(x1, x2) ∧ P[a]ψ(x2))).

Il est bon de remarquer que la formulecr[a]ψ énonce dans la logique classique la
propríet́e 2. du lemme 5.3.7. On peut aussi noter queT (φ) est de taille lińeaire
en la taille deφ, que sa construction peut s’effectuer en espace logarithmique et
queT (φ) est dans GF3. Afin que chaque formulecr[a]ψ soit bien dans GF nous
avons fait appel̀a deux astuces puisque la propriét́e de Church-Rosser n’est ni
exprimable dans GF ni grammaticale. D’abord, nous avons introduit le pŕedicat
unaireP[a]> qui contient au moins tous lesétats accessibles avec l’interprétation
deRa. Celaévite l’usage d’une quantification de la forme

∀x1 ∃x2 Ra(x1, x2) ∧ P[a]ψ(x2)

qui n’est pas dans GF. Par ailleurs, dans la condition 2. du lemme 5.3.7, il n’est
pas ńecessaire de préciser que〈x, z〉 ∈ Ra ce qui aurait requis une quantification
de la forme

∀x1 P[a]>(x1)⇒ (∃x2 Ra(x1, x2) ∧ (Ra(x0, x2) ∧ P[a]ψ(x2))).

A nouveau, une telle quantification n’aurait pasét́e dans GF. Nos efforts pour une
prise en compte de la propriét́e de Church-Rosser dans GF vontêtre ŕecompenśes
dans la preuve du théor̀eme suivant.

Théorème 5.3.8. φ est satisfaisable dans S4.2 ssiT (φ) est satisfaisable.
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Preuve: Supposons d’abord queφ est satisfaisable. Il existe donc un modèle de
M = 〈S,Ra, V 〉 vérifiant les propríet́es 1. et 2. du lemme 5.3.7 etx0 tels que
M, x0 |= φ. Construisons un modèleM′ = 〈S ′, V ′〉 pourT (φ):

– S ′ = S, V ′(Ra) = Ra,
– pouri ∈ {1, . . . , n}, V ′(Pi) = V (pi),
– pour toute sous-formule[a]ψ, V ′(P[a]ψ) = {x ∈ S :M, x |= [a]ψ}.

Om peut facilement montrer par induction structurelle que pour toute sous-formule
ψ deφ, siM, x |= ψ alorsM′ |=[xj 7→x] t(ψ, xj). Par transitivit́e et ŕeflexivité de
Ra, il est facile d’́etablir queM′ |= per[a]ψ pour toute sous-formule[a]ψ. De
même, les propriét́es du lemme 5.3.7 assure queM′ |= cr[a]ψ pour toute sous-
formule [a]ψ. Finalement,M′ |=[x0 7→x0] P[a]>(x0) est trivialement v́erifié.

Supposons̀a pŕesent queT (φ) soit satisfaisable. Il existe donc un modèleM =
〈S, V 〉 etx0 tels queM |=[x0 7→x0] T (φ).

Pourx ∈ S, on note[a](x) = {[a]ψ ∈ sub(φ) : x ∈ V (P[a]ψ)}. Le mod̀ele de
KripkeM′ = 〈S ′, Ra, V

′〉 est d́efini ainsi:
– S ′ = S,
– 〈x, y〉 ∈ Ra ssi[a](x) ⊆ [a](y),
– V ′(pi) = V (Pi).
La réflexivité et transitivit́e deRa sont faciles̀aétablir. Supposons que〈x, y〉 ∈

Ra et 〈x, z〉 ∈ Ra et notons[a](y) = {[a1]ψ1, . . . , [am]ψm}. Comme

M |= cr[a1]ψ1
∧ · · · ∧ cr[am]ψm

∧ per[a1]ψ1
∧ · · · ∧ per[am]ψm

,

il existez0, . . . , zm ∈ S tels que

[a](z) ∪ {[a1]ψ1, . . . , [ai]ψi} ⊆ [a](zi)

et z0 = z. Par d́efinition deRa, 〈z, zm〉 ∈ Ra et 〈y, zm〉 ∈ Ra. Par conśequent,Ra

vérifie la propríet́e de Church-Rosser.
Nous montrons̀a pŕesent que pour toute sous-formuleψ deφ, siM |=[xj 7→x]

t(ψ, xj) alorsM′, x |= ψ. Nous traitons le seul cas vraiment intéressant pour
ψ = [a]ψ′. Supposons queM |=[xj 7→x] P[a]ψ′(xj). Soity ∈ Ra(x). Cela implique
que[a](x) ⊆ [a](y) par d́efinition deRa. Par conśequent,M |=[xj 7→y] P[a]ψ′(xj).
CommeM |= per[a]ψ′ , alorsM |=[xj 7→y] t(ψ

′, xj). Par hypoth̀ese d’induction,
M′, y |= ψ′. CQFD

Corollaire 5.3.9. Le probl̀eme de satisfaisabilité pour S4.2 est dans EXPTIME.

On a vu donc que S4.2 qui n’est pas grammaticale et qui n’admetpas de prime
abord une traduction vers les formalismes de [GMV99, GW99] plus simple que
celle que nous proposons, admet une traduction assez simplevers GF3.

Problème ouvert 32. Comment d́efinir une classe de logiques modales non gram-
maticales pour laquelle une traduction uniforme vers le fragment gard́e existe? La
logique S4.2 pourrait appartenirà une telle classe. ©
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5.4 Complexit́e algorithmique

Même si toutes les logiques modales grammaticales régulìeres ont un problème
de satisfaisabilit́e dans EXPTIME, il est inexact que pour toutes ces logiques le
probl̀eme de satisfaisabilité soit EXPTIME-difficile. Par exemple, pour la logique
modale S5, le problème est seulement NP-complet [Lad77].

5.4.1 Logiques ŕegulières et espace polynomial

Nous caract́erisons ci-apr̀es des classes de logiques régulìeres dont le problème
de satisfaisabilit́e est dans PSPACE ou PSPACE-difficile.

Théorème 5.4.1. [Dem01a] SoitS un syst̀eme fini hors-contexte sans passé
vérifiant une des conditions ci-dessous. Alors SAT(S) est PSPACE-difficile.

1. Il existe une lettre deΣ qui ne soit pas membre gauche d’une règle deS.
2. S appartient̀a STLIND∪ STLING.

La preuve du th́eor̀eme 5.4.1 dans le cas 1. est par réduction du probl̀eme de
satisfaisabilit́e pour la logique modale K qui est PSPACE-difficile [Lad77] tandis
que dans le cas 2., on réduit le probl̀eme pour la logique modale T ou K. Nous
avons identifíe une sous-classe importante de systèmes de STLIND pour lesquels
la logique sous-jacente a un problème de satisfaisabilité dans PSPACE. La preuve
qui constitue une partie importante de l’article [Dem02] est par analyse de calculs
de śequents.

Théorème 5.4.2. [Dem02] SoitS un syst̀eme de STLIND sans passé avecΣ =
ΣNT ] ΣT tel que poura ∈ ΣNT , LS(a) ∩ Σ∗T est fini. SAT(S) est alors dans
PSPACE.

Dans le th́eor̀eme 5.4.2, il est̀a noter que l’ensembleLS(a) poura ∈ ΣNT peut
tout de m̂emeêtre infini. Un ŕesultat similaire semble peu plausible avec STLING
(à moins que PSPACE soit égaleà EXPTIME) à cause de la EXPTIME-duret́e de
SAT(S) avecS = {a→ ab}. Tester siLS(a)∩Σ∗T est fini peut se calculer en temps
polynomial. Le syst̀emeS ci-dessous v́erifie les hypoth̀eses du th́eor̀eme 5.4.2:

{a1 → a3a3a1, a1 → a2, a1 → a4a2, a2 → a4a4a4a2},

avecΣNT = {a1, a2} etΣT = {a3, a4} et donc SAT(S) est dans PSPACE.
D’autres classes de logiques dans PSPACE et caract́eriśees par des systèmes

linéairesà droite peuvent̂etre trouv́ees dans [Dem02, théor̀eme 8.1].

Problème ouvert 33. Y-a-t-il un fragment de GF dans PSPACE dans lequel on
puisse traduire simplement les logiques S4, S4 avec passé, la logique de Grze-
gorczyk Grz ou la logique de G̈odel G? ©
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5.4.2 Logiques ŕegulières et temps exponentiel

Dans cette section, on s’intéressèa caract́eriser des logiques régulìeres pour
lesquels le problème de satisfaisabilité est EXPTIME-difficile.

Théorème 5.4.3. [Dem01a, th́eor̀eme 8.1] SoitS un syst̀eme de STLING sans
pasśe avecΣ = ΣNT ]ΣT . S’il existea ∈ ΣNT avecauk ∈ LS(a) où |u|, k ≥ 1 et
une lettre deu apparâıt exactement une fois dansu alors SAT(S) est EXPTIME-
difficile.

Le syst̀eme{a→ ab} vérifie trivialement cette propriét́e et par conśequent la
logique bimodale avec la contrainteRa ◦ Rb ⊆ Ra est EXPTIME-compl̀ete. La
preuve du th́eor̀eme 5.4.3 est par réduction du probl̀eme de satisfaisabilité globale
pour la logique modale K [CL94, Hem96] (noté GSAT(K) dans la suite). Une
autre classe de systèmesS dans STLING dont SAT(S) est EXPTIME-difficile est
présent́ee dans le th́eor̀eme 5.4.4 ci-dessous.

Théorème 5.4.4. [Dem01a, th́eor̀eme 8.3] SoitS un syst̀eme de STLING sans
pasśe avecΣ = ΣNT ] ΣT . S’il existea ∈ ΣNT avecau ∈ LS(a) tel que

– |u| ≥ 2 et toute lettre deu apparâıt au moins deux fois,
– LS′(a) ne contient aucun mot de la formuleukv où v est un pŕefixe strict de
u etS ′ = S ∪ {a→ ε},

alors SAT(S) est EXPTIME-difficile.

La preuve est aussi obtenue par réduction de GSAT(K). Une conséquence des
théor̀emes 5.4.3 et 5.4.4 est le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.5. Soit S un syst̀eme de STLING (sans passé) compośe d’une
unique r̀egle de la formea→ au avecu un mot non vide surΣ. Alors SAT(S) est
EXPTIME-difficile.

Le théor̀eme 5.4.3 admet uńenonće avec les grammaires linéairesà droite.

Théorème 5.4.6. [Dem01a, th́eor̀eme 8.6] SoitS un syst̀eme de STLIND sans
pasśe avecΣ = ΣNT ]ΣT . S’il existea ∈ ΣNT avecuka ∈ LS(a) etuk

′

v ∈ LS(a)
où

– |u| ≥ 1 etk > 0,
– v est un pŕefixe strict deu etk′ ≥ 0,
– une lettre deu apparâıt exactement une fois,

alors SAT(S) est EXPTIME-difficile.

La preuve du th́eor̀eme 5.4.6 est aussi par réduction du probl̀eme de satisfaisa-
bilit é globale pour la logique modale K. SoitLi la logique ŕegulìere (sans passé)
caract́eriśee par le systèmeSi = {a→ ε, a→ bia} pouri ≥ 1. Une conśequence
du th́eor̀eme 5.4.6 est la EXPTIME-compĺetude de SAT(Si). En fait, dans le cas où
S est construit sur un alphabetà deux lettres et est linéaireà gauche oùa droite,
on peut caractériser la complexit́e de la logique bimodale.
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Théorème 5.4.7. [Dem02, th́eor̀eme 7.5] SoitS un syst̀eme dans STLIND∪
STLING sans passé tel queΣ = {a, b}, a ∈ ΣNT eta est l’axiome.

(I) Si a → a · bi est une r̀egle deS pour i ≥ 1, alors SAT(S) est EXPTIME-
complet.

(II) Si S appartient̀a STLIND etLS(a)∩Σ∗T est fini [resp. infini] alors SAT(S)
est PSPACE-complet [resp. EXPTIME-complet].

Pour v́erifier que tous les cas sont traités, on peut remarquer que siS ne
contient pas de règle de la formea→ a · bi, S est lińeaireà droite.

Problème ouvert 34. Commentétendre le th́eor̀eme 5.4.7 pour un alphabetΣ
fini de taille quelconque? ©

5.5 Logiques bimodales et autres variantes

Nous allonśetudier dans cette section des logiques bimodales obtenuesà par-
tir de logiques monomodales en imposant une contrainte d’inclusion de la forme
Ra ⊆ Rb ce qui correspond̀a la r̀egle b → a. Ce type d’inclusion entre rela-
tions est tr̀es commun et on en trouve des exemples dans les logiques terminolo-
giques [HS99], dans les logiques bimodales de prouvabilité [Vis95] ou dans des
logiques avec approximation de l’opérateur de fermeture transitive [CH96] pour
ne citer que quelques exemples. Certaines de ces logiques sont des logiques gram-
maticales ŕegulìeres mais pas toutes.

Etant donńees deux logiques (mono)modales sans passé L1 = 〈{a}, C1〉 et
L2 = 〈{b}, C2〉, on peut d́efinir une nouvelle logiqueL = L1⊕⊆ L2 = 〈{a, b}, C〉
telle que pour tout mod̀eleM = 〈S,Ra, Rb, V 〉, M ∈ C ssi 〈S,Ra, V 〉 ∈ C1,
〈S,Ra, V 〉 ∈ C2 etRa ⊆ Rb.

Combiner de cette façon deux logiques peut accroı̂tre la complexit́e. En effet,
la logique K⊕⊆ S5 est la logique modale K avec opérateur d’universalit́e [GP92].
SAT(K ⊕⊆ S5) est EXPTIME-difficile [Spa93a] alors que SAT(K) est PSPACE-
complet et SAT(S5) est NP-complet [Lad77]. Dans l’article [Dem00a], j’aiétudíe
de façon syst́ematique la complexité de logiques bimodales obtenuesà partir de
logiques modales standard (K, T, B, S4 et S5). De nombreux résultatśetaient d́ejà
connus mais dans [Dem00a] j’ai aussi proposé des preuves plus uniformes. La
table 5.2 ŕecapitule les principaux résultats: la complétude de la classe est assurée
pour tous les problèmes.

– PourL1 ∈ {S4,S5} et L2 ∈ {T,B,S4,S5}, un algorithmeà la Ladner est
présent́e dans [Dem00a, section 3]établissant que le problème de satis-
faisabilit́e pourL1 ⊕⊆ L2 est dans PSPACE. La logique bimodale S4+5
dont le probl̀eme de satisfaisabilité est montŕe égalà celui pour S5⊕⊆ S4
dans [Vak90] est donc PSPACE-compl̀ete.

– PourL1 ∈ {K,T,B} et L2 ∈ {S4,S5}, une ŕeduction de GSAT(L1) vers
SAT(L1 ⊕⊆ L2) est établie assurant que SAT(L1 ⊕⊆ L2) est EXPTIME-
difficile. En effet, GSAT(L1) a ét́e montŕe EXPTIME-difficile dans [CL94]
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⊕⊆ K T B S4 S5
K PSPACE PSPACE PSPACE EXPTIME EXPTIME

T PSPACE PSPACE PSPACE EXPTIME EXPTIME

B PSPACE PSPACE PSPACE EXPTIME EXPTIME

S4 PSPACE PSPACE PSPACE PSPACE PSPACE

S5 PSPACE PSPACE PSPACE PSPACE NP

TAB . 5.2 –Complexit́e de logiques bimodales avec contrainte d’inclusion

– Pour montrer que pourL1,L2 ∈ {K,T,B}, on peut utiliser un algorithmèa
la Ladner. Cependant dans [Dem00a], une traduction vers un fragment de la
logique classique dans PSPACE a ét́e effectúee. On peut aussi effectuer une
traduction vers un fragment de PDL(REG) qui est dans PSPACE.

Pourétablir que S5⊕⊆ S5 est dans NP alors que S5⊕ S5 (sans inclusion de
relations) est PSPACE-complet [HM85a], nous utilisons un résultat plus ǵeńeral,
brièvement d́ecrit ci-dessous.

Deux relations binairesR et R′ sur l’ensembleS sont dites en accord local
ssi pourx ∈ S, soitR(x) ⊆ R′(x) soit R′(x) ⊆ R(x). Cette condition áet́e
introduite dans [Gar86] (voir plus de détails dans [DO02]). Nous allons introduire
une classe de logiques modales avec un alphabetΣ (sans pasśe) telles que deux
relations de n’importe lequel des modèles sont en accord local.

Une logique modaleL = 〈Σ, C〉 est une logique avec accord local ssi il existe
un ensemble non videO = {v1, . . . ,vN} d’ordres lińeaires surΣ tel que pour
tout mod̀eleM = 〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉,M∈ C ssi

– poura ∈ Σ, Ra est une relation d’équivalence,
– pourx ∈ S, il existev∈ O tel que poura, a′ ∈ Σ, a v a′ implique
Ra(x) ⊆ Ra′(x).

On peut remarquer qu’en effet deux relations de tout modèle sont en accord local.

Théorème 5.5.1. [Dem98] SoitL une logique avec accord local (Σ est fini sans
pasśe). Une formuleφ deL est satisfaisable ssiφ a un mod̀ele dont le cardinal de
l’ensemble deśetats est borńe par1 + |Σ| × |φ||Σ|.

Le théor̀eme 5.5.1 est prouvé en montrant que siM, x |= φ avecM =
〈S, (Ra)a∈Σ, V 〉 ∈ C, alors il existeM′ = 〈S ′, (R′a)a∈Σ, V 〉 ∈ C tel queM′, x |=
φ avecS ′ ⊆ S, |S ′| ⊆ |Σ| × |φ||Σ| et V ′ est la restrictioǹaS ′ deV . Ainsi, cette
preuve ǵeńeralise le lemme quíetablit que toute formule satisfaisable de la logique
S5 a un mod̀ele de taille lińeaire [Lad77].

Comme|Σ| est une constante deL on obtient alors le ŕesultat de complexité
suivant.

Théorème 5.5.2. [Dem98] Pour toute logique avec accord local, le problème de
satisfaisabilit́e est NP-complet.
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La NP-duret́e est bien-ŝur héritée de celle du calcul propositionnel. Ainsi,
soitL une logique avec accord local dont l’ensemble des ordres linéaires est un
singleton.L a donc un probl̀eme de satisfaisabilité dans NP et par conséquent
SAT(S5⊕⊆ S5) est NP-complet.

De nombreux d́eveloppements effectués dans ce chapitre peuventêtre ǵeńera-
lisés ou adaptés au cas òu Σ = {a1, a2, . . .} est un ensemble infini dénombrable
sans pasśe. Consid́erons cette hypoth̀ese dans le reste de cette section pourénoncer
deux ŕesultats de PSPACE-compĺetude qui peuvent surprendreà la vue des ŕesultats
de NP-compĺetude pŕećedents.

Soit Lone la logique modale caractériśee par la classe des modèles tel que
chaque relationRa est une relation d’équivalence etRai

⊆ Raj
si i ≤ j. La

logiqueLone peutêtre consid́eŕee comme la “limite” des logiques modales avec
accord local (sur un alphabet fini) caractériśee par un unique ordre. Chacune de
ces logiques est dans NP [Dem98]. Le résultat surprenant suivant aét́e établi pour
une classe plus géńerale de logiques.

Théorème 5.5.3. [Dem03] SAT(Lone) est PSPACE-complet.

De même, soitLall la logique modale caractériśee par la classe des modèles tel
que chaque relationRa est une relation d’équivalence et toutes les relationsRai

et
Raj

sont en accord local. La logiqueLall peutêtre consid́eŕee comme la “limite”
des logiques modales avec accord local (sur un alphabet fini)caract́eriśee par tous
les ordres lińeaires sur l’alphabet. Chacune de ces logiques est dans NP [Dem98].
Un autre ŕesultatétonnant est le suivant.

Théorème 5.5.4. [Dem03] SAT(Lall) est PSPACE-complet.

Il est à noter que ni la borne inférieure PSPACEni la borne suṕerieure PSPACE

ne sont imḿediates. La borne inférieure est par réduction de QBF tandis que la
borne suṕerieure est obtenue avec un algorithmeà la Ladner. L’uniformit́e des
preuves dans [Dem03] permet aussi d’établir la PSPACE-compĺetude de logiques
introduites dans [Gar86, Nak93] et motivées par la mod́elisation du raisonnement
en pŕesence d’information incomplète.
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Chapitre 6

Bilan et perspectives

Les travaux pŕesent́es dans les chapitres 2–5 déclinent l’approche logique
pour l’analyse de systèmes informatiques lorsque les propriét́esà vérifier ont un
caract̀ere qualitatif et quantitatif. Les systèmes de transition obtenus après une
phase de mod́elisation peuvent̂etre issus de données semi-structurées [ABS00], de
syst̀emes complexes admettant une modélisation sous forme de systèmes̀a comp-
teurs [EFM99] ou encore de programmes avec un nombre fini d’états [BBF+01].
Sans m̂eme compter les travaux non détaillés dans ce ḿemoire (voir par exemple
la section 1.4), la diversité des formalismeśetudíes ou introduits t́emoigne de mes
divers int́er̂ets. En bref, mes th̀emes de recherche incluent

1. l’analyse du côut algorithmique des problèmes de model-checking et sa-
tisfaisabilit́e pour des logiques temporelles du temps linéaire (voir les cha-
pitres 2 et 3),

2. l’approche par automates pour des extensions de LTL (voirle chapitre 3 et
la section 2.5),

3. la ŕesolution de contraintes de régularit́e sur des graphes (voir les chapitres 4
et 5),

4. la v́erification de contraintes de Presburger dans des systèmes de transition
(voir le chapitre 3 et la section 4.2).

On peut aussi rappeler que l’expressivité d’une logique pour la gestion dynamique
de politique d’actions DLP est analysée dans la section 4.3 alors que la définition
d’un probl̀eme de contr̂ole pour des systèmes physiques admettant des comporte-
ments Zeno est introduit dans la section 2.5.

En ce qui concerne les perspectives de recherche que j’envisage, il y a tout
d’abord des directions de rechercheévoqúees dans le corps du document et qui
me semblent int́eressantes de poursuivre (voir aussi les problèmes ouvertśevoqúes
dans le ḿemoire). Par exemple, dans le chapitre 3, je souhaite poursuivre les points
suivants:

– étudier les logiques temporelles avec systèmes de contraintes̀a base de
châınes de caractères,

– définir les extensions arborescentes pour lesquelles le problème de model-
checking demeure décidable (voir par exemple [BG06]),
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– déterminer davantage de fragments de logiques temporelles avec l’opérateur
“freeze” qui soient d́ecidables.

De même, en rapport avec la section 4.2, la conception de formalismes logiques
interpŕet́es sur les arbres finis qui admettent des contraintes de Presburger et des
contraintes de régularit́e tout en ayant de bonnes propriét́es algorithmiques me
parâıt une question prometteuse. Par ailleurs, la vérification de syst̀emesà comp-
teurs avec des propriét́es arborescentes dans le but de vérifier par exemple des
protocoles de communication [EFM99] ou des programmes avecvariables de
pointeur [BBH+06, BFLS06] demeure une direction que je souhaite poursuivre.
En effet, m̂eme si ce ḿemoire ne traite que très peu des logiques temporelles
du temps arborescent, dans l’article récent [DFGvD06] nous avons revisité cer-
tains ŕesultats th́eoriques̀a l’origine de l’outil FAST [BFL04] en introduisant une
extension de la logique temporelle CTL? dans laquelle les formules atomiques ca-
ract́erisent des ensembles de configurations définissables dans l’arithḿetique de
Presburger. Nous avons ainsi conçu une sous-classe de systèmes̀a compteurs pour
laquelle le model-checking est non seulement décidable mais aussi définissable
dans l’arithḿetique de Presburger, voir aussi [BDR03]. De façon plus géńerale,
la question de l’extension des techniques du chapitre 3 au cas arborescent reste
ouverte.

Comme nous l’avons vu, l’approche logique pour la vérification de syst̀emes
informatiques est non seulement protéiforme mais elle peut aussi toucher des
syst̀emes aussi divers que les protocoles cryptographiques [Gou02] ou les syst̀emes
temps-ŕeel [Lar05]. Parmi les axes de recherche sur lesquels je souhaite mettre
l’accent ici figurent l’́etude de formalismes logiques pour spécifier des propríet́es
sur les donńees semi-structurées avec application aux données circulant sur le Web
et la v́erification de syst̀emes logiciels avec gestion dynamique de la mémoire.
Le premier point touche directementà l’approche suivie dans la section 4.2. Par
exemple, on ne sait pas quelles interactions entre les contraintes de ŕegularit́e et
de Presburger conduisentà l’indécidabilit́e. Plus ǵeńeralement, d’autres questions
connexes se posent en particulier liées aux typages des données [BCT04] ou aux
applications Web [DSV04] et ce sont des problèmes qui pourraient béńeficier
d’une approche logique. Le second point, plus nouveau pour moi, consisteà
développer des langages formels de spécification qui allient une composante tem-
porelle líee à l’exécution du syst̀eme et une composante propreà la gestion de
la mémoire (voir par exemple [YRSW03]). Pour cette dernière composante, le
souhait est de tirer profit des travaux sur la logique séparante [Rey02]. M̂eme si
l’approche logique n’est pas en soi nouvelle (voir par exemple PAL [JJKS97],
TVLA [LAS00] ou la logique d’aliasing de [BIL04]), le d́efi principal ici consiste
à concevoir un langage de spécification concernant l’allocation dynamique de
la mémoire qui admette des techniques algorithmiques efficacesà base d’abs-
traction par exemple. De premiers résultats dans cette direction sont présent́es
dans [BDL07].
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[Gor99] R. Goŕe. Tableaux methods for modal and temporal logics. InHandbook of
Tableaux Methods, pages 297–396. Kluwer, 1999.

[Gou02] J. Goubault-Larrecq. V́erification de protocoles cryptographiques: la lo-
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[JKMS04] P. Jaňcar, A. Kǔcera, F. Moller, and Z. Sawa. DP lower bounds for
equivalence-checking and model-checking of one-counter automata.Infor-
mation and Computation, 188(1):1–19, 2004.

[JM96] L. Jategaonkar and A. R. Meyer. Deciding true concurrency equivalences
on safe, finite nets.Theoretical Computer Science, 154(1):107–143, 1996.

[Jur98] M. Jurdzinski. Deciding the winner in parity games is in UP∩ co-UP.
Information Processing Letters, 68(3):119–124, 1998.

[Kam68] J. Kamp.Tense Logic and the theory of linear order. PhD thesis, UCLA,
USA, 1968.

[Kaz04] Y. Kazakov. A polynomial translation from the two-variable guarded frag-
ment with number restrictions to the guarded fragment. InJELIA’04, vo-
lume 3229 ofLecture Notes in Computer Science, pages 372–384. Springer,
2004.

[KF94] M. Kaminski and N. Francez. Finite-memory automata.Theoretical Com-
puter Science, 134(2):329–363, 1994.
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