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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les enjeux

« [...]
À H0 + 36,7 secondes (environ 30 secondes après le décollage), le calculateur du système de
référence inertielle de secours, qui fonctionnait en mode de veille pour la fonction de guidage et
de contrôle d’altitude, est devenu inopérant. Cette panne s’explique par le fait qu’une variable
interne liée à la vitesse horizontale du lanceur a dépassé une limite inscrite dans le logiciel de ce
calculateur.
[...]
C’est la perte totale des informations de guidage et d’attitude 37 secondes après le démarrage de
la séquence d’allumage du moteur principal (30 secondes après le décollage) qui est à l’origine
de l’échec d’Ariane 501. Cette perte d’informations est due à des erreurs de spécification et de
conception du logiciel du système de référence inertielle.
[...]
Les revues et essais approfondis effectués dans le cadre du programme de développement d’Ariane
5 ne comportaient pas les analyses ou essais adéquats du système de référence inertielle ou du
système complet de contrôle de vol qui auraient pu mettre en évidence la défaillance potentielle.
[...] »

Le texte ci-dessus est extrait du rapport de la commission d’enquête Ariane 501 [ari96] qui a été
mise en place à la suite de l’échec de la première fusée Ariane 5 en 1996. Des histoires telles
que celles-ci reportant des erreurs logicielles se retrouvent malheureusement assez fréquemment
dans des rapports techniques. Parmi ceux-ci nous pouvons aussi citer les défaillances de l’appareil
médical Therac-25 qui, entre 1985 et 1987, a provoqué la mort de plusieurs personnes à la suite
d’overdoses de radiations massives. Une étude détaillée des causes de ces accidents est arrivée à
la conclusion que ces erreurs étaient dues à des problèmes logiciels [LT93].

Les deux exemples présentés ci-dessus ne sont que des illustrations parmi bien d’autres de systèmes
critiques où la composante logicielle est primordiale. En effet, il n’est maintenant plus nécessaire
d’insister sur l’omniprésence de l’informatique dans notre vie quotidienne (bases de données, sys-
tèmes de contrôle/commande, technologies du transport, des télécommunications...). En outre,
avec l’évolution de la technologie de l’informatique, les machines ont de plus en plus de mémoire
et sont de plus en plus rapides. Par conséquent, les programmes qu’il est possible de faire tourner
sur ces machines sont de plus en plus gros. Ils deviennent alors très complexes et il est de plus en
plus difficile de les concevoir sans erreur.
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Comme nous avons pu le constater, des erreurs dans des logiciels peuvent avoir des conséquences
dramatiques, aussi bien humaines qu’économiques. Depuis quelques crashs retentissants comme
ceux exposés au début de cette partie, la nécessité de prévenir les bugs informatiques est devenue
une évidence. Dans le rapport de la commission d’enquête pour la fusée Ariane 5, nous trouvons
par exemple la recommandation suivante :

« [...]
13. Mettre sur pied une équipe qui sera chargée d’élaborer la procédure de qualification des
logiciels, de proposer des règles strictes de confirmation de la qualification, et de s’assurer que
la spécification, la vérification et les essais des logiciels seront d’un niveau de qualité systémati-
quement élevé dans le programme Ariane 5. Envisager de faire appel à des spécialistes externes
en matière de RAMS (Fiabilité, disponibilité, facilité de maintenance, sécurité).
[...] »

Dans l’article [LT93], un conseil assez similaire est donné pour le développement futur de logiciels
médicaux afin que des erreurs telles que celles du Therac-25 ne se reproduisent plus :

« [...]
The software should be subjected to extensive testing and formal analysis at the module and
software level ; system testing alone is not adequate.
[...] »

Il devient crucial de disposer de méthodes pour certifier les logiciels dans lesquels une défaillance
peut avoir des conséquences dramatiques.

1.2 Les méthodes formelles

Une des raisons de la présence d’erreurs dans les logiciels réside dans le fait que les personnes
qui rédigent les cahiers des charges sont très rarement les personnes qui programment le logiciel.
Or, le cahier des charges est très souvent écrit en langage naturel, ce qui est une source d’am-
biguïtés, d’imprécisions voire d’omissions ou de contradictions. Une autre raison qui explique la
présence d’erreurs dans les logiciels est la complexité des programmes que les machines actuelles
permettent de réaliser.

Une approche souvent privilégiée pour vérifier le fonctionnement des programmes est de les tester
en les faisant tourner sur des exemples (appelés scénarios). Cependant, cette méthode ne peut
en général pas être exhaustive, il est rarement possible de tester tous les cas possibles. Le test
reste quand même une composante indispensable du développement de logiciels car il permet de
découvrir des erreurs.

Il apparaît crucial de disposer de méthodes de conception rigoureuses et de techniques de valida-
tion automatiques et efficaces. Celles-ci doivent être utilisées dès le début de la conception d’un
logiciel. En effet, plus une erreur sera détectée tard, plus elle risque d’être coûteuse. En outre, un
tel travail ne peut être réalisé que dans un cadre mathématique bien défini permettant d’éviter
tous les problèmes sous-jacents à un langage non mathématique.

Les méthodes formelles visent à offrir un cadre mathématique permettant de décrire de manière
précise et stricte les systèmes et programmes que nous voulons construire. Ce cadre formel permet
de lever les ambiguïtés existant au niveau du cahier des charges et du langage naturel. Parmi ces
méthodes formelles, nous pouvons citer :
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– La génération de tests : les techniques de génération de séquences de tests consistent à cal-
culer, à partir d’une spécification formelle du système et de la propriété à tester, un ensemble
de « scénarios » intéressants permettant d’accroître la confiance que l’on peut avoir envers le
comportement du logiciel [BT01].

– La démonstration automatique : elle permet, à partir d’un système et d’une propriété exprimée
dans un même langage de spécification, de prouver que la propriété est vérifiée ou non par
le système. Ceci est réalisé en utilisant des règles de déduction, comme on pourrait le faire
pour montrer un théorème de mathématiques. Un démonstrateur permettant de faire une telle
preuve pour chaque système et chaque propriété est bien entendu impossible à construire, mais,
actuellement, des « assistants à la preuve » permettent d’écrire des preuves, l’utilisateur devant
donner des indications à l’outil (voir par exemple comme points d’entrée [HKPM97, Rus01]).

– Le model-checking : c’est une procédure automatique qui permet de vérifier qu’un modèle d’un
système vérifie une spécification. Cette procédure de vérification ne se fait pas « par déductions »
comme dans le cadre de la démonstration automatique mais grâce à des algorithmes tirant profit
des modèles utilisés pour le système et pour la propriété, par exemple un étiquetage d’états d’un
graphe avec des sous-formules [CGP99, SBB+01].

Ces méthodes n’ont pas la prétention de pouvoir certifier n’importe quel système ou programme.
En effet, les techniques que nous venons de décrire s’appliquent à des modèles et pas à des sys-
tèmes réels. Ce modèles ne permettent pas toujours de représenter tout ce qui peut se passer dans
la réalité : les systèmes réels sont « influencés » par un environnement non contrôlé, alors que
les modèles de ces systèmes ne peuvent refléter qu’une partie minime du comportement de cet
environnement. Le test classique doit toujours venir en complément de ce genre de méthode : il
permet de mettre en conditions réelles les systèmes, ce que ne permettent pas le model-checking
et pas toujours la démonstration automatique.

En pratique, ces méthodes formelles, plutôt d’origines académiques, commencent à se développer
dans les entreprises et des outils issus du monde académique ont déjà fait leurs preuves sur de
vrais exemples industriels.

1.3 Le travail du model-checking

Mon travail de thèse se situe dans le cadre du model-checking. Nous allons en décrire le principe
de manière plus précise.

Supposons qu’il nous soit donné d’une part un système (sous la forme d’un programme, ou d’un
cahier des charges par exemple) et d’autre part une propriété de ce système. L’étape préliminaire
du model-checking consiste d’une part à modéliser le système, c’est-à-dire construire un objet dans
le cadre formel bien défini qui « reproduit » aussi fidèlement que possible le comportement du
système réel, et d’autre part à modéliser la propriété à vérifier dans un langage de spécification
adapté. Le model-checking consiste alors à vérifier que le modèle construit pour le système véri-
fie la propriété exprimée dans le langage précité (d’où le terme « model-checking », ce sont les
modèles que l’on vérifie). Pour pouvoir réaliser cela, il est bien entendu nécessaire de disposer
d’algorithmes de model-checking.

La figure 1.1 schématise le principe général du model-checking.

De ce principe général se dégagent assez clairement trois grands axes de recherche complémen-
taires permettant d’améliorer les techniques du model-checking : le développement de modèles
pour représenter les systèmes que l’on étudie ainsi que les propriétés que l’on cherche à vérifier, le
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Le système réel

Modélisation

vérifie-t-il

|=
Algorithme de

model-checking

ϕ

la propriété ?

Figure 1.1: Schéma général du model-checking

développement d’algorithmes efficaces et d’outils prenant en compte les spécificités des modèles
choisis, et enfin la validation des techniques développées par des études de cas.

1.3.1 Développement de modèles...

Le premier travail est de définir des classes de modèles, pour les systèmes comme pour les pro-
priétés, adaptées à la problématique considérée. Selon la nature des systèmes que l’on cherche à
valider, les modèles proposés devront tenir compte des spécificités de ces systèmes. Par exemple,
si l’on cherche à développer des modèles pour représenter des protocoles de communication, il
paraît assez naturel de proposer dans le modèle des facilités pour représenter des canaux de com-
munication entre différents composants. Ceci sera peut-être moins une nécessité si l’on cherche à
modéliser d’autres types de systèmes comme des systèmes de contrôle/commande.
De manière analogue, selon les propriétés que l’on cherche à vérifier, les langages de spécification
ne seront pas les mêmes. Par exemple, si l’on cherche à vérifier des propriétés qui doivent être
vérifiées sur toutes les exécutions du système ou bien uniquement sur une des exécutions, on
n’utilisera pas les mêmes langages.

Un des critères de développement de modèles pour le model-checking est que ce dernier soit dé-
cidable, c’est-à-dire qu’il soit possible de développer des algorithmes qui « calculent » si le modèle
du système vérifie ou non le modèle de la propriété. Les modèles proposés sont alors le résultat
d’un compromis entre une expressivité permettant de décrire de nombreux systèmes de manière
relativement naturelle, une concision permettant de les décrire de manière synthétique et de li-
miter le problème de l’explosion combinatoire et une simplicité faisant que le model-checking est
au moins décidable, voire décidable avec une complexité raisonnable. La complexité du model-
checking dépend tout à la fois du modèle utilisé pour représenter le système et de celui utilisé
pour représenter la propriété. Comme nous le verrons par la suite, la complexité peut être très
variable.

Pour certaines classes de modèles, privilégiant l’expressivité au détriment de la simplicité, le
problème du model-checking est un problème indécidable. Malgré cela, ces classes de modèles
peuvent parfois être utilisées : des semi-algorithmes, c’est-à-dire des procédures qui ne terminent
pas toujours, permettent parfois d’obtenir des résultats.

1.3.2 ... et d’algorithmes

Comme nous l’avons déjà dit, les algorithmes de model-checking dépendent énormément des
classes de modèles choisies. Une fois les formalismes pour les systèmes et les propriétés fixés, il
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faut développer des algorithmes en vue de leur implémentation. En effet, les résultats théoriques
de décidabilité et de complexité obtenus lors de l’étude des modèles, ne donnent pas toujours un
véritable algorithme pouvant être implémenté.

Les critères de développement de ces algorithmes sont principalement l’efficacité et la facilité d’im-
plémentation. Bien sûr, l’efficacité est fortement liée à la complexité théorique du problème du
model-checking, mais elle ne lui est pas équivalente (des algorithmes traitant un problème dans
P1 peuvent avoir des efficacités pratiques très variées, par exemple en n ou bien en n76, ce qui est
totalement différent...). De plus, le développement des algorithmes va de pair avec la proposition
de structures de données en vue de leur implémentation. Ces structures de données doivent être
relativement compactes (pour limiter les problèmes de mémoire) et doivent permettre de réaliser
efficacement toutes les opérations apparaissant dans l’algorithme.

Nous faisons déjà remarquer que, en général, les problèmes de model-checking sont des problèmes
d’une complexité assez élevée (pour des problèmes devant être implémentés). En outre, les sys-
tèmes sont souvent modélisés de manière modulaire (c’est-à-dire par plusieurs « petits » modèles
se synchronisant entre eux). La vérification du système complet se réduit très rarement à la vérifi-
cation séparée de tous les petits systèmes, il faut bien souvent faire le produit synchronisé de tous
les sous-systèmes avant d’appliquer l’algorithme, ce qui augmente grandement la taille du mo-
dèle : nous parlons alors du problème de l’explosion combinatoire du nombre d’états. Ce problème
survient régulièrement lorsque l’on veut modéliser des gros systèmes.

La dernière phase de ce processus de développement d’algorithmes est l’implémentation, en vue
de la réalisation d’un outil utilisable (voir la figure 1.2). Bien sûr, même si cet outil apparaît alors
comme une boîte noire où il suffit d’appuyer sur un bouton pour avoir une réponse, une bonne
connaissance des bases théoriques de l’outil sont nécessaires pour utiliser au mieux toutes les
possibilités qu’il offre.

Model-checker
(boîte noire)

un modèle

une spécification

Oui/Non

Figure 1.2: Un logiciel de vérification

1.3.3 Les études de cas

Comme l’objectif final est de vérifier de vrais systèmes, tous ces travaux de recherche doivent être
validés. Depuis quelques années, de nombreux outils ont vu le jour et ont permis de réaliser de
nombreuses études de cas.

Lors d’une étude de cas, la partie « modélisation » est difficile : il n’y a pas vraiment de règles
générales, mais elle se fait au cas par cas. Un cahier des charges décrivant le système réel étant
fourni, la première étape consiste à réaliser une première modélisation assez grossière du système :
cela sert à se rendre compte quelle classe de modèles paraît bien adaptée à la représentation du
système et cela permet aussi éventuellement de déjà choisir un outil qui permettra d’implémenter
la modélisation. La deuxième phase consiste à faire une modélisation complète du système, en

1c’est-à-dire qu’ils peuvent être résolus en temps polynômial
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l’adaptant éventuellement aux choix qui viennent d’être faits. Ce travail est plutôt difficile car
les classes de modèles implémentées dans les outils ne permettent pas toujours d’exprimer le
système en entier, mais uniquement une simplification de ce système (ce que l’on appelle une
abstraction). Après avoir implémenté le modèle et la propriété dans l’outil choisi, théoriquement,
il ne reste plus qu’à appuyer sur le bouton de l’outil pour obtenir le résultat voulu, à savoir la
réponse à la question « est-ce que le modèle vérifie la spécification ? ». Cependant, les limitations
dues aux machines utilisées peuvent faire échouer ce calcul (par exemple à cause d’un manque de
mémoire). Il faut alors encore simplifier la modélisation (tout en préservant les caractéristiques
importantes du système) et recommencer...

Avec la plupart des outils, des études de cas provenant de problèmes industriels ont été menées
avec succès, ce qui a grandement motivé le développement de nouvelles techniques pour le model-
checking.

1.4 Des formalismes de descriptions

Dans ce qui précède, nous avons décrit les trois grands axes de recherche qui permettent de faire
progresser le model-checking. Nous constatons que l’élément central de ces trois axes est le for-
malisme permettant de représenter les systèmes. Du modèle choisi dépendent les algorithmes qui
pourront être utilisés pour faire du model-checking. Depuis quelques années, l’intérêt pour les sys-
tèmes dans lesquels l’aspect quantitatif du temps est important s’est fortement accrû. Dans cette
partie, nous allons développer cet aspect « modèles » en nous attachant plus particulièrement aux
modèles temporisés, puis nous présenterons le modèle qui sera à la base de tous nos travaux.

Les systèmes de transitions, du non temporisé au temporisé. Tout système réel (par exemple
un programme) peut se décrire par un système de transitions, c’est-à-dire un ensemble (quel-
conque) d’états et de transitions étiquetées par des actions entre les états. Lorsque l’on se trouve
dans l’un des états d’un système de transitions, il est possible de changer d’état en effectuant
une action qui étiquète l’une des transitions sortant de l’état. Une exécution dans un système de
transitions est alors une séquence d’actions (ai)i≥0 qui est souvent notée sous la forme d’un mot
a0a1a2... représentant la succession des actions.

Les systèmes de transitions temporisés sont des systèmes de transitions particuliers dans lesquels
deux types d’actions peuvent être distingués :
– des « vraies » actions,
– des actions d’attente qui correspondent à un écoulement du temps et non à une action visible.

L’attente de d unités de temps (pour d réel quelconque) est notée ε(d).
Une sémantique particulière est donnée aux exécutions dans les systèmes de transitions tempori-
sés. Une exécution (αi)i≥0 va être décrite par le mot temporisé (ai, ti)i≥0 où le mot a0a1... corres-
pond au mot α0α1... dans lequel toutes les actions d’attente ont été effacées (c’est-à-dire que les
ai sont des « vraies » actions). Les ti sont des réels qui représentent la date à laquelle l’action ai a
été effectuée, ce qui correspond à la somme des attentes avant l’action ai. Par exemple, l’exécution
ε(1.2) a b ε(0.6) ε(0.2) c ε(3.1) d va être représentée par le mot temporisé (a, 1.2)(b, 1.2)(c, 2)(d, 5.1).

Les systèmes de transitions, un modèle de trop bas niveau. Cependant, ces modèles très
généraux ne sont pas directement utilisables en vérification car ils peuvent représenter n’importe
quel système, sans restrictions. En plus, en général, il n’est pas possible de représenter de manière
finie de tels systèmes, ce qui n’est pas vraiment ce que l’on cherche pour faire de la vérification.
Ce dont nous avons besoin, ce sont des modèles que l’on puisse représenter de manière finie voire
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concise, même si, en fin de compte, la sémantique de ce modèle sera donnée par un système de
transitions (temporisé ou pas). Si l’on comparait les modèles à des langages de programmation,
nous dirions que les systèmes de transitions sont des langages de bas niveau, et que ce que nous
cherchons, ce sont des langages de très haut niveau pour pouvoir écrire de manière simple et
concise des comportements assez compliqués.

Dans le cadre non temporisé, le plus simple des modèles est sans doute celui des automates finis qui
n’est rien d’autre que l’ensemble des systèmes de transitions ayant un nombre fini d’états. D’autres
modèles sont très utilisés, comme les réseaux de Petri [Pet62] ou bien les algèbres de processus
comme CCS (Calculus of Communicating Systems) [Mil89]. Ces modèles peuvent être décrits de
manière finie, même si leurs dépliages en systèmes de transitions2 sont généralement infinis.

Dans le cadre temporisé, des modèles « haut niveau » ont été proposés en adjoignant aux modèles
précédents des notions de temps. Parmi ces modèles, nous pouvons par exemple citer les automates
temporisés [AD90, AD94], qui proviennent du modèle des automates finis, les réseaux de Petri
temporisés [GS94, BD99, Abd01] ou bien les algèbres de processus temporisées, comme TCCS, l’une
des extensions temporisées de CCS [Yi90, Yi91].

Dans ma thèse, le modèle qui va servir de base à tous les travaux, est celui des automates tem-
porisés, défini dans le début des années 1990 par Rajeev Alur et David Dill [AD90, AD94]. Nous
allons maintenant le présenter de manière plus détaillée.

Les automates temporisés. Dans les automates temporisés, le temps intervient via des variables
réelles appelées des horloges. Ces horloges avancent toutes à la même vitesse (celle du temps uni-
versel), leurs valeurs peuvent être comparées à des constantes ou entre elles (grâce aux contraintes
d’horloges) et elles peuvent être remises à zéro. Le comportement d’une horloge peut être décrit
par le schéma de la figure 1.3. Sur ce schéma, l’horloge x est remise à zéro deux fois, la première
fois après deux unités de temps, la seconde après une nouvelle unité de temps.

temps

horloge x

1 2 3 4 5

1

2

Figure 1.3: Exemple de l’évolution d’une horloge x au cours du temps

Les automates temporisés peuvent alors être décrits comme des automates finis auxquels ont été
rajoutées des horloges. Il y a alors deux types d’évolution possible pour un tel système :

– soit le temps s’écoule alors que le système reste dans le même état. Les horloges avancent alors
toutes d’une valeur égale à la durée d’attente.

– soit il est possible de franchir une transition et ainsi d’effectuer l’action indiquée sur celle-ci. Au
préalable, il faut vérifier que les valeurs des horloges satisfont la contrainte d’horloges qui est
placée sur la transition, puis, après que l’action est réalisée, il faut remettre à zéro les horloges
spécifiées sur la transition.

La sémantique classique des automates finis est la même que celle des systèmes de transitions, à
savoir des séquences d’actions (ou mots) sur un alphabet fini. Ces mots décrivent l’enchaînement
des actions lors d’une exécution. Dans le cadre des automates temporisés, la sémantique classique

2Nous appelons « dépliage » d’un modèle un système de transitions qui a les mêmes exécutions que ce modèle.
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est celle des mots temporisés. Comme nous l’avons dit, ces derniers associent à chaque action la
date à laquelle celle-ci est effectuée. Un mot temporisé est donc une suite de couples (action,date)
qui indiquent chacun quelle action est effectuée et à quelle date.

1.5 Le contenu de la thèse

Les travaux que nous présentons s’inscrivent dans le cadre de la vérification de systèmes tempo-
risés. Comme nous l’avons déjà dit, notre modèle de base est celui des automates temporisés. Ces
travaux peuvent être divisés en trois parties correspondant aux différents axes présentés dans la
partie 1.3.

1.5.1 Étude de modèles

Étude d’une extension du modèle des automates temporisés. Dans le modèle des automates
temporisés, la manipulation des horloges est assez limitée, ce qui rend difficile de représenter de
manière simple certains systèmes. Par exemple, il n’est pas possible d’affecter le contenu d’une
horloge à une autre horloge. Il est alors naturel de chercher à étendre cette classe d’automates
pour faciliter certaines modélisations. Cependant, comme nous l’avons dit, pour qu’un modèle soit
vraiment intéressant, il est préférable qu’il vérifie certaines propriétés de décidabilité. Il faut donc
être assez prudent dans les extensions que l’on considère car l’indécidabilité n’est vraiment pas
loin du modèle des automates temporisés. Par exemple, les automates hybrides [ACH+95] ou les
machines de Minsky [Min67] sont des modèles indécidables.

Nous examinons alors dans quelles directions nous pouvons étendre le modèle des automates
temporisés. Au niveau des contraintes d’horloges, le modèle des automates temporisés autorise
des comparaisons du type x ∼ c ou x − y ∼ c où x, y sont des horloges, c une constante et ∼
un opérateur de comparaison. Malheureusement, l’introduction de contraintes du type x + y ∼ c

rend le modèle indécidable [BD00]. Il va donc être difficile d’étendre ce modèle en autorisant des
contraintes d’horloges plus compliquées. Par contre, les opérations possibles sur les horloges sont
assez limitées, les seules opérations autorisées étant les remises à zéro. Nous étendons alors le
modèle d’Alur et Dill en agrandissant l’ensemble des opérations possibles sur les horloges : nous
définissons le modèle des automates temporisés avec mises à jour qui permet par exemple d’affecter
de manière non déterministe à une horloge une valeur plus grande qu’une constante.

Ce modèle général est indécidable car il permet de coder une machine de Minsky, mais il contient
au moins une sous-classe décidable intéressante, la classe des automates temporisés classiques.
Nous verrons qu’il en contient bien d’autres et nous décrirons précisément la limite entre les
sous-classes décidables et les sous-classes indécidables. Les résultats d’indécidabilité sont princi-
palement obtenus en codant une machine de Minsky. Les propriétés de décidabilité sont obtenues
en étendant la preuve faite pour les automates temporisés classiques dans [AD94]. Bien sûr, la
preuve n’est valable que pour certaines sous-classes des automates temporisés avec mises à jour.
Nous associons alors à chaque automate temporisé avec mises à jour un système Diophantien
d’inéquations linéaires (qui dépend exclusivement des mises à jour et des contraintes d’horloges
utilisées). Ce système a une solution si et seulement si l’automate appartient à une sous-classe
décidable.

Nous étudions par ailleurs le pouvoir d’expression de ce modèle, en nous attachant plus particu-
lièrement aux classes décidables (les sous-classes indécidables ayant été montrées équivalentes
aux machines de Minsky donc aux machines de Turing lors de l’étude précédente). Nous montrons
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alors que les classes décidables des automates temporisés avec mises à jour ne sont pas plus ex-
pressives que les automates temporisés avec transitions silencieuses, mais qu’elles permettent de
représenter de manière plus compacte de larges classes de systèmes temporisés. Cette concision
est souvent un facteur déterminant pour vérifier des systèmes réels en raison de la complexité de la
vérification de ces systèmes temporisés. Les automates temporisés avec mises à jour apparaissent
alors comme un modèle de plus « haut niveau » que les automates temporisés classiques.

Fondement de la théorie des langages temporisés. Dans le cadre non temporisé, différents
formalismes de natures variées permettent de définir les langages acceptés par des automates
finis. En effet, les langages reconnaissables (c’est-à-dire ceux qui sont reconnus par des automates
finis) peuvent être définis de manière équivalente par des expressions rationnelles (c’est le théorème
de Kleene [Kle56, Büc62]), ou bien par la logique monadique du second ordre MSO(<) [Büc62],
voire par les monoïdes finis (une présentation en est faite par exemple dans [Pin96]). Notons que
les expressions rationnelles permettent de décrire aisément des langages, ce qui en fait un langage
de spécification privilégié.
Toutes ces caractérisations forment le socle théorique sur lequel est basée une grande partie des
travaux sur la vérification et en particulier le model-checking. À titre d’exemple, décider si un lan-
gage reconnu par un automate fini est définissable par une formule de la logique temporelle du
temps linéaire LTL [Pnu77] nécessite l’utilisation de deux résultats majeurs d’équivalence entre
la logique du premier ordre d’un successeur FO(<) et LTL d’une part [Kam68] et les langages
apériodiques d’autre part [Sch65]. Ces résultats profonds et difficiles conduisent ensuite à un al-
gorithme relativement simple : il suffit de calculer le monoïde syntaxique de l’automate considéré
et de vérifier s’il est apériodique.

Ayant constaté tout ce qu’un socle théorique solide pouvait apporter à l’étude d’un modèle, il est
tout à fait normal et naturel de chercher à avoir un cadre analogue pour les langages temporisés.

Les expressions rationnelles sont un formalisme simple pour spécifier des ensembles de compor-
tements séquentiels. Le théorème de Kleene assure que le formalisme des expressions rationnelles
est équivalent à celui des automates finis. Cherchant à obtenir un tel théorème dans le cadre tem-
porisé, la première difficulté est de définir une concaténation correcte sur les mots temporisés. Il
y a, de manière naturelle, deux concaténations qui peuvent être définies : l’une, partielle, permet
de mettre en séquence deux mots temporisés à partir du moment où le deuxième mot commence
après que le premier mot se termine ; l’autre, totale, permet de mettre en séquence deux mots
temporisés en décalant le deuxième mot de la durée totale du premier. Ces concaténations ont
par exemple été étudiées dans [ACM97, Asa98, ACM01] où un théorème de Kleene est proposé.
Malheureusement, il nécessite l’utilisation d’opérations d’intersection et surtout de renommage,
rendant ainsi le résultat assez éloigné du cadre non temporisé. L’utilisation du renommage néces-
site en particulier l’écriture « d’expressions rationnelles » beaucoup plus lourdes pour spécifier un
langage temporisé.

Pour résoudre ce problème et ainsi se passer de cette opération de renommage, nous proposons
une nouvelle sémantique pour les automates temporisés, les langages d’horloges. Un mot d’hor-
loges contient plus d’informations qu’un mot temporisé. En plus du nom de l’action et de la date à
laquelle cette action est effectuée, il contient la valeur de toutes les horloges au moment où l’action
est effectuée. Grâce à cette nouvelle sémantique, nous obtenons un théorème « à la Kleene/Büchi »,
très proche de celui existant dans le cadre des langages formels. Un langage d’horloges sera re-
connu par un automate temporisé si et seulement si il est définissable à partir d’un nombre fini
d’objets de base en utilisant un nombre fini d’opérateurs d’union, concaténation et itérations finie
ou infinie.
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Une des caractérisations les plus élégantes des langages formels est celle, de nature purement
algébrique, basée sur les monoïdes finis. Comme nous l’avons expliqué juste au début de cette
partie, cette caractérisation de nature théorique est à l’origine d’algorithmes simples et surprenants
pour la vérification. Les travaux sur les langages sur des alphabets infinis pourraient à première
vue se rapprocher de ce que nous cherchons à faire dans le cadre temporisé, les mots temporisés
étant alors vus comme des mots sur un alphabet infini. Cependant, les résultats que nous avons
trouvés dans la littérature [ABB80, KF94, NSV01] ne nous semblent pas pertinents lorsque l’on
essaie de les adapter aux langages temporisés.

Le principe général d’un mécanisme algébrique permettant de reconnaître des langages consiste
à envoyer les éléments d’un ensemble infini sur un monoïde fini. Les propriétés des éléments de
l’ensemble infini initial dépendent alors uniquement de leur image dans le monoïde fini. Pour les
langages reconnaissables, ce mécanisme est très simple : c’est un morphisme qui envoie chaque
mot sur un élément d’un monoïde fini. Un mécanisme aussi simple n’est pas satisfaisant pour les
langages temporisés, car des langages qui « devraient » être reconnus (vue leur simplicité) ne le
seraient pas si l’on utilisait un simple morphisme. Ce serait par exemple le cas pour le langage
temporisé {(a, t)(a, t + 1) | t > 0}.

Nous avons alors été amenés à généraliser les langages temporisés et à définir les langages de
données. Un ensemble de données est un ensemble quelconque, fini ou infini, qui peut être un
domaine de temps, mais ce n’est pas nécessaire. Un mot de données est une suite de couples (ac-
tion,donnée), un langage de données est un ensemble de tels mots de données. Nous proposons
un formalisme purement algébrique basé lui aussi sur les monoïdes finis pour reconnaître les lan-
gages de données. Ce formalisme utilise, pour effectuer ses calculs dans le monoïde, une mémoire
auxiliaire bornée qui lui permet de stocker des données.
En outre, nous définissons un modèle d’automates de données. Ces automates sont munis de re-
gistres (qui servent de mémoire auxiliaire) et peuvent ranger les données lues dans ces registres.
Nous montrons alors que ce modèle d’automates est équivalent au formalisme algébrique que nous
avons défini auparavant. Notons que la restriction de nos formalismes à un ensemble de données
à un seul élément correspond exactement au cas des langages formels.
Nous montrons également en nous restreignant à un domaine de temps, que les automates de
données sont plus puissants que les automates temporisés d’Alur et Dill et nous décrivons une
condition sous laquelle le modèle des automates de données est un modèle décidable.

La logique est souvent un des moyens privilégiés pour modéliser des propriétés. Dans le cadre
non temporisé, la logique monadique du second ordre MSO(<) permet d’exprimer exactement les
langages acceptés par des automates finis [Büc62]. La logique du premier ordre FO(<) permet
de décrire la sous-classe des langages apériodiques qui correspond exactement à l’ensemble des
langages qui peuvent être définis par une formule de LTL [Pnu77].

Dans le cadre temporisé, Thomas Wilke a proposé un fragment d’une logique monadique du se-
cond ordre temporisée qui permet d’exprimer exactement les langages acceptés par des automates
temporisés classiques [Wil94]. Afin de montrer l’intérêt des langages de données, nous étendons
les résultats précédents en proposant un formalisme logique pour les langages de données équi-
valent aux autres formalismes proposés jusqu’à présent.

1.5.2 Des algorithmes de model-checking

Étude d’un algorithme d’analyse en avant. Comme nous l’avons rappelé dans la partie 1.3.2,
les résultats de décidabilité et de complexité, même s’ils sont montrés de manière constructive, ne
donnent en général pas un algorithme intéressant pour tester les modèles. Par exemple, pour les
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automates temporisés classiques, l’algorithme basé sur les régions, qui a permis à Alur et Dill de
montrer la décidabilité du modèle, n’est pas implémenté dans les outils comme UPPAAL [BLL+98]
et KRONOS [Yov97] car il est peu efficace en pratique.

L’algorithme qui nous a permis de montrer que de larges classes d’automates temporisés avec
mises à jour étaient décidables n’est pas non plus voué à être implémenté. Nous proposons une
extension de l’algorithme implémenté pour les automates temporisés classiques qui permet de vé-
rifier les automates temporisés avec mises à jour. Nous montrons en détail sa correction, obtenant
ainsi comme cas particulier, la correction de l’algorithme implémenté dans UPPAAL et KRONOS.
Nous montrons aussi comment la structure de données des DBMs, la même que celle utilisée dans
UPPAAL et KRONOS, peut être utilisée pour calculer les opérations plus compliquées qui appa-
raissent dans notre algorithme. De cette manière, il devrait être facile de rajouter le modèle des
automates temporisés avec mises à jour aux outils existants. Il faut alors bien remarquer que la
complexité de l’algorithme que nous proposons pour les automates temporisés avec mises à jour
est identique à celle de l’algorithme pour les automates temporisés classiques.

Les limites de l’accessibilité. Les propriétés d’accessibilité sont, pour de nombreux systèmes, les
propriétés les plus simples à vérifier. Il est alors naturel de vouloir transformer, via une réduction
adéquate, la vérification de propriétés plus générales en la vérification de telles propriétés d’acces-
sibilité. La réduction que nous étudions est celle des automates de test. Pour chaque propriété φ,
nous construisons un « observateur » appelé automate de test et que nous notons Tφ. Cet automate
vérifie alors que si A est un automate temporisé,

A vérifie φ ⇐⇒ A ‖ Tφ ne permet pas d’atteindre un état rejetant de Tφ

Ainsi, pour tester si A vérifie φ, il suffit de pouvoir tester l’accessibilité de certains états du système
formé de la mise en parallèle de l’automate A avec l’observateur Tφ. Nous définissons alors un
fragment d’un langage proche d’une logique modale temporisée et nous proposons un algorithme
qui permet de construire, de manière syntaxique, pour chaque formule φ de notre langage, un
automate de test Tφ comme décrit ci-dessus. Nous montrons alors que ce fragment de langage
logique caractérise complètement l’ensemble des propriétés dont la vérification peut se réduire de
la manière décrite ci-dessus à un test d’accessibilité. Ce résultat permet en particulier de décrire
quelles propriétés peuvent être verifiées avec l’outil UPPAAL, qui, a priori, ne permet de vérifier
directement que des propriétés d’accessibilité.

1.5.3 Une étude de cas

De manière orthogonale aux travaux précédemment présentés, nous présentons une étude de cas.
Nous modélisons le protocole de communication de France Télécom R&D appelé PGM (Pragmatic
General Multicast). Le protocole PGM est un protocole multicast de transmission de données sur un
réseau non fiable. Des sources envoient des données dans le réseau à différents destinataires. Le
réseau pouvant perdre des données, certains destinataires ne les reçoivent pas toutes. Ils peuvent
s’en rendre compte car, régulièrement, les sources envoient sur le réseau des paquets indiquant
quels sont les noms des données qui ont été envoyées. Lorsqu’un destinataire se rend compte qu’il
n’a pas une donnée qu’il aurait dû recevoir, il envoie un message d’erreur aux sources. Lorsqu’une
source reçoit un de ces messages d’erreur, elle peut éventuellement envoyer une réparation. Le
but est alors d’étudier la correction de ce protocole, à savoir, est-ce que chaque destinataire reçoit
chaque donnée ? Si ce n’est pas le cas, les sources se rendent-elles toujours compte qu’une donnée
a été définitivement perdue ?
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Nous proposons une modélisation simplifiée de ce protocole et nous l’implémentons dans l’outil
de vérification UPPAAL. Nous vérifions ensuite certaines propriétés du protocole en utilisant le
module de vérification d’UPPAAL. Cette étude permet de mettre en évidence deux problèmes dans
le protocole au niveau de l’envoi des données.

1.6 Plan de la thèse

L’introduction que nous venons de faire constituait la première partie de ma thèse. La suite est
organisée en trois autres grandes parties.

La deuxième partie présente les travaux réalisés sur les modèles et commence par un chapitre
introductif, le chapitre 2. Nous y définissons précisément le cadre temporisé dans lequel nos
travaux vont se placer. Nous y présentons le modèle des automates temporisés tel que défini par
Alur et Dill [AD90, AD94] et énonçons les propriétés essentielles de ce modèle. Nous faisons alors
un petit état de l’art des travaux qui ont été faits autour des automates temporisés puis nous
situons les nôtres dans ce cadre.

Au chapitre 3, nous exposons les travaux sur le modèle des automates temporisés avec mises à
jour. Nous présentons en premier lieu les résultats d’indécidabilité que nous obtenons par simula-
tion d’une machine de Minsky, puis les résultats de décidabilité, basés sur une généralisation de la
construction de l’automate des régions décrite par Alur et Dill. Nous étudions enfin l’expressivité
de toutes les classes décidables que nous avons dégagées.

Au chapitre 4, nous présentons la sémantique des langages d’horloges pour les automates tem-
porisés. Celle-ci nous permet de définir naturellement une concaténation, ainsi que des itérations
finies et infinies permettant de définir des expressions rationnelles temporisées. Nous obtenons
alors un théorème d’équivalence entre les langages acceptés par les automates temporisés et les
langages définis via les expressions rationnelles temporisées, ce qui revient à obtenir un théorème
« à la Kleene » pour le cadre temporisé.

Au chapitre 5, nous définissons la notion de langages de données et nous proposons un forma-
lisme algébrique ainsi qu’un modèle d’automates permettant d’accepter des langages de données.
Nous montrons ensuite que ces deux formalismes sont équivalents. En nous restreignant à un
domaine de temps, nous replaçons ces travaux dans le cadre temporisé.

Au chapitre 6, nous définissons notre langage logique et montrons qu’il est équivalent au modèle
des automates de données vu dans le chapitre précédent. Ceci termine la partie sur l’étude des
modèles et nous permet de dessiner un parallèle entre les langages de données et les langages
formels.

Dans la troisième partie de cette thèse, nous présentons des travaux sur des algorithmes de
model-checking, ainsi qu’une étude de cas. Le chapitre 7 en est un chapitre introductif. Dans celui-
ci, nous revenons sur le problème du model-checking. Nous présentons en particulier plusieurs
formalismes qui permettent d’exprimer des propriétés ainsi que différentes techniques de model-
checking assez couramment utilisées. Ceci nous permet de placer nos travaux sur les algorithmes
de model-checking dans l’ensemble des travaux existants.

Au chapitre 8, nous présentons notre algorithme qui permet de tester les automates tempori-
sés avec mises à jour d’une façon analogue à celle qui est implémentée dans plusieurs outils de
model-checking. Nous présentons une preuve complète de sa correction et nous décrivons une
implémentation possible de cet algorithme en utilisant une structure de données assez communé-
ment utilisée.
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Au chapitre 9, nous présentons la technique des automates de test qui permet de vérifier des pro-
priétés grâce à de l’analyse d’accessibilité. Nous proposons un langage logique entièrement testable
de cette manière et qui permet même de caractériser entièrement l’ensemble des propriétés qui
peuvent être testées grâce aux automates de test.

Au chapitre 10, nous présentons l’étude de cas que nous avons effectuée en décrivant la modéli-
sation faite, les expériences effectuées ainsi que les résultats obtenus.

La dernière partie ne comprend qu’un seul chapitre, le chapitre 11. Nous y faisons un bi-
lan complet des travaux effectués dans cette thèse et nous présentons quelques perspectives de
recherche, qui s’inscrivent en partie dans la continuité de la thèse.

Cette introduction contenait peu de références pour en faciliter la lecture. Nous avons juste donné
quelques points d’entrée dans la bibliographie. Nous donnerons plus de références bibliogra-
phiques dans les chapitres 2 et 7 qui sont aussi des chapitres introductifs et qui présentent de
manière plus précise le cadre de ma thèse.
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Deuxième partie

Modèles





Chapitre 2

Le cadre temporisé

Dans ce chapitre introductif, nous présentons tout le formalisme qui nous sera nécessaire pour étu-
dier les systèmes temporisés, en particulier les automates temporisés (parties 2.1 et 2.2) puis nous
citons quelques résultats fondamentaux de ce modèle (parties 2.3 et 2.4). À la fin de cette partie,
nous présentons brièvement quelques directions de travaux réalisés dans le cadre des systèmes
temporisés (partie 2.5). Nous terminons ce chapitre en intégrant nos travaux sur les modèles dans
les différentes catégories que nous aurons dégagées juste avant.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Alphabet et notion de temps

Si Z est un ensemble, nous notons Z∗ (respectivement Zω) l’ensemble des suites finies (respec-
tivement infinies) d’éléments de Z. Souvent, nous parlerons de mots finis sur l’alphabet Z pour
les éléments de Z∗ et de mots infinis sur l’alphabet Z pour les éléments de Zω. Nous noterons de
manière plus générale Z∞ l’union de ces deux ensembles Z∗ et Zω.

Nous noterons de manière générique T un domaine de temps : ce pourra donc être Q+, l’ensemble
des nombres rationnels positifs, ou bien R+, l’ensemble des nombres réels positifs.

Dans tout ce qui suit, Σ représente un alphabet fini d’actions. En outre, ε désigne une action qui
n’est pas dans Σ. Cette action est dite silencieuse. L’ensemble Σ∪{ε} est noté Σε. Une suite de dates
sur le domaine T sera une suite finie ou infinie, croissante (strictement ou pas) τ = (ti)i≥1 ∈ T∞.
Un mot temporisé u = (ai, ti)i≥0 est un élément de (Σ×T)∞ tel que (ti)i≥0 est une suite de dates.
Nous pourrons aussi écrire u comme une paire (σ, τ) où σ = (ai)i≥1 et τ = (ti)i≥0 sont des suites
de même longueur (par convention, deux suites infinies seront dites de même longueur). Un mot
classique représente une mise en séquence d’actions. Un mot temporisé modélise aussi une mise
en séquence d’actions en donnant en plus une information sur les dates auxquelles ces actions
sont effectuées.

2.1.2 Horloges et opérations sur les horloges

Nous considérons un ensemble X de variables appelées horloges. Ces variables prennent leurs
valeurs dans le domaine de temps T que nous considérons. Une valuation des horloges de X est
ainsi une application v : X �−→ T. L’ensemble de toutes les valuations des horloges de X est noté
TX . Nous écrirons aussi parfois Tn à la place de TX (quand |X| = n).
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Si d ∈ T et si v est une valuation, la notation v + d désigne la valuation définie par (v + d)(x) =
v(x) + d pour tout x ∈ X. Si v ∈ TX est une valuation et si C ⊆ X, nous notons [C ← 0]v la
valuation obtenue à partir de v en remettant les horloges de C à zéro, c’est-à-dire la valuation
définie par : {

([C ← 0]v)(x) = 0 si x ∈ C

([C ← 0]v)(x) = v(x) si x �∈ C

Si v est une valuation et si C ⊆ X, alors nous notons v � C la restriction de v aux horloges de
C. Étant donnés deux ensembles d’horloges disjoints X1 et X2, ainsi que deux valuations v1 et
v2 pour les ensembles d’horloges X1, respectivement X2, v1 : v2 représente la valuation pour les
horloges de X1 ∪ X2 telle que {

(v1 : v2)(x) = v1(x) si x ∈ X1

(v1 : v2)(x) = v2(x) si x ∈ X2

2.1.3 Contraintes d’horloges

Si X est un ensemble d’horloges, nous définissons l’ensemble des contraintes d’horloges (ou tout
simplement contraintes) sur X comme étant l’ensemble, noté C(X), engendré par la grammaire
suivante :

ϕ ::= x ∼ c | x − y ∼ c | ϕ ∧ ϕ

où x, y ∈ X, c ∈ Q et ∼ ∈ {<,≤,=,≥, >}.

Nous considérons aussi un sous-ensemble propre de ces contraintes d’horloges. Cet ensemble
conserve les contraintes qui comparent une horloge et une constante, mais n’autorise plus de com-
paraisons entre horloges. Ces contraintes sont appelées non diagonales. L’ensemble des contraintes
d’horloges non diagonales est noté Cdf (X) et peut être décrit par la grammaire suivante :

ϕ ::= x ∼ c | ϕ ∧ ϕ

où x ∈ X, c ∈ Q et ∼ ∈ {<,≤,=,≥, >}.

Nous disons qu’une contrainte d’horloges est k-bornée (k étant un entier) si toutes les constantes
qui apparaissent dans sa définition sont bornées par k.

La relation de satisfaction |= pour les contraintes d’horloges est définie sur l’ensemble des valua-
tions des horloges de X, inductivement, de la façon suivante (v est une valuation de TX) :

v |= x ∼ c ⇐⇒ v(x) ∼ c

v |= x − y ∼ c ⇐⇒ v(x) − v(y) ∼ c

v |= ϕ1 ∧ ϕ2 ⇐⇒ v |= ϕ1 et v |= ϕ2

Une contrainte d’horloges g représente un sous-ensemble (convexe) de TX . De façon classique,
nous noterons parfois v ∈ g (si v ∈ TX) au lieu de v |= g. Le fait que les sous-ensembles de TX

définis par une contrainte soient convexes facilite leur manipulation. Cependant, dans la définition
des contraintes d’horloges, nous aurions pu ajouter l’opérateur de comparaison �= ainsi que la
disjonction ∨, mais les ensembles de TX définis n’auraient alors pas été convexes. Grâce à des
transformations semblables à celles que l’on peut effectuer dans le cadre du calcul propositionnel,
nous nous serions alors ramenés au cas défini ici.

Nous allons maintenant présenter un des modèles temporisés les plus étudiés, celui des auto-
mates temporisés, défini par Rajeev Alur et David Dill dans le début des années 1990 [AD90], cf
aussi [Alu91, AD94].
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2.2 Les automates temporisés

Les automates temporisés sont des automates munis d’un contrôle fini et un nombre fini d’hor-
loges. Comme nous l’avons vu auparavant, les horloges sont des variables qui évoluent au cours
du temps, toutes à la même vitesse, celle du temps universel qui pourrait être représenté par une
horloge qui n’est jamais remise à zéro. Cette horloge universelle est souvent implicite.

2.2.1 Définition du modèle à la Alur et Dill

Un automate temporisé est un 7-uplet A = (Q,X,Σ, Q0, F,R, T ) où
– Q est un ensemble fini d’états,
– X est un ensemble fini d’horloges,
– Σ est un alphabet fini d’actions,
– Q0 ⊆ Q, F ⊆ Q, R ⊆ Q sont respectivement les états initiaux, les états finals et les états répétés,
– T ⊆ Q × C(X) × Σ × 2X × Q est l’ensemble des transitions.

Un chemin dans l’automate temporisé A est une suite finie ou infinie de transitions consécutives

q0
g1,a1,C1−−−−−−→ q1

g2,a2,C2−−−−−−→ . . .
gn,an,Cn−−−−−−−→ qn . . .

Si u = (a1, t1) . . . (an, tn) . . . est un mot temporisé de (Σ × T)∞, une exécution sur le chemin
précédent pour le mot u est

(q0, v0)
g1,a1,C1−−−−−−→

t1
(q1, v1)

g2,a2,C2−−−−−−→
t2

. . .
gn,an,Cn−−−−−−−→

tn

(qn, vn) . . .

où (vi)i≥0 est une suite de valuations d’horloges telle que pour tout x ∈ X, v0(x) = 0 et pour tout
i ≥ 0, {

vi+1 = [Ci+1 ← 0](vi + ti+1 − ti)

vi + ti+1 − ti |= gi

[Par convention, la date t0 correspond à la date de début d’exécution du mot temporisé, nous
supposons donc que t0 = 0.]

Une telle exécution est dite acceptante pour u si q0 est un état initial et

– soit le chemin est fini et se termine dans un état final,
– soit le chemin est infini et passe infiniment souvent par au moins un état répété.

Un mot u est accepté par l’automate A s’il existe une exécution acceptante pour u dans A. Le
langage accepté par A est l’ensemble des mots (finis ou infinis) acceptés par A et est noté L(A).

Remarque : La condition d’acceptation des mots infinis est une condition de Büchi. Nous au-
rions pu considérer d’autres types de condition d’acceptation comme celles de Müller ou de Ra-
bin [RS97b, PP01]. Fondamentalement, les résultats qui suivent seraient restés les mêmes.

Exemple 2.1 Considérons le langage L = {((ab)ω, (ti)i≥1) | ∃i, ∀j ≥ i, (t2j ≤ t2j−1 + 2)}. Il est accepté
par l’automate temporisé suivant.

q1 q0 q2 q3

b

a

a, x := 0

x < 2, b

a, x := 0
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Automates temporisés avec ε-transitions. De la même manière, nous définissons un automate
temporisé avec ε-transitions sur l’alphabet Σ comme étant un automate temporisé sur l’alphabet

Σε = Σ ∪ {ε}. Les transitions de la forme q
g, ε, C−−−−−→ q′ sont appelées des ε-transitions. Les

mots acceptés par ces automates sont a priori des mots sur l’alphabet (Σε × T)∞, mais comme
ε est une « action silencieuse », nous réduirons ces mots temporisés à des mots temporisés sur
l’alphabet (Σ × T)∞ en effaçant simplement les lettres de la forme (ε, t). Par exemple, le mot
(a, 0.2)(b, 1.7)(ε, 2)(ε, 2.3)(a, 2.5)(ε, 2.6) se réduit au mot (a, 0.2)(b, 1.7)(a, 2.5). Le langage accepté
par un automate temporisé avec ε-transitions est l’ensemble des mots temporisés de (Σ×T)∞ qui
sont obtenus de cette manière à partir d’un mot de (Σε × T)∞ lu dans l’automate.

2.2.2 Propriétés de clôture des automates temporisés

Les langages acceptés par les automates temporisés vérifient les propriétés de clôture suivantes :

Proposition 2.2 ([AD90, AD94]) L’ensemble des langages acceptés par des automates temporisés
est clos par union et par intersection. Par contre, cet ensemble n’est pas clos par passage au complé-
mentaire.

Exemple 2.3 Le langage {(a, t1) . . . (a, tn) | ∃i < j. tj = ti + 1} sur l’alphabet Σ = {a} est accepté par
l’automate temporisé

a, {x} x = 1, a

a a a

Par contre, son complémentaire L n’est reconnu par aucun automate temporisé. La preuve de ce fait n’est pas
décrite dans [AD94], nous en détaillons une ici.

PREUVE : Supposons que L soit accepté par l’automate temporisé A. Comme l’alphabet sur lequel nous
travaillons est réduit au singleton {a}, nous pouvons supposer que A accepte non plus des mots temporisés,
mais des séquences de dates. Soit c la plus petite constante non nulle apparaissant dans les contraintes de A.
Nous notons α le minimum entre 1 et c. Prenons une séquence de dates 0 < t1 < t2 · · · < tn < α acceptée
par A.

0 t1 t2 tn. . . α

α + t1

α + t1+t2
2

α + t2

2αα +
ti+ti+1

2

La séquence de dates
“
t1, · · · tn, α +

`
t1+t2

2

´
, · · · , α +

“
tn−1+tn

2

””
(voir le schéma ci-dessus) est aussi ac-

ceptée par A (par définition de L = L(A)). Lorsque nous considérons une exécution qui accepte cette

séquence de dates, la contrainte qui correspond à la date α +
“

ti−1+ti

2

”
fait intervenir un certain nombre

d’horloges, toutes ne participant pas à une contrainte « utile ». Celles qui font partie d’une contrainte utile
sont des horloges qui ont été mises à zéro soit au tout début, soit lors d’une transition pour tj car les horloges

mises à zéro à la date α +
“

tj−1+tj

2

”
ne peuvent pas avoir d’influence : la contrainte qui leur correspond est

obligatoirement triviale car |α +
“

ti−1+ti

2

”
− α −

“
tj−1+tj

2

”
| < α ≤ c et c est la plus petite constante appa-

raissant dans l’automate. Les horloges utiles à la transition α +
“

ti−1+ti

2

”
ont donc leur valeur fixée par leur

valeur en α. Ces horloges utiles définissent pour chaque transition intervenant dans l’exécution considérée
un intervalle contenant chacun un α +

“
tj−1+tj

2

”
. Notons Aj cet intervalle ; il doit être inclus dans l’inter-

valle ]α + tj−1; α + tj [ car sinon, l’automate accepterait soit le mot
`
t1, · · · , tn, α +

`
t1+t2

2

´
, · · · , α + tj−1

´
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soit le mot
`
t1, · · · , tn, α +

`
t1+t2

2

´
, · · · , α + tj

´
, ce qui n’est pas possible. Chaque Aj est contenu dans un

intervalle Ij avec les Ik deux à deux disjoints. Or, pour toute exécution, le nombre d’intervalles Aj est bornée
par 2x.t où x est le nombre d’horloges de l’automate et t son nombre de transitions. Donc, il suffit de choisir
n plus grand que 2x.t pour obtenir une contradiction (il y aura plus d’intervalles Aj que la borne supérieure
autorisée, donc deux Aj seront égaux, ce qui n’est pas possible car les Ik sont deux à deux disjoints). �

2.2.3 Les automates temporisés déterministes

Un automate temporisé A = (Q,X,Σ, Q0, F,R, T ) est dit déterministe si l’ensemble Q0 des états
initiaux est réduit à un seul élément et si pour tout triplet (q, v, a) ∈ Q × TX × Σ, il existe au

maximum un triplet (g, C, q′) ∈ C(X) × 2X × Q tel que v ∈ g et q
g,a,C:=0−−−−−−−→ q′ soit une transition

de A. Si A est un automate temporisé déterministe, pour tout mot temporisé u, il y a au maximum
un chemin sur lequel il y a une exécution pour u.

La classe des automates temporisés déterministes a de meilleures propriétés de clôture que la
classe originale :

Proposition 2.4 ([AD90, AD94]) La classe des langages temporisés acceptés par un automate tem-
porisé déterministe est close par union, intersection et par passage au complémentaire.

Malheureusement, la classe des automates temporisés déterministes est beaucoup moins expres-
sive que celle des automates temporisés classiques.

Exemple 2.5 Le langage {(aω, (ti)i≥0) | ∃i < j. tj = ti+1} est reconnu par un automate temporisé classique
(voir l’exemple 2.3), mais n’est reconnu par aucun automate temporisé déterministe.

2.3 Le problème du vide

2.3.1 Description du problème

Une fois que les systèmes sont modélisés, le problème de tester le vide du langage accepté par
le modèle est fondamental. En effet, le problème de l’accessibilité d’un état (c’est-à-dire tester
s’il existe une exécution dans le modèle qui permet d’atteindre un état donné) est strictement
équivalent à la non-vacuité du langage accepté par ce même modèle en prenant comme état final
l’état dont on cherche à tester l’accessibilité. Par exemple, pour assurer une propriété d’exclusion
mutuelle, il faut tester que deux processus ne peuvent pas aller simultanément dans leur section
critique, ce qui revient à tester l’accessibilité de l’un des états du système où deux processus sont
simultanément en section critique. Le problème de tester le vide d’un langage accepté par un
automate est appelé de manière plus synthétique le problème du vide. Nous disons alors qu’une
classe de modèles est décidable si le problème du vide est décidable pour chacun de ces modèles.

Nous allons maintenant présenter l’étude de la décidabilité des automates temporisés faite par
Alur et Dill dans [AD90, AD94].

2.3.2 Décidabilité des automates temporisés

Le résultat suivant est fondamental :

Théorème 2.6 ([AD90, AD94]) La classe des automates temporisés est décidable.
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Étant donné un mot temporisé de (Σ×T)∞, en effaçant toutes les dates, nous obtenons un mot de
Σ∞. De cette manière, nous pouvons associer à chaque langage temporisé L un langage classique
sur l’alphabet Σ. Ce langage est noté Untime(L) et est défini formellement par :

Untime(L) = {a1 . . . an · · · | ∃t1 . . . tn . . . t.q. (a1, t1) . . . (an, tn) · · · ∈ L}.

La preuve du théorème 2.6 repose alors sur la construction, à partir d’un automate temporisé A,
d’un automate classique B qui reconnaît le Untime du langage accepté par l’automate A.
Or, comme pour tout langage temporisé nous avons bien évidemment

L = ∅ ⇐⇒ Untime(L) = ∅,

nous obtenons que :

« le langage accepté par A est vide si et seulement si le langage accepté par B est vide »

Ainsi, comme le test du vide est décidable pour les automates finis (ou de Büchi) [HU79], il est
aussi décidable pour les automates temporisés.

Nous allons décrire le principe de la preuve de ce théorème. Tout d’abord, grâce au lemme suivant,
nous pouvons nous restreindre aux constantes entières :

Lemme 2.7 Soit A un automate temporisé. Si λ ∈ Q+, nous définissons l’automate λA comme étant
le même automate que A sauf que les constantes apparaissant sur les transitions (au niveau des
contraintes) sont multipliées par λ. Soit u = (a1, t1) . . . (an, tn) . . . un mot temporisé. Nous avons
alors que :

u ∈ L(A) ⇐⇒ λ.u ∈ L(λA)

si λ.u représente le mot temporisé (a1, λt1) . . . (an, λtn) . . . (toutes les dates sont multipliées par λ).

Ainsi, pour tester le vide d’un automate temporisé, nous pouvons multiplier toutes les constantes
apparaissant sur les transitions, sans changer le résultat du test du vide. En particulier, si nous
prenons comme facteur multiplicatif le « plus petit commun multiple » (i.e. le ppcm) des déno-
minateurs de toutes les constantes (qui sont par hypothèse toutes rationnelles) apparaissant dans
l’automate.

Nous pouvons aussi supposer que les contraintes utilisées sont non diagonales. En effet, nous
avons le résultat suivant :

Lemme 2.8 Soit A un automate temporisé. Il existe un automate temporisé A′ avec uniquement des
contraintes non diagonales tel que L(A) = L(A′).

Une preuve complète de ce lemme peut par exemple être trouvée dans [BDGP98].

Grâce aux deux lemmes qui précèdent, nous restreignons notre étude aux automates temporisés
avec contraintes non diagonales et constantes entières.

2.3.3 Le graphe des régions

Soit A = (Q,X,Σ, Q0, F,R, T ) un automate temporisé classique avec des constantes entières et
des contraintes non diagonales. Pour toute horloge x ∈ X, nous notons maxx la plus grande
constante c telle qu’une contrainte d’horloges x ∼ c apparaisse dans A.
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L’équivalence des régions est définie sur TX par :

v ≡ v′ ⇐⇒


Ent(v(x)) = Ent(v′(x)) ou (v(x) > maxx et v′(x) > maxx)

si (v(x) ≤ maxx et v(y) ≤ maxy)

alors
[
(frac(v(x)) < frac(v(y)) ⇐⇒ frac(v′(x)) < frac(v′(y)))

]
où pour tout réel α, Ent(α) représente la partie entière de α alors que frac(α) représente la partie
fractionnaire de α.

La relation ≡ est une relation d’équivalence. Elle vérifie la propriété suivante :

v ≡ v′ =⇒
{

(i) pour toute contrainte g de A, v |= g ⇐⇒ v′ |= g

(ii) ∀t ∈ T, ∃t′ ∈ T tel que v + t ≡ v′ + t′

La première propriété ci-dessus indique que l’équivalence ≡ est compatible avec les contraintes
de l’automate A alors que la deuxième propriété indique que l’équivalence ≡ est compatible avec
l’écoulement du temps. Il est facile de voir que l’équivalence des régions est d’index fini. Une classe
de TX�≡ est appelée une région.

Exemple 2.9 Considérons un automate temporisé pour lequel
maxx = 3 et maxy = 2. L’ensemble des régions associé à cet
automate peut être décrit par le schéma de la figure de droite.
La région grisée est définie par la contrainte

1 < x < 2 ∧ 1 < y < 2 ∧ x > y
0 1 2 3

1

2

y

x

Il serait aussi possible de construire un ensemble de régions directement pour un automate tempo-
risé avec des contraintes générales, sans utiliser le lemme 2.8. La différence réside dans le fait qu’il
faudrait rajouter des droites diagonales dans le dessin même au-delà des constantes maximales.
Nous ne présentons pas de tels ensembles de régions ici, nous en verrons des exemples plus tard,
dans le chapitre 3.

2.3.4 L’automate des régions

Nous avons vu que l’équivalence des régions est compatible avec l’écoulement du temps. Il est
donc possible de définir une fonction successeur sur l’ensemble des régions. Si R est une région,
nous notons Succ(R) l’ensemble des successeurs de R pour l’écoulement du temps, c’est-à-dire
l’ensemble de régions Succ(R) vérifiant la propriété suivante :

R′ ∈ Succ(R) ⇐⇒ ∃v ∈ R. ∃t ∈ T tels que v + t ∈ R′

Exemple 2.10 Reprenons l’exemple 2.9.

Le premier successeur de la région en gris foncé est la région
dessinée par une ligne épaisse noire. L’ensemble des autres suc-
cesseurs de cette même région est dessiné en gris clair.

0 1 2 3

1

2

y

x

Nous sommes maintenant en mesure de définir un automate fini B = (Q′,Σ, q′0, F
′, R′, T ′) de la

manière suivante :
– Q′ = Q × TX�≡, q′0 = (q0,0), F ′ = F × TX�≡, R′ = R × TX�≡,

– T ′ =

{
(q,R) a−−→ (q′, R′) ∃q

g,a,C−−−−→ q′ ∈ T et ∃R′′ ∈ Succ(R)
tel que R ⊆ g et R′ = R′′[C ← 0]

}
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Cet automate est appelé l’automate des régions associé à A.

Exemple 2.11 ([AD94]) Nous traitons un exemple de construction de l’automate des régions. Considérons
donc l’automate A dessiné sur la figure 2.1.

q0 q1 q3

q2

a, y := 0
x < 1, c

y < 1, a, y := 0

y = 1, b x < 1, c

x > 1, d
Figure 2.1: Automate temporisé A

L’automate des régions que nous obtenons à partir de A en prenant comme constantes maximales 1 pour les
deux horloges x et y est dessiné sur la figure 2.2.

q3

0 < y < x < 1
q3

0 < y < 1 < x

q3

1 = y < x

q3

x > 1, y > 1

q1

0 = y < x < 1
q1

y = 0, x = 1
q1

y = 0, x > 1
q2

1 = y < x

q0

x = y = 0

d d

a a
a

a c

d

d

d

d

d d

aaa

b

b

Figure 2.2: Automate des régions associé à A (figure 2.1)

L’automate des régions vérifie la propriété suivante :

Propriété 2.12 Le langage accepté par B correspond au Untime du langage accepté par A.

Nous avons alors le théorème plus précis suivant :
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Théorème 2.13 ([AD94]) Tester le vide d’un langage accepté par un automate temporisé est un
problème PSPACE-complet.

2.4 Le problème universel

Ce problème consiste, étant donné un automate temporisé A, à tester si L(A) = (Σ×T)∞. La non
clôture par passage au complémentaire des langages reconnus par des automates temporisés fait
que le problème universel ne peut pas se ramener au problème du vide. Il est alors d’une toute
autre difficulté :

Théorème 2.14 ([AD94]) Le problème universel est indécidable pour les automates temporisés.

Ce théorème a des conséquences importantes, par exemple le corollaire suivant :

Corollaire 2.15 ([AD94]) Étant donnés deux automates temporisés A et B, le problème de savoir si
L(A) ⊆ L(B) est un problème indécidable.

PREUVE : Ce corollaire est facile à prouver en utilisant le théorème précédent. Nous allons montrer
que si ce problème était décidable, alors le problème universel serait aussi décidable. En effet,
considérons un automate temporisé A et Au un automate qui accepte le langage universel, c’est-
à-dire (Σ × T)∞. Alors,

L(Au) ⊆ L(A) ⇐⇒ A est universel (i.e. L(A) = (Σ × T)∞)

�

Remarque : Par contre, la classe des langages acceptés par des automates temporisés détermi-
nistes est close par passage au complémentaire. Pour ces langages, le problème d’inclusion de
langages se ramène au problème du vide via la transformation

L ⊆ L′ ⇐⇒ L ∩ L′c = ∅,

il est donc décidable.

Le résultat négatif du corollaire 2.15 limite l’utilisation des automates temporisés pour des pro-
blèmes de vérification. Il montre qu’il n’est pas possible de tester si un modèle représenté par un
automate temporisé vérifie une propriété donnée par un autre automate temporisé. L’utilisation
des négations dans les logiques ne pourra également pas se traiter par passage au complémen-
taire. Comme nous l’avons déjà expliqué, le modèle des automates temporisés est tout de même
largement utilisé pour la vérification des systèmes temporisés.

2.5 Un petit tour des travaux existants

Comme nous l’avons déjà expliqué, le modèle des automates temporisés est largement utilisé pour
la vérification des systèmes temporisés.
Après avoir rappelé les résultats de base et fondamentaux de [AD90, AD94], nous allons décrire
brièvement certains travaux qui ont été faits à partir du modèle des automates temporisés. Pour
simplifier la présentation, nous les avons classés selon leur caractéristique principale. Nous n’avons
pas la prétention de faire une bibliographie exhaustive, mais nous avons indiqué à chaque fois les
points d’entrée principaux de cette bibliographie.
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2.5.1 Travaux sur le modèle d’Alur et Dill

Comme nous l’avons dit dans ce qui précède, le modèle des automates temporisés a été défini par
Rajeev Alur et David Dill dans leur article [AD90]. En 1994, ils ont publié une version longue de
leur travail dans [AD94]. Depuis, Rajeev Alur a publié une version « tutorial » de tous ces travaux
dans [Alu99]. Ces différents articles présentent le modèle des automates temporisés en exposant
les différentes propriétés de clôture que cette classe possède, ainsi que les résultats de décidabilité
dont nous avons parlé.

Rajeev Alur et David Dill ne sont pas les seuls à s’être intéressés à cette classe d’automates.
Voici quelques travaux qui ont été réalisés sur le modèle des automates temporisés lui-même.
Le pouvoir des horloges dans les automates temporisés a par exemple été étudié. Il a été montré
dans [HKWT95] que le nombre d’horloges augmente le pouvoir d’expression des modèles. Ceci a
été étudié. Dans [DY96], un algorithme est proposé pour minimiser le nombre d’horloges dans un
automate donné. Ceci est fait via la notion d’horloges actives.

Cependant, le modèle des automates temporisés n’est pas accepté comme le modèle idéal (ou
canonique) temporisé, car certains problèmes subsistent :

(i) les automates temporisés non déterministes sont nettement plus expressifs que les automates
temporisés déterministes,

(ii) le problème universel est indécidable pour la classe générale des automates temporisés,

(iii) la classe d’automate temporisé générale n’est pas close par passage au complémentaire, ce
qui rend plus difficile son utilisation en vérification.

C’est pour ces raisons que l’étude du modèle des automates temporisés ne s’arrête pas là, mais
que des sous-classes sont étudiées pour ne plus être confrontés aux problèmes (ii) et (iii), tout en
restant plus expressif que le modèle déterministe. Des extensions du modèle général sont aussi
étudiées dans l’optique de conserver la décidabilité du vide, mais en augmentant l’expressivité ou
bien la compacité de représentation (dans un but de vérification).

2.5.2 Étude de sous-classes intéressantes

Plusieurs travaux ont eu pour but d’étudier des sous-classes des automates temporisés qui auraient
des propriétés de clôture et/ou de décidabilité plus robustes.

– L’article [AH92] introduit la notion d’automates temporisés à deux sens, bornés (« two-way
bounded timed automata »). Ces classes d’automates sont des sous-classes des automates tem-
porisés classiques. L’union des langages acceptés par des automates appartenant aux classes
déterministes correspond à un ensemble de langages clos par toutes les opérations booléennes.
En outre, le problème du vide et le problème universel sont tous les deux des problèmes PSPACE-
complets pour cette nouvelle classe.

– Dans l’article [AFH94], d’autres classes d’automates sont définies, les « event-clock automata »
avec horloges « predicting » ou « recording ». Les sous-classes déterministes de ces classes ne
sont pas strictement moins expressives que la version non déterministe (il existe un algorithme
de déterminisation). Elles sont également closes pour toutes les opérations booléennes et le
problème du vide ainsi que le problème universel sont décidables (et même PSPACE). Ces classes
d’automates sont de plus incluses dans l’ensemble des automates temporisés.

– Motivée par des aspects logiques, une variante des « event-clock automata », les « state-clock
automata » est proposée dans [RS97a]. Ces automates vérifient à peu près les mêmes propriétés
que le modèle des « event-clock automata ». Dans ce cadre, une logique, pour laquelle le model-
checking et la satisfaisabilité sont décidables, a été proposée. En outre, toute formule de cette
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logique peut être transformée en un « state-clock automaton » qui reconnaît les mêmes modèles.
Ces travaux ont été prolongés dans [HRS98] où plusieurs autres types de logiques ainsi qu’un
modèle récursif d’« event-clock automata » sont présentés. Tous ces modèles sont comparés et
classés selon leurs propriétés de décidabilité.

2.5.3 Extensions du modèle original

De nombreux travaux ont été réalisés sur des extensions des automates temporisés, parmi les-
quels :

– l’étude des actions silencieuses : elles ont été étudiées en détails dans les articles [BGP96,
DGP97, BDGP98]. Le modèle avec actions silencieuses est strictement plus expressif que ce-
lui sans action silencieuse. Par exemple, le langage accepté par l’automate temporisé avec ε-
transitions de la figure 2.3 n’est accepté par aucun automate temporisé sans ε-transitions.

x = 1, a, x := 0

x < 1, b

x = 1, ε, x := 0

Figure 2.3: Aucun automate sans ε-transitions ne reconnaît le même langage

– l’ajout des contraintes d’horloges du type x+y ∼ c : elles ont été étudiées dans [Duf97, BD00].
Le modèle d’automates avec au moins quatre horloges qui autorise ce type de contraintes est
indécidable.

– l’ajout de contraintes d’horloges périodiques (du type x ∼ c mod k) : elles ont été étudiées
dans [CG00]. Le modèle d’automates autorisant ces contraintes est strictement équivalent au
modèle classique.

– l’ajout de paramètres dans les contraintes d’horloges : ce modèle a été étudié dans [AHV93].
Le modèle avec au moins trois paramètres est indécidable, celui avec un seul paramètre est
décidable, nous ne savons rien pour le modèle avec deux paramètres. Un raffinement de ces
travaux a été proposé dans [HRSF01].

– les systèmes hybrides : les variables utilisées ne sont plus uniquement des horloges mais
peuvent avoir des pentes différentes de 1. Ces modèles ont été largement étudiés [ACHH93,
HK94, HKPV95], il nous est impossible de faire une liste exhaustive de tous les travaux sur ce
sujet. Des cas particuliers ont aussi été considérés, par exemple dans [DZ98], une sous-classe
assez restreinte des automates hybrides, mais incluant les automates temporisés, a été montrée
décidable. Dans [CL00b], il a été montré que les automates hybrides linéaires ne sont pas plus
expressifs que les automates hybrides linéaires avec des pentes 0/1.

2.5.4 Aspects de modélisation

Comme nous l’avons dit dans l’introduction, le travail de vérification réclame d’avoir des modèles
« fonctionnels », c’est-à-dire facilitant la phase de modélisation. Apparaît alors l’importance d’avoir
des « macros » permettant de représenter aisément certains phénomènes. La partie précédente a
traité en partie ce type de problématique. Cependant, cela n’est pas encore vraiment suffisant. Il
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est souvent pratique de décomposer le système que l’on cherche à modéliser en sous-systèmes plus
petits. Le problème est ensuite de faire communiquer entre eux les différents sous-systèmes pour
obtenir un modèle du système original. Alors que dans le cadre non temporisé, des notions de
composition de systèmes semblent clairement définis, dans le cadre temporisé, la situation est a
priori un peu plus floue. Dans ce cadre, plusieurs solutions ont été proposées.

– Dans [BST97, BS98], plusieurs modes de synchronisation sont proposés pour composer les sys-
tèmes. Tous ces modes de synchronisation sont d’un intérêt pratique pour la modélisation de
systèmes réels. Grâce à l’ajout d’un « deadline » sur chaque transition, des notions d’actions
urgentes peuvent être définies1, ainsi que des notions de priorité entre actions pour éviter au
maximum les choix non déterministes dans les modèles. Dans [BGS00, Goe01], une métho-
dologie complète de modélisation de systèmes temporisés est proposée en utilisant les notions
précédemment décrites et en décrivant plusieurs propriétés qui sont préservées par la composi-
tion parallèle ainsi que par l’ajout de priorités.

– Une notion d’urgence différente est utilisée dans l’outil de model-checking UPPAAL [LPY97],
celle-ci provient de la synchronisation utilisée dans l’algèbre de processus CCS [Mil89] étendue
à TCCS [Yi90]. Dans le modèle d’UPPAAL, la notion d’urgence n’intervient que lors de la mise
en parallèle des automates : lorsqu’une action est urgente, et qu’elle peut se synchroniser avec
son « complémentaire » (rappelons que c’est une synchronisation binaire), alors il n’est pas
possible d’attendre. Pour pallier ce mode de synchronisation simplifié et permettre par exemple
les broadcasts, la notion d’état « committed » a été proposée : cela permet de forcer deux actions
de s’effectuer séquentiellement de manière instantanée. Le problème réside peut-être dans le
fait que cela peut entraîner des blocages car il est difficile de prévoir toutes les possibilités
d’évolution de deux systèmes mis en parallèle.

2.5.5 Étude des langages temporisés

L’intérêt d’étudier les langages temporisés est de proposer un socle théorique solide aux travaux
de vérification des systèmes temporisés, comme les langages formels en ont fourni un pour de
nombreux travaux en informatique, en particulier pour des travaux de vérification de systèmes
non temporisé.
Dans le cadre temporisé, des travaux sur ce thème ont commencé à voir le jour. Parmi ceux-ci, nous
pouvons citer les travaux [ACM97, Asa98, ACM01] sur la définition d’expressions rationnelles
temporisées permettant d’obtenir un théorème de Kleene.

Un autre aspect des langages formels qui a été aussi beaucoup étudié dans le cadre temporisé
est l’aspect « caractérisation logique ». Nous pouvons par exemple citer les travaux de Thomas
Wilke [Wil94] qui propose une logique monadique su second ordre avec distances pour caractéri-
ser les langages acceptés par des automates temporisés ; ou bien Jean-François Raskin, Pierre-Yves
Schobbens puis Thomas Henzinger [RS97a, HRS98] qui proposent plusieurs logiques pour ex-
primer les comportements de différents types d’automates évoqués dans la partie 2.5.2 ; ou bien
Deepak D’Souza [D’S00] qui a caractérisé les automates définis dans [AFH94] via une logique
monadique du second-ordre sans restriction sur la négation.

Nous ne détaillons pas tous ces aspects, nous reviendrons sur certains d’entre eux dans la par-
tie 4.6.2, mais nous dessinons un panorama de ce qui avait ou n’avait pas été fait dans le domaine
« langages temporisés & langages formels » avant 1998, voir tableau 2.4.

1Par exemple, une action « eager » est une action qui doit être effectuée dès qu’il est possible de le faire alors qu’une
action « delayable » est une action qui doit être réalisée avant qu’il ne soit plus possible de le faire.
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Langages formels Langages temporisés

Automates finis
Automates temporisés

[AD90, AD94]

Expressions rationnelles
Une proposition
[ACM97, Asa98]

Caractérisation logique
MSO(<), LTL

Quelques logiques ad hoc
[Wil94, HRS98]

Caractérisation
algébrique

(en utilisant des monoïdes finis)
?

Tableau 2.4: Comparaison entre les langages formels et les langages temporisés

2.6 Ce que nous allons faire

Les travaux sur les modèles temporisés que nous allons présenter s’inscrivent dans plusieurs des
catégories dont nous venons de parler.

Les travaux sur les automates temporisés avec mises à jour que nous présentons au chapitre 3
s’inscrivent à la fois dans les extensions des automates temporisés et dans les aspects de modélisa-
tion. En effet, le modèle que nous étudions étend le modèle des automates temporisés classiques
avec des opérations plus générales sur les horloges. De plus, même si ce modèle s’avère ne pas
être plus expressif que les automates temporisés avec ε-transitions, nous verrons qu’il permet de
représenter de manière plus concise des systèmes réels, ce qui est un véritable avantage pour les
travaux de modélisation.

Les travaux que nous présentons dans les chapitres 4, 5 et 6 s’inscrivent principalement dans la
recherche d’un socle théorique solide pour les langages temporisés. Après avoir proposé une notion
d’expressions rationnelles temporisées permettant d’obtenir un théorème de Kleene comme dans le
cadre non temporisé, ces travaux nous ont amenés à définir une nouvelle sémantique, les langages
de données. Celle-ci généralise la notion de langages temporisés à des ensembles (de données)
qui ne sont pas forcément des domaines de temps. Elle nous permet alors de proposer différents
formalismes de description, de natures très diverses, permettant de définir, comme dans le cas
des langages formels, des langages de données reconnaissables. Notons que le théorème de Kleene
obtenu pour les langages temporisés nous paraît pouvoir s’adapter sans trop de difficultés à notre
nouveau formalisme des langages de données, ce qui fait que nous obtenons un parallèle très
intéressant entre les langages de données et les langages formels.
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Chapitre 3

Les automates temporisés avec
mises à jour

Le contenu de ce chapitre a fait l’objet des articles [BDFP00a] et [BDFP00b].

Le protocole ABR Available Bit Rate, qui fait partie de la norme ITU, est développé par France-
Telecom R&D. Il est destiné à contrôler les débits d’émission de données par des usagers abonnés
à un contrat de communication par un réseau ATM. Dans un tel réseau, le routage est réalisé
par commutation de paquets, ce qui permet une plus grande flexibilité des communications, avec
des débits qui peuvent varier suivant la charge du réseau. Parmi les contrats de connexion les
plus récents, le mode ABR autorise un débit variable au cours d’une même session. Dans ce cas,
le mécanisme d’offre et de contrôle des taux d’émission des usagers est lui-même dynamique.
L’algorithme au coeur de ce mécanisme réalise à tout instant une mise à jour du taux courant, en
fonction des informations provenant du réseau. Ces informations se présentent sous la forme de
valeurs successives du débit, qui apparaissent sur les cellules RM (Resource Management cells) en
transit du réseau vers l’utilisateur. Sa vérification est un problème difficile pour plusieurs raisons :
fluctuation de la valeur du débit autorisé en fonction des disponibilités du réseau, ignorance du
délai exact de transmission des informations entre le réseau et l’usager, présence de différents
paramètres de configuration du réseau... On souhaite alors utiliser une variable prenant comme
valeur le débit transporté par une cellule RM et modifier le taux courant en conséquence. Il semble
difficile de modéliser ceci de manière naturelle avec de simples remises à zéro de variables, comme
c’est le cas dans le modèle des automates temporisés, alors que des opérations plus générales sur
les variables permettent de le faire (voir par exemple la modélisation de l’ABR faite dans [BF99,
BFKM02], qui a été implémentée dans HYTECH [HHWT97], un outil ayant implanté ce genre
d’opérations plus générales).

Il apparaît alors naturel d’étendre le modèle des automates temporisés en autorisant des opéra-
tions plus générales sur les horloges. Nous formalisons ceci et définissons le modèle des automates
temporisés avec mises à jour. Dans ce modèle, nous autorisons les opérations suivantes sur les
horloges :

x :∼ c | x :∼ y + c, où x, y sont des horloges, c ∈ Q et ∼ ∈ {<,≤,=,≥, >}

La mise à jour x :< 2 signifie que x reçoit une valeur plus petite que 2 et x := y + 1 signifie
que x reçoit la valeur de y plus 1. Les mises à jour non déterministes (c’est-à-dire celles pour
lesquelles ∼ n’est pas l’égalité) peuvent par exemple être interprétées comme une interaction avec
un environnement, comme c’est le cas dans le protocole ABR : la variable va prendre une valeur
« quelconque » qui sera fixée par l’environnement, composante que nous ne maîtrisons pas.
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Nous définissons précisément ce modèle dans la première partie de ce chapitre.

Dans un second temps, nous étudions la décidabilité du problème du vide pour le nouveau mo-
dèle que nous avons défini. Il est facile de montrer que le modèle général est indécidable. Nous
dessinons précisément la frontière entre les sous-classes décidables et les sous-classes indécidables
de ce modèle. C’est ce que nous présentons dans les deux parties suivantes du chapitre. Nos prin-
cipaux résultats à ce propos sont les suivants :
– Nous exhibons, grâce à une réduction au problème de l’arrêt d’une machine à deux compteurs,

des classes de mises à jour pour lesquelles le test du vide est indécidable.
– Nous proposons une généralisation de la construction de l’automate des régions d’Alur et Dill

présentée dans la partie 2.3.2. Celle-ci va permettre de prouver la décidabilité de larges sous-
classes du modèle.

Un résultat surprenant tient dans le fait que les résultats de décidabilité dépendent de la nature
des contraintes d’horloges (diagonales ou pas) utilisées. Ce point est très particulier car, dans le
cadre des automates temporisés classiques, les contraintes diagonales ne changent nullement le
modèle.

Dans un troisième temps, nous étudions l’expressivité du modèle, en nous restreignant plus parti-
culièrement aux classes décidables. Nous répondons complètement à la question en montrant que
tout langage accepté par un automate appartenant à une classe décidable est aussi accepté par un
automate temporisé classique avec ε-transitions. Nous étudions même de manière plus précise ces
transformations en termes de simulation. Cette étude fait l’objet de la quatrième et dernière partie
de ce chapitre.

3.1 Les automates temporisés avec mises à jour

Comme nous l’avons annoncé, la différence principale entre le modèle que nous allons définir
et les automates temporisés définis au chapitre 2 réside dans les opérations autorisées sur les
horloges.

3.1.1 Les mises à jour

Une mise à jour d’un ensemble d’horloges X est une fonction de TX dans 2T
X

qui associe à toute
valuation un ensemble de valuations. Nous n’allons bien évidemment pas considérer ces mises à
jour de manière générale, mais nous allons nous restreindre à un sous-ensemble.
Une mise à jour simple d’une horloge z ∈ X peut être représentée par l’une des formes

z :∼ c | z :∼ y + c

où c ∈ Q, y ∈ X et ∼ ∈ {<,≤,=,≥, >}. Si up est l’une des mises à jour simples précédemment
décrites et si v est une valuation sur X, une valuation v′ est dans up(v) si et seulement si v′(x) =
v(x) pour x �= z et v′(z) vérifie :{

v′(z) ∼ c si up est z :∼ c

v′(z) ∼ v(y) + c si up est z :∼ y + c

Nous allons considérer les mises à jour qui sont la conjonction de telles mises à jour simples. Dans
ce qui suit, une mise à jour sera donc de la forme

up =
p∧

i=1

upxi
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où chaque upxi
est une mise à jour simple pour une horloge xi (bien évidemment, nous pouvons

avoir xi = xj même si i �= j). Si v et v′ sont des valuations sur X, nous dirons que v′ est dans
up(v) si et seulement si, pour tout i = 1 . . . p, la valuation v′

xi
définie par{

v′
xi

(xi) = v′(xi)

v′
xi

(x) = v(x) si x �= xi

est dans upxi
(v).

Exemple 3.1 Considérons la mise à jour up = x :> y ∧ x :< 7. Si v est une valuation et si v′ ∈ up(v), cela
signifie que v′(x) > v(y) et v′(x) < 7. Nous remarquons ici qu’il est possible qu’un tel v′ n’existe pas, par
exemple si v(y) = 8.

Nous noterons U(X) l’ensemble de ces mises à jour. Dans la suite, nous distinguerons l’ensemble
particulier suivant de mises à jour :
– U0(X) est l’ensemble des mises à jour de la forme∧

x∈C

x := 0

où C ⊆ X. C’est donc l’ensemble des remises à zéro des horloges.

Une mise à jour simple est dite déterministe si elle est de l’une des formes

z := c | z := y + c

où c ∈ Q et y ∈ X. Par extension, une mise à jour up est déterministe si elle est la conjonction de
mises à jour simples déterministes et si pour toute horloge x, il y a au maximum une mise à jour
simple pour x dans up.

3.1.2 Définition du modèle

Un automate temporisé avec mises à jour est un 7-uplet A = (Q,X,Σ, Q0, F,R, T ) où
– Q est un ensemble fini d’états,
– X est un ensemble fini d’horloges,
– Σ est l’alphabet fini d’actions,
– Q0 ⊆ Q, F ⊆ Q, R ⊆ Q sont respectivement les états initiaux, les états finals et les états répétés,
– T ⊆ Q × C(X) × Σ × U(X) × Q est l’ensemble des transitions.

La seule différence avec les automates temporisés classiques réside dans l’ensemble des transitions.
Ici, les transitions permettent d’utiliser des mises à jour plus générales que les remises à zéro des
horloges. Les notions qui suivent sont identiques à celles définies dans le cadre des automates
temporisés d’Alur et Dill.

Un chemin dans l’automate temporisé avec mises à jour A est une suite finie ou infinie de transi-
tions consécutives

q0
g1,a1,up1−−−−−−−→ q1

g2,a2,up2−−−−−−−→ . . .
gn,an,upn−−−−−−−→ qn . . .

Soit u = (a1, t1) . . . (an, tn) . . . un mot temporisé (fini ou infini) de (Σ×T)∞. Une exécution sur le
chemin précédent pour le mot u est de la forme

(q0, v0)
g1,a1,up1−−−−−−−→

t1
(q1, v1)

g2,a2,up2−−−−−−−→
t2

. . .
gn,an,upn−−−−−−−→

tn

(qn, vn) . . .
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où (vi)i≥0 est une suite de valuations telle que pour tout x ∈ X, v0(x) = 0 et pour tout i ≥ 0,{
vi+1 ∈ upi+1(vi + ti+1 − ti)

vi + ti+1 − ti |= gi

[Par convention, nous supposons que t0 = 0.]
Une telle exécution est dite acceptante si q0 ∈ Q0 et

– soit elle est finie et termine dans un état final,
– soit elle est infinie et passe infiniment souvent par un état répété.

Un mot u est alors dit accepté par l’automate s’il existe une exécution acceptante sur ce mot.
L’ensemble des mots acceptés par l’automate A est le langage accepté par A et est noté L(A).

De la manière que nous avions défini les automates temporisés classiques avec ε-transitions (voir
à la page 32), nous définissons les automates temporisés avec mises à jour et ε-transitions en
étendant l’ensemble des actions possibles à l’ensemble Σε au lieu de Σ.

Soient C ⊆ C(X) et U ⊆ U(X) des sous-ensembles de contraintes d’horloges et de mises à jour.
– L’ensemble Aut(C,U) désigne l’ensemble des automates temporisés avec mises à jour pour les-

quels nous restreignons les transitions à un sous-ensemble de T ⊆ Q×C×Σ×U×Q. Par exemple,
l’ensemble des automates temporisés classiques correspond à l’ensemble Aut(C(X),U0(X)).

– L’ensemble Autε(C,U) désigne l’ensemble des automates temporisés avec ε-transitions pour les-
quels nous restreignons les transitions à un sous-ensemble de T ⊆ Q × C × Σε × U × Q.

Wait EndE

newRM, R :> 0

snapshot, S = t

UpdE Idle EndI
snapshot

newRM

t < S + a

S + a ≤ t < S + b ∧ R ≤ E

S + a ≤ t < S + b ∧ R > E

t ≥ S + b, E := R

Figure 3.1: Une partie de la modélisation du protocole ABR

Exemple 3.2 Nous présentons dans notre formalisme deux des trois automates qui permettent de modéliser
le protocole ABR [BF99] dont nous avons parlé dans le début de ce chapitre. Les paramètres t, a et b qui sont
utilisés dans la modélisation sont ici supposés instanciés. L’horloge S est une horloge qui n’est jamais remise
à zéro et qui représente donc le temps universel. L’horloge R représente le débit du réseau transporté par la
cellule RM. L’horloge E représente le taux idéal du réseau qui sera proposé à l’utilisateur. Les automates re-
présentant l’environnement et l’algorithme I, légèrement simplifiés par rapport à la modélisation de [BF99],
sont dessinés sur la figure 3.1.
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Dans ce chapitre, et uniquement dans ce chapitre, nous dirons automates temporisés au lieu d’au-
tomates temporisés avec mises à jour pour éviter des lourdeurs dans l’écriture.

3.2 Indécidabilité

Nous commençons notre étude en étudiant le problème du vide évoqué dans la partie 2.3 et en
exhibant des sous-classes indécidables. Pour ce faire, nous réduisons le problème de l’arrêt d’une
machine à deux compteurs au problème du vide de ces sous-classes. Nous commençons donc par
quelques rappels sur la machine à deux compteurs, ou machine de Minsky [Min67].

3.2.1 La machine à deux compteurs

Une machine à deux compteurs (ou aussi machine de Minsky) est un ensemble fini d’instructions.
Ces instructions sont étiquetées et permettent de gérer deux compteurs, c1 et c2. Les instructions
sont de deux types :
– une instruction d’incrémentation du compteur x ∈ {c1, c2} :

p : x := x + 1 ; goto q (où p et q sont des étiquettes d’instructions)

– une instruction de décrémentation avec test à zéro du compteur x ∈ {c1, c2} :

p : si x > 0
{

alors x := x − 1 ; goto q

sinon goto q′

La machine débute une exécution par une instruction initiale fixée avec les deux compteurs ini-
tialisés à zéro (c1 = c2 = 0) et s’arrête lorsqu’elle arrive à une instruction spéciale étiquetée par
HALT. Le problème de l’arrêt pour une telle machine à deux compteurs consiste à décider si la
machine atteint l’instruction étiquetée par HALT.

Le résultat suivant est à la base de tous nos résultats d’indécidabilité.

Théorème 3.3 [Min67] Le problème de l’arrêt pour les machines à deux compteurs est indécidable.

Ce résultat peut se montrer par réduction du problème de l’arrêt d’une machine de Turing au
problème de l’arrêt d’une machine à deux compteurs. Une preuve claire et assez simple de cette
réduction peut être trouvée dans [HU79].

3.2.2 Premiers résultats d’indécidabilité

De manière évidente, la classe générale Aut(C(X),U(X)) est indécidable. En effet, il est très facile
de simuler une machine à deux compteurs avec un automate temporisé. Les deux instructions
possibles d’une machine à deux compteurs peuvent être codées de la manière suivante (l’unique
action a de l’alphabet Σ n’est pas représentée) :

– Incrémentation du compteur x : p q
z = 0, x := x + 1

– Décrémentation du compteur x : p

q

r

z = 0 ∧ x ≥ 1, x := x − 1

z = 0 ∧ x = 0
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où z est une nouvelle horloge qui contrôle l’écoulement du temps.

Ainsi, étant donnée une machine à deux compteurs M, nous pouvons facilement construire un
automate temporisé avec mises à jour AM qui vérifie :

M s’arrête ⇐⇒ L(AM) �= ∅

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Proposition 3.4 Soit X un ensemble contenant au moins trois horloges. Alors, la classe d’automates
temporisés Aut(Cdf (X),U(X)) est indécidable.

Comme toute classe contenant une sous-classe indécidable est elle-même indécidable, nous obte-
nons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.5 Soit X un ensemble contenant au moins trois horloges. Alors les classes d’automates
Aut(C(X),U(X)), Autε(Cdf (X),U(X)) et Autε(C(X),U(X)) sont indécidables.

3.2.3 D’autres réductions

Les simulations précédentes utilisent des mises à jour de deux types, x := x + 1 et x := x − 1.
Nous allons voir que si nous autorisons la remise à zéro des horloges, un seul des deux types
précédents est suffisant pour obtenir des résultats d’indécidabilité. Nous commençons par consi-
dérer les mises à jour du type x := x − 1. L’incrémentation d’un compteur peut être simulée de la
manière suivante :

Incrémentation du compteur x :

p s q
z = 1, z := 0 z = 0, y := y − 1z := 0

Nous montrons qu’une exécution sur ce chemin augmente la valeur de l’horloge x d’une unité de
temps et laisse le valeur de l’horloge y inchangée. En effet, lors d’une telle exécution, les valeurs
des horloges (dans l’ordre x, y, z de gauche à droite) sont (α, β, 0) dans l’état p, (α + 1, β + 1, 0)
dans l’état s et (α + 1, β, 0) dans l’état q. Dans tout ce qui suit, nous représenterons ceci par une
figure simple du type suivant :

p s q
z = 1, z := 0 z = 0, y := y − 1z := 0

0
@ α

β

0

1
A

0
@ α + 1

β + 1

0

1
A

0
@ α + 1

β

0

1
A

x

y

z

La simulation de l’instruction de décrémentation d’un compteur est identique à celle vue aupara-
vant. Nous représentons cela de manière schématique :
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Décrémentation du compteur x :

p q

r

x ≥ 1 z = 0, x := x − 1z := 0

x = 0

x

y

z

0
@ α

β

0

1
A

0
@ α

β

0

1
A

0
@ α − 1

β

0

1
A

0
@ 0

β

0

1
A

0
@ α

β

0

1
Ax

y

z

Grâce à cette nouvelle simulation, nous avons prouvé le résultat suivant :

Proposition 3.6 Soit X un ensemble contenant au moins trois horloges. Soit U un ensemble de mises
à jour contenant à la fois U0(X) et {x := x − 1 | x ∈ X}. Alors la classe Aut(Cdf (X),U) est
indécidable.

Jusqu’à maintenant, tous nos résultats d’indécidabilité sont vrais aussi bien pour les contraintes
d’horloges non diagonales que pour les contraintes générales. Dans le reste de cette partie, nous
allons obtenir de nouveaux résultats d’indécidabilité, mais uniquement lorsque nous considérons
des contraintes d’horloges générales. Comme nous le verrons après, ces résultats ne seront pas
vrais pour les contraintes non diagonales.

De la simulation précédemment décrite, il apparaît qu’il n’est plus nécessaire de simuler toute la
machine à deux compteurs, mais qu’il est suffisant, pour obtenir de nouvelles classes indécidables,
de simuler les transitions de la forme :

. . .
z = 0, x := x − 1 (3.1)

Bien sûr, nous supposons que la remise à zéro des horloges est toujours autorisée.

Nous commençons par montrer que ces transitions peuvent être simulées en utilisant seulement
des remises à zéro et des incrémentations d’horloges. Cela peut se faire de la manière suivante :

p q r s
z = 0, w := 0 x − w = 1, x := 0 x = w ∧ z = 0

w := w + 1 x := x + 1

En effet, de la même manière que précédemment, les valeurs d’horloges le long d’une exécution
sur ce chemin peuvent être décrites par le schéma suivant :

p q q r r s· · · · · ·

x

y

z

w

0
BB@

α

β

0

δ

1
CCA

0
BB@

α

β

0

0

1
CCA

0
BB@

α

β

0

ζ

1
CCA

0
BB@

0

β

0

α − 1

1
CCA

0
BB@

κ

β

0

α − 1

1
CCA

0
BB@

α − 1

β

0

α − 1

1
CCA

Une exécution sur ce chemin simule donc bien une transition (3.1). Nous avons ainsi démontré
qu’il est possible de simuler un machine à deux compteurs avec uniquement des remises à zéro et
des incrémentations.
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Proposition 3.7 Soit X un ensemble contenant au moins quatre horloges. Soit U un ensemble de
mises à jour contenant à la fois U0(X) et {x := x + 1 | x ∈ X}. Alors la classe Aut(C(X),U) est
indécidable.

Les résultats d’indécidabilité qui vont suivre sont obtenus par des techniques très similaires.

Proposition 3.8 Soit X un ensemble contenant au moins quatre horloges. Soit U un ensemble de
mises à jour contenant à la fois U0(X) et au moins l’un des ensembles suivants :

– {x :> 0 | x ∈ X},
– {x :> y | x, y ∈ X},
– {x :< y | x, y ∈ X}.

Alors la classe Aut(C(X),U) est indécidable.

PREUVE : Comme dans la preuve précédente, nous simulons une transition (3.1). Les trois schémas
ci-dessous correspondent respectivement aux trois ensembles de mises à jour décrits dans l’énoncé
de la proposition.

z = 0, w :> 0 x − w = 1, x :> 0 x = w ∧ z = 0

x

y

z

w

0
BB@

α

β

0

δ

1
CCA

0
BB@

α

β

0

ζ

1
CCA

0
BB@

κ

β

0

α − 1

1
CCA

0
BB@

α − 1

β

0

α − 1

1
CCA

z = 0, w :> z x − w = 1, x :> z x = w ∧ z = 0

x

y

z

w

0
BB@

α

β

0

δ

1
CCA

0
BB@

α

β

0

ζ

1
CCA

0
BB@

κ

β

0

α − 1

1
CCA

0
BB@

α − 1

β

0

α − 1

1
CCA

z = 0, w :< x x − w = 1, x :< x x = w ∧ z = 0

x

y

z

w

0
BB@

α

β

0

δ

1
CCA

0
BB@

α

β

0

ζ

1
CCA

0
BB@

κ

β

0

α − 1

1
CCA

0
BB@

α − 1

β

0

α − 1

1
CCA

�

3.2.4 Conclusion

Nous avons maintenant prouvé nos principaux résultats d’indécidabilité. Quelques autres vont
pouvoir être déduits de ceux-ci. Nous résumons l’ensemble de nos résultats d’indécidabilité dans
le tableau 3.2.

Dans ce tableau, l’indécidabilité des lignes 2 et 4 correspond exactement aux résultats des propo-
sitions 3.6 et 3.7. La ligne 3 apparaît comme une généralisation de la ligne 2. Les lignes 6, 7 et
8 correspondent aux résultats de la proposition 3.8. La ligne 9 provient de la ligne 7 et du fait
que toutes les contraintes diagonales peuvent être remplacées par une mise à jour qui ne peut
être satisfaite que si la contrainte est vérifiée. La transformation est la suivante. Considérons une
transition



Chapitre 3. Les automates temporisés avec mises à jour 51

U0(X) ∪ ... Contraintes non diagonales Contraintes générales

1 x := c, x := y ?
2 x := x + 1 ?
3 x := y + c Indécidable
4 x := x − 1 Indécidable

5 x :< c

?

?
6 x :> c

Indécidable
7 x :∼ y + c

8 y + c <: x :< y + d

9 y + c <: x :< z + d Indécidable

avec ∼ ∈ {≤, <,>,≥} et c, d ∈ Q+.

Tableau 3.2: Résultats d’indécidabilité

�

�

�

�
x − y < c ∧ g, a, up

Elle peut être remplacée par la transition

g, a,
�

�

�

�
x <: z :< y + c ∧ up

où z est une nouvelle horloge. Cette transition ne peut être franchie que s’il est possible d’affecter
une valeur entre x et y + c à z, c’est-à-dire si x < y + c, ce qui est équivalent à x − y < c. La
deuxième transition simule donc bien la première transition.

La partie suivante est consacrée à l’étude des classes marquées d’un point d’interrogation dans
le tableau, ce sont des classes pour lesquelles nous n’avons pas réussi à prouver l’indécidabilité.
Comme nous allons le voir, ces classes sont en fait décidables.

3.3 Décidabilité

Dans cette partie, nous allons exhiber des classes décidables d’automates temporisés avec mises à
jour, étendant ainsi le théorème 2.6 concernant les automates temporisés d’Alur et Dill. La preuve
de nos résultats de décidabilité repose sur une généralisation des techniques utilisées par Alur et
Dill et rappelées dans la partie 2.3.2. Nous commençons par proposer des notions de régions et de
graphe des régions généralisant celles d’Alur et Dill.

3.3.1 Régions et automate des régions

Soit X un ensemble fini d’horloges. Nous considérons une partition finie R de TX . Pour chaque
valuation v ∈ TX , l’unique élément de R qui contient v est noté [v]R. Nous définissons les succes-
seurs de R, Succ(R) ⊆ R de manière naturelle :

R′ ∈ Succ(R) s’il existe v ∈ R, et t ∈ T t.q. v + t ∈ R′

Nous disons qu’une telle partition finie est un ensemble de régions si la condition suivante est
vérifiée :

R′ ∈ Succ(R) ⇐⇒ ∀v ∈ R, ∃t ∈ T t.q. v + t ∈ R′ (3.2)
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Cette condition est assez naturelle, elle exprime le fait que deux valuations d’une région sont
équivalentes et indistinguables vis-à-vis de l’écoulement du temps. Notons que cette condition
n’est pas vérifiée par n’importe quelle partition finie de TX .

Contre-exemple 3.9 Considérons la partition de T2 dessinée sur la
figure à droite. La condition (3.2) n’est pas vérifiée par la région
grisée. En effet, la valuation (0, 5; 1, 8) permet, en laissant le temps
s’écouler, d’atteindre la valuation (0, 7; 2) appartenant à la région
définie par les contraintes 0 < x < 1 ∧ y = 2, alors que la valua-
tion (0, 5; 1, 1) ne permet pas d’atteindre cette région en laissant du
temps s’écouler. 0 1 2

1

2

Soit U ⊆ U(X) un ensemble fini de mises à jour. Chaque mise à jour up ∈ U induit naturellement
une fonction ûp : R → P(R) qui envoie chaque région R sur l’ensemble {R′ ∈ R | up(R) ∩ R′ �=
∅}, c’est-à-dire l’ensemble des régions qui intersectent l’image de R par up. L’ensemble de régions
R est dit compatible avec U si la condition suivante est vérifiée :

R′ ∈ ûp(R) =⇒ ∀v ∈ R, ∃v′ ∈ R′ t.q. v′ ∈ up(v) (3.3)

Remarque : Si nous définissons les relations de transition (↪→up)up sur TX par

v ↪→up v′ ⇐⇒ v′ ∈ up(v)

et la relation ρR par
v ρR v′ ⇐⇒ [v]R = [v′]R

alors la condition (3.3) revient à dire que ρR est une bisimulation pour les relations (↪→up)up.

Si un ensemble de régions R est compatible avec un ensemble de mises à jour U , nous définissons
le graphe des régions associé à R et U comme le graphe dont les nœuds sont les éléments de R et
les arêtes sont de deux types distincts :{

R −→ R′ si R′ ∈ Succ(R)
R −→up R′ si R′ ∈ ûp(R)

Exemple 3.10 Considérons l’ensemble des régions R dessiné sur le dessin de
droite. Il est constitué des quatre régions qui peuvent être définies par les équa-
tions suivantes :

R1

0 ≤ x < 1

0 ≤ y < 1

x < y

R2

x ≥ 0

0 ≤ y ≤ 1

x ≥ y

R3

x > 1

y > 1

x ≥ y

R4

x ≥ 0

y > 1

x < y

Alors, il est assez facile de voir que R est compatible avec l’ensemble des mises à
jour U = {x := 1, y := 0}. Pour cela, nous calculons le graphe des régions qui est
associé à cet ensemble de régions et à U . Il est dessiné sur la figure 3.3.

0 1

1

x

y

R1 R2

R3

R4

Soit A = (Q,X,Σ, I, F, Rep, T ) un automate temporisé appartenant à une certaine classe Aut(C,U)
et soit R une famille de régions compatible avec U . Nous définissons l’automate des régions ΓR(A)
associé à A et R comme étant l’automate fini (de Büchi) tel que :

• son ensemble d’états est Q ×R,
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R1

0 ≤ x < 1
0 ≤ y < 1

x < y

R2

x ≥ 0
0 ≤ y ≤ 1

x ≥ y

R3

x > 1
y > 1
x ≥ y

R4

x ≥ 0
y > 1
x < y

écoulement du temps

mise à jour x := 1

mise à jour y := 0

Figure 3.3: Un exemple simple de graphe des régions

– ses états initiaux sont (q0,0) où q0 ∈ I est initial et 0 est l’unique région contenant la valuation
où toutes les horloges valent zéro,

– ses états finals sont (f,R) où f est final dans A et R est une région quelconque,

– ses états répétés sont (r,R) où r est répété dans A et R est une région quelconque.

• ses transitions sont définies par (q,R) a−−→ (q′, R′) s’il existe une région R̂ et une transition
(q, g, a, up, q′) dans A telle que :

– R −→ R̂ est une transition du graphe des régions,

– R̂ ⊆ g,

– R̂ −→up R′ est une transition du graphe des régions.

Soit C ⊆ C(X) un ensemble fini de contraintes d’horloges. L’ensemble des régions R est dit com-
patible avec C si pour tout g ∈ C et pour tout R ∈ R, soit R ⊆ g, soit R ⊆ ¬g.

Sous les conditions (3.2) et (3.3), l’automate des régions abstrait l’automate initial de manière
satisfaisante, dans le sens où nous obtenons un résultat similaire à celui de la proposition 2.12 :

Proposition 3.11 Soit A un automate temporisé de Aut(C,U) où C (respectivement U) est un en-
semble fini de contraintes d’horloges (respectivement de mises à jour). Soit R un ensemble de régions
compatible avec C et U . Alors l’automate fini ΓR(A) accepte le langage Untime(L(A))1.

PREUVE : Supposons que A = (Q,X,Σ, I, F,R, T ) et considérons une exécution dans A

(q0, v0)
g1, a1, up1−−−−−−−−→

t1
(q1, v1)

g2, a2, up2−−−−−−−−→
t2

· · ·

1Rappelons (voir la partie 2.3.2) que si L est un langage temporisé

Untime(L) = {a1 . . . an · · · | ∃t1 . . . tn . . . (a1, t1) . . . (an, tn) · · · ∈ L}.
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Pour i ≥ 0, définissons Ri = [vi]R et R̂i = [vi + ti+1 − ti]R. Nous avons que R̂i ∈ Succ(Ri)
et, comme vi+1 ∈ upi+1(vi + ti+1), Ri+1 ∈ ûpi(R̂i). De plus, vi + ti+1 |= gi+1 et comme R est
compatible avec C, nous en déduisons que R̂i ⊆ gi+1. Ainsi, de par la définition,

(q0, R0)
a1−−→ (q1, R1)

a2−−→ · · ·

est un chemin acceptant de ΓR(A). Nous obtenons donc que Untime(L(A)) ⊆ L(ΓR(A)).

Réciproquement, considérons un chemin

(q0, R0)
a1−−→ (q1, R1)

a2−−→ · · ·

dans ΓR(A). Nous posons v0 = 0 et supposons que nous avons déjà construit des suites (vi)0≤i<n

et (ti)1≤i<n telles que vi ∈ Ri et

(q0, v0)
g1,a1,up1−−−−−−−→

t1
(q1, v1) · · ·

gi−1,ai−1,upi−1−−−−−−−−−−−→
ti−1

(qi−1, vi−1)

est une exécution de A. Comme (qi−1, Ri−1)
ai−−→ (qi, Ri) est une transition de ΓR(A), il existe,

par définition, une région R̂ et une transition (qi−1, gi, ai, upi, qi) dans A telle que

– Ri−1 −→ R̂ est une transition du graphe des régions,

– R̂ ⊆ gi,

– R̂ −→upi
Ri est une transition du graphe des régions.

Comme vi−1 ∈ Ri−1 et l’ensemble des régions R vérifie (3.2), il existe un ti ∈ T tel que vi−1 + ti −
ti−1 ∈ R̂. Maintenant, comme R est compatible avec upi (donc vérifie la condition (3.3)), nous
déduisons qu’il existe une valuation vi telle que vi ∈ upi(vi−1 + ti − ti−1). Ainsi,

(q0, v0)
g1,a1,up1−−−−−−−→

t1
(q1, v1) · · ·

gi−1,ai−1,upi−1−−−−−−−−−−−→
ti−1

(qi−1, vi−1)
gi,ai,upi−−−−−−→(qi, vi)

est une exécution dans A. Ainsi, nous construisons par induction une exécution

(q0, v0)
g1,a1,up1−−−−−−−→

t1
(q1, v1) · · · (qi−1, vi−1)

gi,ai,upi−−−−−−→
ti

(qi, vi) · · ·

dans A. Nous avons donc montré que L(ΓR(A)) ⊆ Untime(L(A)), ce qui conclut la preuve de
cette proposition. �

Comme le problème de tester le vide d’un langage accepté par un automate fini (ou de Büchi) est
décidable [HU79] et comme le vide de L(A) est évidemment équivalent à celui de Untime(L(A)),
nous obtenons immédiatement le théorème suivant :

Théorème 3.12 Soit C (respectivement U) un ensemble fini de contraintes d’horloges (respectivement
de mises à jour). Supposons qu’il existe un ensemble de régions R tel que R soit compatible avec C et
U . Alors la classe Aut(C,U) est décidable.

Ce théorème est bien sûr fondamental mais il ne permet pas d’exhiber des classes décidables d’au-
tomates temporisés avec mises à jour. En fait, nous devons trouver ou construire des ensembles de
contraintes d’horloges, de mises à jour et de régions qui sont compatibles. Les régions utilisées par
Alur et Dill (voir la partie 2.3.3) sont adaptées à leur modèle dans le sens où elles sont compatibles
avec les contraintes d’horloges et les remises à zéro. En ce qui nous concerne, nous commençons
par distinguer le type des contraintes, non diagonales ou générales, qui sont utilisées.

Nous rappelons alors le lemme suivant, vrai dans le cas des automates temporisés classiques (voir
lemme 4.1 page 15 de [AD94]). Il s’étend trivialement à notre modèle.
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Lemme 3.13 Soit A un automate temporisé et soit λ un rationnel strictement positif. Soit λA l’auto-
mate temporisé obtenu en remplaçant toutes les constantes µ apparaissant dans A par le produit λµ.
Alors L(λA) = λL(A) où λL(A) = {(ai, λti)i≥0 | (ai, ti)i≥0 ∈ L(A)}.

Ainsi, étant donné un automate temporisé A, pour tout λ ∈ Q+, la vacuité de L(A) est équivalente
à celle de L(λA). En considérant le ppcm, m, de toutes les constantes apparaissant dans A, l’au-
tomate mA n’a que des constantes entières. Dans toute la suite de cette partie, nous supposerons
que les constantes qui apparaissent dans les automates temporisés sont des entiers.

3.3.2 Classes décidables - Automates avec contraintes non diagonales

Dans cette partie, nous considérons uniquement des contraintes d’horloges non diagonales sur un
ensemble d’horloges X. Nous construisons un ensemble de régions conviendra pour ce type de
contraintes.

Définition des régions

Pour chaque horloge x ∈ X, nous considérons une constante entière maxx et nous définissons
l’ensemble d’intervalles :

Ix = {[c] | 0 ≤ c ≤ maxx} ∪ {]c; c + 1[| 0 ≤ c < maxx} ∪ {]maxx; +∞[}

Soit R un uplet ((Ix)x∈X ,≺) où :

– pour tout x ∈ X, Ix ∈ Ix,

– ≺ est un préordre total2 sur X0 = {x ∈ X | Ix est un intervalle de la forme ]c; c + 1[}.

La région associée à R est définie comme l’ensemble de valuations :{
| ∀x ∈ X, v(x) ∈ Ix etv ∈ TX |
| ∀x, y ∈ X0, x ≺ y ⇐⇒ frac(v(x)) ≤ frac(v(y))

}
Dans ce qui suit, nous confondrons l’uplet R avec la région qu’il définit.

L’ensemble fini R(maxx)x∈X
de tous ces ensembles de TX forme une partition de TX . Nous allons

montrer que cet ensemble vérifie aussi la condition (3.2), c’est-à-dire que le lemme suivant est
vérifié :

Lemme 3.14 L’ensemble R(maxx)x∈X
est un ensemble de régions.

PREUVE : Supposons que R = ((Ix)x∈X ,≺). Si pour tout x ∈ X, Ix =]maxx,+∞[, alors de manière
évidente

∀v ∈ R,∀t ∈ T, v + t ∈ R

et donc Succ(R) = {R}. Sinon, il existe au moins une région R′ �= R telle que R′ ∈ Succ(R). Parmi
toutes ces régions, nous définissons la « plus proche » de R, c’est-à-dire la région Rsucc telle que

– Rsucc ∈ Succ(R),

– ∀v ∈ R,∀t ∈ T, si v + t �∈ R, alors ∃t′ ≤ t t.q. v + t′ ∈ Rsucc

La région Rsucc = ((I ′x)x∈X ,≺′) peut être caractérisée comme suit. Soit

Z = {x ∈ X | Ix est de la forme [c]}

Nous distinguons deux cas :
2Rappelons qu’un préordre est une relation symétrique et transitive. Si, en plus, elle est anti-réflexive, alors, c’est un

ordre.
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1. si Z �= ∅, alors

– I ′x =


Ix si x �∈ Z

]c, c + 1[ si x ∈ Z et Ix = [c] avec 0 ≤ c < maxx

]maxx,+∞[ si x ∈ Z et Ix = [maxx]

– x ≺′ y si
{

x ≺ y ou bien
Ix = [c] avec 0 ≤ c < maxx et I ′y est de la forme ]d, d + 1[

2. si Z = ∅, soit M l’ensemble des éléments maximaux pour ≺, i.e.

M = {x ∈ X0 | ∀z ∈ X0, x ≺ z =⇒ z ≺ x}

Alors,

– I ′x =
{

Ix si x �∈ M

[c + 1] si x ∈ M et Ix =]c, c + 1[ avec 0 ≤ c < maxx

– ≺′ est la restriction de ≺ à {x ∈ X | I ′x est de la forme ]d, d + 1[}.

Il est maintenant facile de vérifier que :

∀v ∈ R, ∃t ∈ T t.q. v + t ∈ Rsucc

En effet, prenons une valuation v dans R.

1. si Z �= ∅, alors soit τ = min ({1 − frac(v(x)) | Ix est de la forme]c; c + 1[}). Alors la valuation
v + 1

2τ est dans la région Rsucc.

2. si Z = ∅, alors soit τ = 1 − frac(v(x)) pour tout x ∈ M . Alors la valuation v + τ est dans
Rsucc.

Nous obtenons donc que l’ensemble R(maxx)x∈X
vérifie la condition (3.2), ce qui termine la preuve

du lemme. �

Exemple 3.15 Supposons que nous ayons seulement deux hor-
loges x et y avec comme constantes maxx = 3 et maxy = 2.
Alors l’ensemble de régions associé à ces constantes est décrit
sur la figure à droite. La région en gris foncé est définie par
Ix =]1; 2[, Iy =]0; 1[ et le préordre ≺ est défini par x ≺ y et
y �≺ x.

Le successeur immédiat de la région en gris foncé est définie par
Ix =]1; 2[ et Iy = [1] (dessinée par une ligne plus épaisse). Les
autres successeurs sont dessinés en gris clair.

0 1 2 3 x

1

2

y

Remarque : Les régions que nous venons de définir correspondent aux régions d’Alur et Dill dans
leur article [AD94] (voir aussi la partie 2.3.2), le formalisme utilisé étant cependant légèrement
différent.

Compatibilité avec les contraintes non diagonales

Les ensembles de régions que nous considérons étant définis, le résultat suivant sur leur compati-
bilité avec les contraintes non diagonales est immédiat.

Proposition 3.16 Soit C ⊆ Cdf (X) un ensemble de contraintes tel que pour chaque contrainte x ∼ c

de C, nous avons c ≤ maxx. Alors l’ensemble de régions R(maxx)x∈X
est compatible avec C.

Remarquons bien que le résultat n’est plus vrai pour un ensemble quelconque de contraintes in-
cluses dans C(X). Dans l’exemple précédent 3.15, la région ((]3;+∞[, ]2;+∞[), ∅) n’est incluse ni
dans x − y ≤ 1, ni dans x − y > 1.
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Compatibilité avec les mises à jour simples

Nous étudions maintenant la compatibilité de R(maxx)x∈X
avec des ensembles de mises à jour.

Nous considérons tout d’abord des mises à jour simples. Rappelons (voir partie 3.1.1) qu’une
mise à jour simple est une mise à jour de la forme z :∼ c ou z :∼ y + c avec y, z des horloges,
∼ ∈ {<,≤,=,≥, >} et c une constante (entière).

Lemme 3.17 Soient (maxx)x∈X des constantes entières. L’ensemble de régions R(maxx)x∈X
est com-

patible avec
– toute mise à jour simple de la forme z :∼ c si maxz ≥ c,
– toute mise à jour simple de la forme z :∼ y + c si maxz ≤ maxy +c.

PREUVE : Supposons que R = ((Ix)x∈X ,≺) soit une région de R(maxx)x∈X
. Rappelons que ≺ est

un préordre total sur X0 = {x ∈ X | Ix est un intervalle de la forme]c; c + 1[}. Soit up une mise à
jour simple pour z. Nous commençons par caractériser les régions de ûp(R).

Soit R′ = ((I ′x)x∈X ,≺′) (où ≺′ est un préordre total sur X ′
0). Alors R′ est dans ûp(R) si I ′x = Ix

pour tout x �= z et :

si up est z : ∼ c : I ′z peut être n’importe quel intervalle de Iz qui intersecte {γ ∈ T | γ ∼ c} et
• soit I ′z est de la forme [d] ou ]maxz; +∞[ et donc

– X ′
0 = X0 \ {z},

– ≺′=≺ ∩(X ′
0 × X ′

0).
• soit I ′z est de la forme ]d; d + 1[ et donc

– X ′
0 = X0 ∪ {z},

– ≺′ est n’importe quel préordre total sur X ′
0 qui coïncide avec ≺ sur X ′

0 \ {z}.

si up est z : ∼ y+c avec c ∈ Z : I ′z peut être n’importe quel intervalle de Iz tel qu’il existe α ∈ I ′z,
β ∈ Iy avec α ∼ β + c et
• soit I ′z est de la forme [d] ou ]maxz; +∞[

– X ′
0 = X0 \ {z},

– ≺′=≺ ∩(X ′
0 × X ′

0).
• soit I ′z est de la forme ]d; d + 1[,

– X ′
0 = X0 ∪ {z},

· si y �∈ X0, ≺′ est un préordre total quelconque sur X ′
0 qui coïncide avec ≺ sur X ′

0\{z},
· si y ∈ X0, alors nous devons faire attention aux valeurs relatives de frac(v′(y)) et

frac(v′(z)) lorsque (Iy + c) ∩ I ′z �= ∅ :
→ soit (Iy + c) ∩ I ′z = ∅ et ≺′ est un préordre total quelconque sur X ′

0 qui coïncide
avec ≺ sur X0 \ {z},

→ soit (Iy + c) ∩ I ′z �= ∅.
Remarquons que la condition maxz ≤ maxy + c implique que Iy + c ⊆ I ′z. Dans ce
cas, ≺′ est un préordre total quelconque sur X ′

0 qui coïncide avec ≺ sur X ′
0 \ {z} et

vérifie :
· z ≺′ y et y ≺′ z si ∼ est =
· z ≺′ y et y �≺′ z si ∼ est <

· z ≺′ y si ∼ est ≤
· y ≺′ z si ∼ est ≥
· z �≺′ y et y ≺′ z si ∼ est >

· (z ≺′ y et y �≺′ z) ou (z �≺′ y et y ≺′ z) si ∼ est �=
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De cette construction, il est facile de vérifier que la condition (3.3) est vérifiée, i.e. que pour toute
valuation v ∈ R et pour toute région R′ ∈ ûp(R), il existe v′ ∈ R′ ∩ up(v). En effet, comme up est
une mise à jour simple pour z, v′(x) = v(x) pour tout x �= z et nous avons juste à définir v′(z).

1. si z �∈ X ′
0, alors

(a) si I ′z = [c], v′(z) vaut bien sûr c.

(b) si I ′z =]maxz,∞[, comme v(y)+c ∈ I ′z et que I ′z est un intervalle ouvert, il existe α ∈ I ′z
tel que α ∼ v(y) + c (quel que soit ∼ ∈ {=, �=, <,≤,≥, >}). Il suffit alors de poser
v′(z) = α.

2. si z ∈ X ′
0, alors

(a) si x ≺′ z et z ≺′ x pour un x, alors v′(z) = d + frac(v′(x)) lorsque I ′z =]d; d + 1[

(b) si, pour toute horloge x, soit x �≺′ z, soit z �≺′ x, alors v′(z) = d+τ lorsque I ′z =]d; d+1[
et

max{frac(v′(x)) | x ≺′ z} < τ < min{frac(v′(x)) | z ≺′ x}

Remarquons que comme le domaine de temps est dense, il existe toujours une infinité
de tels τ .

Dans tous les cas, nous avons que v′ ∈ R′ ∩ up(R) et le lemme est montré. �

Exemple 3.18 Supposons que nous ayons deux horloges, x et
y, que maxx = 3 et que maxy = 2. L’ensemble de régions
R(maxx,maxy) est représenté sur la figure à droite. L’image de
la région R0, définie par Ix =]1, 2[, Iy =]0, 1[, x ≺ y, y �≺ x,
par la mise à jour x :> y + 2 est constituée des trois régions
suivantes :

– Région R1 : I ′
x =]2; 3[, I ′

y =]0; 1[, y ≺′ x et x �≺′ y

– Région R2 : I ′
x = [3] et I ′

y =]0; 1[

– Région R3 : I ′
x =]3; +∞[ et I ′

y =]0; 1[

0 1 2 3 x

1

2

y R0

R1

R2

R3

Considérons maintenant une mise à jour up = (upi)1≤i≤k où chaque upi est une mise à jour
simple pour une horloge xi. Soit R(maxx)x∈X

un ensemble de régions comme défini ci-avant. Il
peut arriver que chaque mise à jour upi soit compatible avec l’ensemble des régions alors que up
ne l’est pas, comme l’illustre le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 3.19 Définissons l’ensemble d’horloges X = {x, y, z}, les constantes maximales maxx =

2, maxy = maxz = 1 et les régions R = ((]2,∞[, ]1,∞[, {1}), ∅) et R′ = ((]2,∞[, ]1,∞[, ]1,∞[), ∅). Finale-
ment, soit up1 la mise à jour z :< x et up2 la mise à jour z :> y. Nous avons bien évidemment que

∀v′ ∈ R′, ∃v1, v2 ∈ R t.q. v1 ∈ up1(v) et v2 ∈ up2(v)

Mais les deux valuations (2.3, 1.1, 1) et (2.3, 3.4, 1) appartiennent toutes les deux à R et (2.3, 1.1, 1.8) est
dans R′ ∩ up((2.3, 1.1, 1)) alors que up((2.3, 3.4, 1)) = ∅.

Pour que les mises à jour soient compatibles avec les ensembles de régions de la forme R(maxx)x∈X
,

nous devons restreindre celles que nous considérons. Du contre-exemple ci-dessus, il apparaît
qu’une horloge ne peut pas être remise à jour dans un intervalle dont les bornes inférieures et
supérieures dépendent de deux horloges distinctes. De plus, à cause du lemme 3.17, nous devons
restreindre les constantes que nous utilisons dans les mises à jour simples. Ces remarques nous
conduisent naturellement à la définition qui suit.
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Compatibilité avec les mises à jour

Définition 3.20 Soient (maxx)x∈X des constantes entières. L’ensemble U(maxx)x∈X
est constitué des

mises à jour de la forme up =
∧

x∈X upx où, pour chaque horloge x ∈ X, upx est une mise à jour de
l’horloge x définie par l’une des quatre grammaires abstraites suivantes :

– detx ::= x := c | x := z + d

avec c, d ∈ Z, c ≤ maxx, z ∈ X, et maxx ≤ maxz + d

– infx ::= x :� c | x :< z + d | infx ∧ infx

avec c, d ∈ Z, �∈ {<,≤}, c ≤ maxx, z ∈ X et maxx ≤ maxz +d

– supx ::= x :� c | x :> z + d | supx ∧ supx

avec c, d ∈ Z, �∈ {>,≥}, c ≤ maxx, z ∈ X et maxx ≤ maxz +d

– intx ::= x :∈ (c; d) | x :∈ (c; z + d′) | x :∈ (z + c′; d) | x :∈ (z + c′; z + d′)
où ( et ) sont soit [ soit ], c, c′, d, d′ ∈ Z, c, d ≤ maxx, z ∈ X,
c, c′ ≤ maxx, maxx ≤ maxz + d′ et maxx ≤ maxz + c′

La base d’une mise à jour up =
∧

x∈X upx de U(maxx)x∈X
est intuitivement l’ensemble Y des hor-

loges qui peuvent être modifiées par up. Formellement, cet ensemble Y est défini par son complé-
mentaire :

X \ Y = {z ∈ X | upz est égal à z := z}
La première étape pour prouver la compatibilité de R(maxx)x∈X

et de U(maxx)x∈X
est donnée par le

lemme suivant. Sa preuve est similaire à celle du lemme 3.17 et n’est donc pas écrite.

Lemme 3.21 Soient (maxx)x∈X des constantes entières. L’ensemble de régions R(maxx)x∈X
est com-

patible avec toute mise à jour de U(maxx)x∈X
ayant une base réduite à un singleton.

Nous pouvons maintenant établir notre résultat principal concernant la compatibilité des en-
sembles de régions et des ensembles de mises à jour, dans le cas des automates temporisés avec
contraintes non diagonales.

Proposition 3.22 Soit (maxx)x∈X des constantes entières. Alors l’ensemble de régions R(maxx)x∈X

est compatible avec l’ensemble de mises à jour U(maxx)x∈X
.

PREUVE : Soient R = ((Iy)y∈X ,≺), R′ = ((I ′y)y∈X ,≺′) deux régions de R(maxx)x∈X
et up une mise

à jour de U(maxx)x∈X
telle que R′ ∈ ûp(R) i.e. il existe des valuations v ∈ R et v′ ∈ R′ telles que

v′ ∈ up(v). Pour chaque horloge x, soit vx la valuation définie par :

vx(y) =
{

v(y) si y �= x

v′(x) si y = x

et soit Rx = ((I(x)
y )y∈X ,≺(x)) l’unique région de R(maxx)x∈X

contenant vx.

Soit maintenant w une valuation dans R. Par le lemme 3.21, R(maxx)x∈X
est compatible avec

upx, donc, pour chaque horloge x, il existe une valuation wx ∈ upx(w) ∩ Rx. Nous définissons
maintenant la valuation w′ en posant

w′(y) = wy(y) pour chaque horloge y.

De par la définition d’une mise à jour, il vient tout de suite que w′ ∈ up(w). Nous montrons aussi
que w′ ∈ R′. En effet, pour chaque horloge y, w′(y) = wy(y) ∈ I

(y)
y = I ′y. Il reste à montrer que la
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suite (frac(w′(x)))x∈X vérifie les conditions données par le préordre ≺′. Dans ce but, il est suffisant
de montrer que le préordre ≺′ (qui est a priori donné par la valuation v′) peut être défini à partir
de ≺ et de la suite (≺(x))x∈X .

À partir des constructions données dans le lemme 3.17, qui peuvent être étendues pour prouver
le lemme 3.21, il est facile de vérifier que le préordre ≺′ peut être calculé comme suit.

Soit X ′ une copie disjointe de l’ensemble d’horloges X. Nous commençons par définir une suite
(≺(x))x∈X de préordres sur l’ensemble X ∪ X ′. Intuitivement, ≺(x) est obtenu à partir de ≺(x) en
remplaçant simplement l’horloge x par sa copie x′. Formellement,

∀y, z ∈ X \ {x}, y ≺(x) z si y ≺(x) z

∀y ∈ X \ {x}, y ≺(x) x′ si y ≺(x) x

∀y ∈ X \ {x}, x′ ≺(x) y si x ≺(x) y

Nous définissons ensuite ≺ comme l’union de tous les ≺(x). Il est clair que ≺ est encore un préordre
sur X ∪ X ′. Maintenant, ≺′ peut être obtenu à partir de ≺ en commençant par le restreindre à
X ′ × X ′ puis en transformant chaque horloge x′ en sa copie x. Le préordre ≺′ peut donc être
calculé à partir des préordres ≺ et (≺(x))x∈X , donc comme (frac(w(x)))x∈X vérifie le préordre ≺
et chaque (frac(wx(y)))y∈X vérifie le préordre ≺(x), nous obtenons que (frac(w′(x)))x∈X vérifie le
préordre ≺′. Nous en concluons que la valuation w′ est dans R′.

Nous avons donc montré que si R′ ∈ ûp(R), alors pour toute valuation w ∈ R, il existe une
valuation w′ ∈ up(w) ∩ R′, ce qui correspond à la condition (3.3). �

À partir du théorème 3.12 et des propositions 3.16 et 3.22, nous obtenons immédiatement le théo-
rème qui suit, qui est notre principal résultat (effectif) concernant la décidabilité des automates
temporisés avec mises à jour lorsque nous nous restreignons à des contraintes non diagonales.

Théorème 3.23 Soient :

– C ⊆ Cdf (X) un ensemble fini de contraintes d’horloges non diagonales,

– pour chaque horloge x, une constante maxx telle que pour toute contrainte x ∼ c de
C, nous avons c ≤ maxx,

– U ⊆ U(maxx)x∈X
un ensemble fini de mises à jour.

Alors la classe Aut(C,U) est décidable.

En pratique, étant donné un automate temporisé A, il serait intéressant de pouvoir savoir s’il existe
des constantes (maxx)x∈X telles que l’ensemble des mises à jour de A soient dans U(maxx)x∈X

et
pour toute contrainte x ∼ c de A, c ≤ maxx. Nous allons décrire une procédure permettant de
répondre à cette question.

Comment savoir si un automate appartient à une classe décidable ?

Soient C ⊆ Cdf (X) un ensemble de contraintes non diagonales et U ⊆ U(X) un ensemble de mises
à jour tels que

up =
∧

x∈X

upx ∈ U =⇒ pour tout x, upx ∈ {detx, infx, supx, intx} où : (♦df )
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detx ::= x := c | x := z + d avec c ∈ N, d ∈ Z et z ∈ X

infx ::= x :� c | x :< z + d | infx ∧ infx avec �∈ {<,≤}, c ∈ N, d ∈ Z et z ∈ X

supx ::= x :� c | x :> z + d | supx ∧ supx avec �∈ {>,≥}, c ∈ N, d ∈ Z et z ∈ X

intx ::= x :∈ (c; d) | x :∈ (c; z + d) | x :∈ (z + c; d) | x :∈ (z + c; z + d)

où ( et ) sont soit [ soit ], z est une horloge et c, d sont dans Z.

Nous souhaitons déterminer à quelles conditions il existe des constantes (maxx)x∈X telles que
U ⊆ U(maxx)x∈X

et C compatible avec R(maxx)x∈X
.

Si le système Diophantien d’inéquations linéaires sur les variables (maxx)x∈X

{c ≤ maxx | x ∼ c ∈ C ou x :∼ c ∈ U} ∪ {maxz ≤ maxy + c | z :∼ y + c ∈ U} (Sdf )

a une solution, alors U ⊆ U(maxx)x∈X
et C est compatible avec R(maxx)x∈X

, donc, dans ce cas, la
classe d’automates Aut(C,U) est décidable (d’après le théorème 3.23). De plus, si (maxx)x∈X est
solution du système, et si A ∈ Aut(C,U), alors nous pouvons décider du vide de L(A) grâce à
l’automate des régions ΓR(maxx)x∈X

(A) (proposition 3.11).

Si toutes les constantes c apparaissant dans les mises à jour x :∼ y + c sont positives ou nulles, le
système (Sdf ) admet toujours une solution. Sinon, grâce aux résultats de [Dom91], il est possible
de décider de l’existence d’une telle solution.

Ce qui précède donne donc une procédure permettant de décider si un automate appartient à une
classe décidable ou pas. Si c’est le cas, cela nous permet de calculer un ensemble de régions R
« adapté » à l’automate, c’est-à-dire tel que L(ΓR(A)) = Untime(L(A)). Cet ensemble de régions
nous sera utile dans le chapitre 8, dans lequel nous proposerons un algorithme implémentable
pour tester l’accessibilité dans ces automates.

Remarque : Nous avons montré dans la partie 3.2 qu’utiliser des mises à jour de la forme z := z−1
même avec des contraintes non diagonales conduit à l’indécidabilité du problème du vide. Nous
devons donc noter que, heureusement, ce n’est pas en contradiction avec notre construction car
il nous faudrait alors résoudre un système d’équations comprenant l’équation maxz ≤ maxz − 1.
Bien évidemment, un tel système ne peut pas avoir de solution.

Complexité. Une région comme définie à la page 55 peut être codée en espace polynômial. En
effet, pour chaque horloge, il suffit de stocker au maximum deux entiers (les bornes de l’intervalle
où se trouve cette horloge), et pour chaque couple d’horloges, leur ordre relatif pour le préordre
définissant la région. Le test du vide pour l’automate des régions est donc PSPACE, donc celui
de l’automate initial aussi car l’automate des régions peut être construit à la volée. Comme cette
classe d’automates temporisés contient tous les automates temporisés classiques, nous avons que
le problème du vide pour les automates, qui appartiennent à une classe décidable décrite ci-avant,
est PSPACE-dur (voir la partie 2.3.2) et donc PSPACE-complet.

3.3.3 Classes décidables - Automates avec contraintes générales

Nous nous intéressons maintenant à la classe d’automates temporisés avec des contraintes d’hor-
loges générales. Comme nous l’avons remarqué juste après la proposition 3.16, les contraintes
diagonales ne sont pas compatibles avec les ensembles de régions que nous avons définis dans la
partie précédente. En effet, si nous revenons à l’exemple 3.15 (page 56), la région correspondant
aux équations x > 3 ∧ y > 2 n’est incluse ni dans x − y ≤ 1, ni dans x − y > 1. Il nous faut donc
définir de nouveaux ensembles de régions.
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Définition des régions

Nous considérons pour chaque couple d’horloges de X, (x, y), une constante entière max(y, z) et
nous définissons l’ensemble

Jy,z = {] −∞;−maxz,y[}
∪ {[d] | −maxz,y ≤ d ≤ maxy,z}
∪ {]d; d + 1[ | −maxz,y ≤ d < maxy,z}
∪ {]maxy,z; +∞[}

La région définie par l’uplet R = ((Ix)x∈X , (Jx,y)x,y∈X ,≺) où

– ∀x ∈ X, Ix ∈ Ix,
– ∀(y, z) ∈ X∞, Jy,z ∈ Jy,z où X∞ = {(y, z) ∈ X2 | Iy ou Iz est non borné},
– ≺ est un préordre total sur X0 = {x ∈ X | Ix est un intervalle de la forme ]c, c+1[}.

est le sous-ensemble de TX tel que :
| ∀x ∈ X, v(x) ∈ Ix,|

v ∈ TX | ∀x, y ∈ X0, x ≺ y ⇐⇒ frac(v(x)) ≤ frac(v(y)),|
| ∀(y, z) ∈ X∞, v(y) − v(z) ∈ Jy,z|


L’ensemble fini R(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X

de tous ces sous-ensembles de TX forme une partition de
TX . Par une preuve similaire a celle du lemme 3.14, il est facile de vérifier que cet ensemble vérifie
aussi la condition (3.2), i.e. que le lemme suivant est vérifié :

Lemme 3.24 L’ensemble R(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X
est un ensemble de régions.

Exemple 3.25 Supposons que nous ayons uniquement deux
horloges, x et y, et que les constantes maximales soient maxx =

3, maxy = 2, maxx,y = 1 et maxy,x = 0. Alors l’ensemble
des régions associées à ces constantes est décrit sur le figure à
droite. La région grise est définie par Ix =]3; +∞[, Iy =]2; +∞[

et −1 < y − x < 0 (i.e. Jy,x est ] − 1; 0[).
0 1 2 3 x

1

2

y

Notons que les ensembles de régions dans le cas des contraintes non diagonales peuvent apparaître
comme des cas particuliers des ensembles de régions que nous venons de décrire en étendant la
définition précédente à des constantes maxx,y qui valent −∞. Nous appellerons ces ensembles des
ensembles de régions non diagonaux.

Compatibilité avec les contraintes générales

Encore une fois, la compatibilité de cet ensemble de régions avec des ensembles de contraintes est
facile et immédiate à obtenir.

Proposition 3.26 Soit C ⊆ C(X) un ensemble de contraintes tel que pour toute contrainte x ∼ c de
C, c ≤ maxx et pour toute contrainte x − y ∼ c de C, −maxy,x ≤ c ≤ maxx,y. Alors l’ensemble de
régions R(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X

est compatible avec C.
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Compatibilité avec les mises à jour

Comme dans le cas des contraintes non diagonales, nous introduisons maintenant un ensemble de
mises à jour, qui dépend des constantes (maxx)x∈X et (maxy,z)y,z∈X et qui sera compatible avec
l’ensemble des régions que nous venons juste de définir.

Notons que, de par les résultats d’indécidabilité de la partie 3.2, nous devons restreindre de ma-
nière drastique l’ensemble des mises à jour que nous utilisons si nous voulons préserver la décida-
bilité du modèle.

Exemple 3.27 Si nous considérons la mise à jour y := y + 1 et
l’ensemble de régions décrit sur la figure à droite, les images de
la région R1 par y := y + 1 sont les régions R1, R2 et R3. Mais
nous ne pouvons pas atteindre la région R1 (respectivement R2,
respectivement R3) de n’importe quel point de la région R1.
Ainsi, cet ensemble de régions n’est pas compatible avec la mise
à jour y := y + 1. 0 1 2 3 x

1

2

y R3

R2

R1

Définition 3.28 Soient (maxx)x∈X , (maxy,z)y,z∈X des constantes entières. L’ensemble

U(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X

est constitué des mises à jour de la forme up =
∧

x∈X upx où, pour chaque horloge x ∈ X, upx est
une mise à jour locale de l’une des formes suivantes :

– x :� c avec �∈ {=, <,≤}, c ∈ N, c ≤ maxx

et, pour toute horloge y, maxy ≥ c + maxy,x

– x := y avec y ∈ X, et maxx ≤ maxy

et, pour toute horloge z, maxz,x ≤ maxz,y, maxx,z ≤ maxy,z

Dans le cadre des automates temporisés avec contraintes générales, la compatibilité entre les mises
à jour et les régions est donnée par le résultat suivant.

Proposition 3.29 Soient (maxx)x∈X , (maxy,z)y,z∈X des constantes entières. L’ensemble des régions
R(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X

est compatible avec l’ensemble des mises à jour U(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X
.

PREUVE : Comme dans le cas des automates temporisés avec contraintes non diagonales, nous
allons commencer par étudier le cas particulier des mises à jour simples.

Supposons que R = ((Ix)x∈X , (Jx,y)x,y∈X ,≺) où ≺ est un préordre total sur X0 et que up est une
mise à jour simple pour z. Alors la région R′ = ((I ′x)x∈X , (J ′

x,y)x,y∈X ,≺′) (où ≺′ est un préordre
total sur X ′

0) est dans ûp(R) si et seulement si

– I ′x = Ix pour toute horloge x �= z,
– J ′

x,y = Jx,y pour toutes les horloges x, y �= z et :

si up est z : ∼ c : I ′z peut être n’importe quel intervalle de Jz qui intersecte {γ ∈ T | γ ∼ c} et
• soit I ′z est de la forme [d] et alors

– X ′
0 = X0 \ {z},

– ≺′=≺ ∩(X ′
0 × X ′

0),
– X ′

∞ = {(x, y) ∈ X∞ | (x �= z ∧ y �= z)} ∪ {(z, y) | Iy =]maxy,∞[}
∪{(x, z) | Ix =]maxx,∞[)}

et pour tout couple (x, y) ∈ X ′
∞ :
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· J ′
x,y = Jx,y si x �= z et y �= z

· J ′
x,z =]maxx,z,∞[.

Remarque : Si v est une valuation telle que maxx < v(x) et v(z) � c avec �∈ {=, <,≤},

alors nous avons que maxx − c < v(x) − v(z). Ainsi, de l’hypothèse maxx ≥ c + maxx,z, nous

obtenons maxx,z < v(x) − v(z).

· J ′
z,y =] −∞,−maxz,y[.

Remarque : Si v est une valuation telle que maxy < v(y) et v(z) � c avec �∈ {=, <,≤}, nous

avons que v(z) − v(y) < c − cy. Ainsi, de l’hypothèse maxy ≥ c + maxz,y, nous obtenons que

v(z) − v(y) < −maxz,y.

• soit I ′z est de la forme ]d; d + 1[ et donc
– X ′

0 = X0 ∪ {z},
– ≺′ est un préordre total quelconque sur X ′

0 qui coïncide avec ≺ sur X ′
0 \ {z},

– X ′
∞ = {(x, y) ∈ X∞ | (x �= z ∧ y �= z)} ∪ {(z, y) | Iy =]maxy,∞[}

∪{(x, z) | Ix =]maxx,∞[}
et pour tout couple (x, y) ∈ X ′

∞,
· J ′

x,y = Jx,y si x �= z et y �= z,
· J ′

x,z =]maxx,z,∞[,
· J ′

z,y =] −∞,−maxz,y[.

si up est z : = y : Définissons tout d’abord I ′z.
– si Iy = [d], I ′z = [d] où d ≤ maxz, I ′z =]maxz,∞[ sinon
– si Iy =]d, d + 1[, I ′z =]d, d + 1[ où d < cz, I ′z =]maxz,∞[ sinon
– si Iy =]maxy,∞[, I ′z =]maxz,∞[ (par hypothèse, maxz ≤ maxy)
Maintenant,
• soit I ′z est de la forme [d] (et donc Iy = [d] par ce qui précède)

– X ′
0 = X0 ∪ {z},

– ≺′=≺ ∩(X ′
0 × X ′

0),
– X ′

∞ = {(x, x′) ∈ X∞ | (x �= z ∧ x′ �= z)} ∪ {(z, x′) | Ix′ =]maxx′ ,∞[}
∪{(x, z) | Ix =]maxx,∞[}

et pour tout couple (x, x′) ∈ X ′
∞,

· J ′
x,x′ = Jx,x′ si x �= z et x′ �= z

· J ′
z,x′ est l’unique intervalle de Jz,x′ qui contient Jz,x′ .

Remarquons que l’unicité provient de l’hypothèse que maxz,x′ ≤ maxy,x′

· J ′
x,z est l’unique intervalle de Jx,z qui contient Jx,z.

Remarquons que l’unicité provient de l’hypothèse que maxx,z ≤ maxx,y

• soit I ′z est de la forme ]d; d + 1[ (et donc Iy =]d, d + 1[)
– X ′

0 = X0 ∪ {z},
– ≺′ est n’importe quel préordre total sur X ′

0 qui coïncide avec ≺ sur X ′
0 \ {z} et tel que

z ≺′ y et y ≺′ z,
– L’ensemble X ′

∞ et les intervalles J ′
x,x′ sont définis comme dans le cas précédent I ′z = [d].

• soit I ′z est de la forme ]maxz,∞[
– X ′

0 = X0 \ {z},
– ≺′=≺ ∩(X ′

0 × X ′
0),

– X ′
∞ = X∞ ∪ {(x, z), (z, x) | x ∈ X} et J ′

x,x′ = Jx,x′ si x �= z et x′ �= z. Le calcul de J ′
z,x

(et J ′
x,z) nécessite de distinguer plusieurs cas qui dépendent de la forme de Ix et Iy.
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1. si Ix = [f ], Iy = [g], alors

J ′
z,x =


[g − f ] si − maxx,z ≤ g − f ≤ maxz,x

]maxz,x,∞[ si maxz,x < g − f

] −∞,−maxx,z[ si g − f < −maxx,z

2. si Ix = [f ], Iy =]g; g + 1[, alors

J ′
z,x =


]g − f − 1; g − f [ si − maxx,z ≤ g − f − 1 < maxz,x

]maxz,x,∞[ si maxz,x ≤ g − f − 1
] −∞,−maxx,z[ si g − f − 1 < −maxx,z

3. si Ix = [f ], Iy =]maxy,∞[, alors
J ′

z,x est l’unique intervalle de Jz,x qui contient Jy,x.
Remarque : L’unicité provient de l’hypothèse que maxz,x ≤ maxy,x et maxx,z ≤ maxx,y.

4. si Ix =]f ; f + 1[, Iy = [g], ce cas est identique aux deux cas ci-dessus.
5. si Ix =]f ; f + 1[, Iy =]g; g + 1[, alors
(a) si x ≺ z ∧ y ≺ x, alors

J ′
z,x =


[g − f ] si − maxx,z ≤ g − f ≤ maxz,x

]maxz,x,∞ si maxz,x < g − f

] −∞,−maxx,z[ si g − f < −maxx,z

(b) si x ≺ z ∧ z �≺ x, alors

J ′
z,x =


]g − f ; g − f + 1[ si − maxx,z ≤ g − f < maxz,x

]maxz,x,∞[ si maxz,x ≤ g − f

] −∞,−maxx,z[ si g − f < −maxx,z

(c) si x �≺ z ∧ z ≺ x, alors

J ′
z,x =


]g − f − 1; g − f [ si − maxx,z ≤ g − f − 1 < maxz,x

]maxz,x,∞[ si maxz,x ≤ g − f − 1
] −∞,−maxx,z[ si g − f − 1 < −maxx,z

6. si Ix =]f ; f + 1[, Iy =]maxy;∞[, ce cas est identique aux trois cas précédents.
7. si Ix =]maxx;∞[, ce cas est identique aux trois cas précédents.

En utilisant cette construction, il est facile de montrer, d’une manière similaire à la preuve du
lemme 3.17, que la condition (3.3) est vérifiée lorsque nous considérons des mises à jour simples.

L’extension aux mises à jour de U ⊆ U(maxx)x∈X ,(maxy,z)y,z∈X
(sous l’hypothèse de la proposition)

est obtenue en utilisant la même technique que celle de la proposition 3.22. �

Notre résultat principal effectif concernant la décidabilité du modèle des automates temporisés
avec contraintes générales est donné par le théorème suivant. Sa preuve provient directement du
théorème 3.12 et des propositions 3.26 et 3.29.

Théorème 3.30 Soient :
– C ⊆ C(X) un ensemble fini de contraintes d’horloges générales,

– pour chaque horloge x, une constante maxx telle que pour toute contrainte x ∼ c de
C, nous avons c ≤ maxx,

– pour chaque couple d’horloges (x, y) une constante maxx,y telle que pour toute
contrainte x − y ∼ c de C, nous avons c ≤ maxx,y,

– U ⊆ U(maxx)x∈X ,(maxx,y)x,y∈X
un ensemble fini de mises à jour.

Alors la classe Aut(C,U) est décidable.
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0 1 2 3 x

1

2

y

R1 R2 R3 R4 R0

Exemple 3.31 Considérons les régions dessinées sur la figure de
gauche. Nous souhaitons calculer les successeurs par la mise à jour
x :< 2 de la région R0. Les quatre successeurs sont dessinés sur la
figure. Leurs équations sont :

– Région R1 : I ′
x = [0] et I ′

y =]2; +∞[

– Région R2 : I ′
x =]0; 1[, I ′

y =]2; +∞[ et Jy,x =]1; +∞[

– Région R3 : I ′
x = [1] et I ′

y =]2; +∞[

– Région R4 : I ′
x =]1; 2[, I ′

y =]2; +∞[ et Jy,x =]1; +∞[

La condition que nous imposons sur les constantes maximales re-
vient à dire que les droites diagonales de l’ensemble de régions
n’intersectent pas l’union des régions R1, R2, R3 et R4.

En pratique, comme dans le cas des automates temporisés avec contraintes non diagonales, il
serait utile de pouvoir décider, étant donné un automate temporisé, s’il appartient ou pas à une
des classes décidables décrites dans le théorème précédent. Nous allons décrire une procédure qui
permet de répondre à cette question.

Comment savoir si un automate appartient à une classe décidable ?

Soient C ⊆ C(X) un ensemble fini de contraintes générales et U ⊆ U(X) un ensemble fini de mises
à jour telles que :

up =
∧

x∈X upx ∈ U =⇒ ∀x ∈ X, upx ∈ {x := c, x :< c, x :≤ c | c ∈ N}
∪ {x := y | y ∈ X} (♦gen)

Nous cherchons à savoir s’il existe des constantes (maxx)x∈X et (maxx,y)x,y∈X telles que

U ⊆ U(maxx)x∈X ,(maxx,y)x,y∈X

et C compatible avec R(maxx)x∈X ,(maxx,y)x,y∈X
.

Si le système Diophantien d’inéquations linéaires suivant (les variables de ce système sont α =
((maxx)x∈X ; (maxx,y)x,y∈X)) :

{c ≤ maxx | x ∼ c ∈ C}
∪ {c ≤ maxx,y | x − y ∼ c ∈ C}
∪ {c ≤ maxx, maxz ≥ c + maxz,x | x :< c ou x :≤ c ou x := c ∈ U , et z ∈ X}
∪ {maxx ≤ maxy, maxz,y ≥ maxz,x, maxx,z ≤ maxy,z | x := y ∈ U et z ∈ X}

(Sgen)

a une solution, alors U ⊆ Uα et C est compatible avec Rα. La classe Aut(C,U) est alors décidable
(théorème 3.30). De plus, si α est solution de ce système, et si A ∈ Aut(C,U), nous pouvons
décider du vide de L(A) grâce à l’automate des régions ΓRα

(A).

Il est facile de constater que le système (Sgen) a toujours une solution. Nous obtenons donc le
théorème suivant :

Théorème 3.32 Soient C ⊆ C(X) un ensemble de contraintes générales et U un ensemble de mises à
jour défini comme dans (♦gen). Alors la classe d’automates temporisés Aut(C,U) est décidable.

En outre, résoudre le système (Sgen) permet de calculer un ensemble de régions « adapté » à l’au-
tomate, ceci nous sera utile dans le chapitre 8 lorsque nous proposerons un algorithme implémen-
table pour tester l’ accessibilité des automates temporisés qui font partie d’une classe décidable.
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Complexité. Comme dans le cas non diagonal, une région peut être codée en espace polynômial
(deux entiers pour chaque horloge, puis deux autres entiers pour chaque couple d’horloges). Donc,
par un raisonnement similaire à celui fait dans le cas non diagonal, le problème du vide pour
les classes décidables décrites ci-avant d’automates temporisés avec contraintes générales est un
problème PSPACE-complet.

3.3.4 Conclusion et discussion

Lors de cette étude, nous avons délimité de manière assez fine les classes décidables et indéci-
dables. Nous résumons ces résultats dans le tableau 3.4.

Contraintes non diagonales Contraintes générales

x := c, x := y PSPACE-complet
x := x + 1 PSPACE-complet
x := y + c Indécidable
x := x − 1 Indécidable

x :< c

PSPACE-complet

PSPACE-complet
x :> c

Indécidable
x :∼ y + c

y + c <: x :< y + d

y + c <: x :< z + d Indécidable

avec ∼ ∈ {≤, <,>,≥} et c, d ∈ Q+.

Tableau 3.4: Résultats de décidabilité

Ce tableau donne la limite entre les sous-classes décidables et les sous-classes indécidables des
automates temporisés avec mises à jour. Nous n’avons pas précisé les conditions dont nous avons
parlé auparavant pour ne pas surcharger l’écriture, nous avons plutôt voulu donner une vision
globale des résultats de décidabilité.

Remarque : Soient α = ((maxx)x∈X , (maxy,z)y,z∈X) des constantes entières. Il existe des mises à
jour qui n’appartiennent pas à Uα mais qui sont cependant compatibles avec l’ensemble de régions
Rα . C’est par exemple le cas pour les mises à jour suivantes :

– z := y + c lorsque maxz ≤ maxy + c et pour chaque horloge x, maxx,z ≤ maxx,y − c

et maxz,x ≤ maxy,x + c,

– z :> c lorsque c ≤ maxz et pour chaque horloge x, maxz −maxx ≥ maxz,x.

Nous n’avons pas considéré ces mises à jour dans notre étude, car les conditions sous lesquelles
nous obtenons la décidabilité sont assez restrictives. En outre, il serait toujours possible de raffiner
encore et encore les classes pour obtenir d’autres sous-classes décidables. La solution est alors,
lorsque nous avons un modèle qui utilise des mises à jour non répertoriées dans « nos » classes
décidables, de calculer à la main un ensemble de régions qui convient.

Discussion. Les points suivants nous semblent devoir être particulièrement soulignés car ils
contredisent ce qu’il est possible et légitime de penser avant une étude plus précise.
– La nature des contraintes (diagonales ou pas) joue un rôle fondamental, ce qui constitue une

différence majeure avec les automates temporisés classiques, dans lesquels les contraintes dia-
gonales n’apportent pas d’expressivité au modèle.

– La décrémentation et l’incrémentation ne jouent pas du tout un rôle semblable.
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– De même, les mises à jour y + c <: z :< y + d et x + c :< z :< y + d conduisent à des résultats
différents.

3.4 Expressivité

Maintenant que nous avons terminé l’étude de la décidabilité de notre modèle, il apparaît assez
naturel et intéressant d’étudier l’expressivité des sous-classes décidables que nous avons dégagées.
Nous allons comparer ces sous-classes décidables aux automates temporisés classiques avec et sans
ε-transitions.

Afin de pouvoir comparer ces différentes modèles, nous avons besoin d’outils de comparaison.
Nous présentons ceux qui nous seront utiles dans la partie qui suit.

3.4.1 Plusieurs équivalences sur les automates temporisés

Équivalence de langages.

Deux automates temporisés sont dits équivalents (pour les langages) s’ils acceptent les mêmes
langages temporisés. Nous étendons cette définition aux familles d’automates en disant que deux
familles d’automates Aut1 et Aut2 sont équivalentes si tout automate d’une des classes est équi-
valent à un automate de l’autre classe. Nous écrivons dans ce cas Aut1 ≡	 Aut2.
Par exemple, nous avons déjà vu que pour les automates temporisés classiques, les contraintes dia-
gonales peuvent être remplacées par des contraintes non diagonales. Avec le formalisme proposé
ici, cela s’écrit simplement

Aut(Cdf (X),U0(X)) ≡	 Aut(C(X),U0(X))

où nous rappelons que U0(X) est l’ensemble des remises à zéro des horloges.

Systèmes de transitions et similarité.

Nous présentons en toute généralité les systèmes de transitions étiquetés, puis nous définirons la
notion de similarité avant de décrire les systèmes de transitions temporisés.

Définition 3.33 Un système de transitions est un 4-uplet T = (S,Γ, s0,−→) où S est un ensemble
d’états, Γ est un alphabet, s0 ∈ S est l’état initial et −→⊆ S × Γ × S est un ensemble de transitions.

La similarité [Par81, Mil89] est une notion plus forte que l’inclusion de langages. Elle définit pas
à pas une correspondance entre deux systèmes de transitions. Un système de transitions T =
(S,Γ, s0,−→) simule un système de transitions T ′ = (S′,Γ, s′0,−→′) s’il existe une relation �⊆
S × S′ telle que :

INITIALISATION : ∀s0 ∈ S0, ∃s′0 ∈ S′
0 t.q. s0 � s′0

PROPAGATION :
(TRANSFERT)

si s1 � s′1 et s1
e−−→ s2 alors il existe s′2 ∈ S′

t.q. s′1
e−−→ s′2 et s2 � s′2

Une telle relation � est appelée une (relation de) simulation. Si la relation �−1 définie par

x �−1 y ⇐⇒ y � x

est aussi une simulation, alors nous disons que � est une (relation de) bisimulation.
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Systèmes de transitions temporisés.

Les systèmes de transitions temporisés sont alors vus comme des cas particuliers de systèmes de
transitions.

Définition 3.34 Un système de transitions temporisé sur l’alphabet Σ et le domaine de temps T est
un système de transitions T = (S,Γ, s0,−→) où Γ est l’ensemble Σε ∪ {ε(d) | d ∈ T} et la relation de
transitions −→ vérifie les propriétés suivantes :

– DÉTERMINISME TEMPOREL : pour tous les états s, s′, s′′ de S et pour tout d ∈ T, si s
ε(d)−−−→ s′ et

s
ε(d)−−−→ s′′, alors s′ = s′′.

– ADDITIVITÉ DU TEMPS : pour tous les états s, s′′ de S et pour tous d1, d2 ∈ T, si s
ε(d1+d2)−−−−−−−→ s′′, alors

il existe s′ ∈ S tel que s
ε(d1)−−−−→ s′ et s′

ε(d2)−−−−→ s′′.

– ATTENTE DE 0 : pour tous les états s, s′ ∈ S, s
ε(0)−−−→ s′ si et seulement si s = s′.

Les trois conditions que nous venons de décrire sont classiques lorsque l’on considère des algèbres
de processus comme TCCS [Yi90, Yi91]. Notons que la définition précédente n’impose pas que les
systèmes de transitions temporisés aient un nombre fini d’états.

Si T est un tel système de transitions temporisé, une exécution dans T est une suite de transitions
consécutives

s0
α1−−→ s1

α2−−→ s2 . . .

où pour tout i > 0, si−1
αi−−→ si est une transition de T . Une exécution d’attente est une suite de

transitions
s0

α1−−→ s1
α2−−→ s2 . . .

αn−−−→ sn

telle que n ≥ 0, pour tout 1 ≤ i ≤ n, αi = ε ou bien αi = ε(di) pour un certain di ∈ T.

Exemple 3.35 Considérons le système de transitions temporisé ({s0, s1}, {a, ε} ∪ {ε(d) | d ∈ R+}, s0,−→)

où les transitions sont s0
ε(0)−−−→ s0, s0

a−−→ s1, s1
ε(0)−−−→ s1, s1

ε(1)−−−→ s1 et s1
ε−−→ s0. Il peut être représenté

schématiquement comme sur la figure 3.5. Ce système de transitions permet par exemple de faire l’exécution
suivante :

s0
ε(0)−−−→ s0

a−−→ s1
ε(1)−−−→ s1

ε(0)−−−→ s1
ε(1)−−−→ s1

ε−−→ s0

s0 s1ε(0)

ε(1)

ε(0)

a

ε

Figure 3.5: Exemple de système de transitions temporisé

Si T = (S,Γ, s0,−→) est un système de transitions temporisé, nous définissons le système de
transitions abstrait associé à T par Tabs = (S,Γ, s0,=⇒) où

s
a=⇒ s′ ⇐⇒ a �= ε et il existe s′′ ∈ S, s

ε−−→∗
s′′

a−−→ s′

s
ε(d)
=⇒ s′ ⇐⇒


il existe une exécution d’attente

s = s0
α1−−→ s1

α2−−→ s2 . . .
αn−−−→ sn = s′

telle que d =
∑

{di | αi = ε(di)}
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où la relation ε−−→∗
représente la clôture réflexive et transitive de ε−−→. Le système de transitions Tabs

fait abstraction des actions silencieuses de T . La relation ε−−→∗
correspond donc à

ε(0)
=⇒. Remarquons

aussi que la relation a=⇒ abstrait uniquement les actions silencieuses qu’il est possible de faire
avant l’action a.

Comme un système de transitions temporisés n’est qu’un cas particulier d’un système de transi-
tions, la notion de similarité définie ci-dessus s’applique.

Similarité forte et faible.

Un automate temporisé avec mises à jour A = (Q,X,Σε, I, F,R, T ), définit deux systèmes de
transitions temporisés :
– le système de transitions T (A) = (Q × TX ,Σε, T, (q0,0),−→) où la relation de transitions −→

est définie par :{
(q, v)

ε(d)−−−→ (q, v + d)
(q, v) a−−→ (q′, v′) s’il existe q

g,a,up−−−−−→ q′ ∈ T t.q. v |= g et v′ ∈ up(v)

– le système de transitions abstrait Tabs(A) défini comme précédemment à partir de T (A).
Bien sûr, si A est un automate temporisé sans ε-transitions, T (A) et Tabs(A) sont identiques.

Un automate temporisé avec mises à jour A simule fortement un autre automate temporisé avec
mises à jour B, ce que nous notons A �s B, si T (A) simule T (B). Nous disons que A et B sont
fortement bisimilaires (ce que nous notons A ≡s B) s’il existe une relation de bisimulation ≡ telle
que T (A) ≡ T (B).

Un automate temporisé avec mises à jour A simule faiblement3 un autre automate temporisé avec
mises à jour B, ce que nous notons A �w B, si Tabs(A) simule Tabs(B). Nous disons que A et B sont
faiblement bisimilaires (ce que nous notons A ≡w B) s’il existe une relation de bisimulation ≡ telle
que Tabs(A) ≡ Tabs(B).

Remarque : Bien évidemment, deux automates fortement bisimilaires sont aussi faiblement bisi-
milaires. Si une bisimulation préserve les états finals et répétés, alors deux automates fortement
ou faiblement bisimilaires sont équivalents pour les langages.

Soient A un automate temporisé et λ une constante. Nous notons λA l’automate temporisé dans
lequel toutes les constantes qui apparaissent sont multipliées par λ. La preuve du lemme suivant
est immédiate et est semblable à celle du lemme 4.1 page 15 dans [AD94].

Lemme 3.36 Soient A et B deux automates temporisés et λ ∈ Q+ une constante. Alors

A �w B ⇐⇒ λA �w λB et A �s B ⇐⇒ λA �s λB

Ce lemme permet, comme dans le cas du test du vide, de nous restreindre aux automates tempo-
risés où toutes les constantes qui apparaissent sont entières.

Maintenant que nous nous sommes donnés des outils de comparaison pour les automates tem-
porisés, nous allons comparer les classes décidables d’automates temporisés avec la classe des
automates temporisés classiques. Nous commençons par montrer que les classes décidables d’au-
tomates temporisés sont strictement plus expressives que les automates temporisés classiques.
Nous montrerons ensuite qu’elles ne sont en fait pas beaucoup plus expressives que les automates
temporisés, mais qu’elles permettent une représentation plus compacte de certains systèmes.

3Notons que cette définition de simulation faible diffère de la définition usuelle car, comme nous l’avons dit au-dessus,
la relation de transition a

=⇒ abstrait uniquement les actions silencieuses qui peuvent être effectuées avant les actions, alors
que, dans la définition classique, la relation de transition utilisée abstrait toutes les actions silencieuses, c’est-à-dire celles
qui peuvent être faites avant ou après une action.
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3.4.2 Notre modèle est plus expressif

Considérons l’automate temporisé A avec ε-transitions suivant :

q0 q1

x = 1
a

x := 0
0 < x < 1, b

x = 1, ε, x := 0

Il est possible de montrer, voir [BDGP98], qu’aucun automate temporisé classique sans ε-transition
ne reconnaît le langage temporisé L accepté par A. Ce langage peut être décrit par :

(ai, ti)i≥1 ∈ L ⇐⇒ ∀i ≥ 1,


ti = i et ai = a

ou
ti ∈]i − 1; i[ et ai = b

Nous pouvons représenter une exécution de l’automate comme sur le schéma qui suit :
a

0 1

a b

2

b

3 4

a

Des a peuvent être réalisés à chaque unité de temps sauf si un b a eu lieu dans l’unité de temps
qui précède.

Ce langage est reconnu par l’automate temporisé B avec mises à jour suivant :

q2

1 < x < 2
b

x := x − 1

x = 2
a

x := 1

Le résultat est même plus fort que cela : A et B sont faiblement bisimilaires. Considérons par
exemple la relation

R = {((q0, v), (q2, v + 1)) | v ∈ T{x}} ∪ {((q1, v), (q2, v)) | v ∈ T{x}}

Il est très aisé de voir que R est une bisimulation.

Nous avons vu précédemment que la décrémentation nous entraîne dans des classes indécidables.
Cependant, dans ce cas précis, l’horloge x est bornée par 1, donc nous allons pouvoir transformer
l’automate B en un automate appartenant à une classe décidable. Considérons donc l’automate D
suivant :

p0 p1 p2 p3

1 < x < 2
x = y − 1

, b, y :< 1

1 < y < 2
y = x − 1

, b, x :< 1

1 < y < 2, b, x :< 1

1 < x < 2, b, y :< 1

x = y − 1
x = 2

, a, x := 1

y = 2
y = x − 1

, a, y := 1

x = 2, a, x := 1

y = 2, a, y := 1



72 Chapitre 3. Les automates temporisés avec mises à jour

Nous allons montrer que D accepte bien le langage L.

PREUVE : Nous commençons par décrire « informellement » ce que fait l’automate D. Nous ne
pouvons arriver dans les états p0 et p3 qu’après avoir lu un a et nous ne pouvons arriver dans les
états p1 et p2 qu’après avoir lu un b. Lorsque nous arrivons dans l’un des états p0 ou p3, les valeurs
de x et de y valent toutes les deux 1 (c’est facile à vérifier en regardant les transitions d’entrée
dans ces états). Rester dans ces états permet donc bien de faire des a à un rythme de un toutes les
unités de temps. En outre, il est possible de quitter ces états pour aller soit dans l’état p1, soit dans
l’état p2 en faisant une action b avant la fin de l’unité de temps courante.

Revenons maintenant à notre preuve. Nous transformons l’automate B de la manière suivante.
Nous lui rajoutons un état-puits q3 avec comme unique transition menant à q3, la transition

q2
0<x<1, b−−−−−−−→ q3. Nous notons Bm l’automate résultant de cette transformation. Il peut être dessiné

comme sur la figure qui suit.

q2

1 < x < 2
b

x := x − 1

x = 2
a

x := 1

q3

0 < x < 1, b

Nous définissons alors la relation R par :

R = {(q2, α), (p0, (α + 1, α + 1)) | 0 ≤ α ≤ 1} ∪ {(q2, α), (p3, (α + 1, α + 1)) | 0 ≤ α ≤ 1}
∪ {((q2, α), (p2, (α + 1, α))) | 0 < α ≤ 1} ∪ {((q2, α), (p1, (α, α + 1))) | 0 < α ≤ 1}
∪ {((q3, α), (p2, (β, α))) | α > 0 et β �= α + 1} ∪ {((q3, α), (p2, (α, β))) | α > 0 et β �= α + 1}

Les rôles de p0 et p3 sont symétriques (il suffit d’inverser x et y). Les rôles de p1 et p2 sont symé-
triques aussi.
La propriété de transfert est vérifiée de manière évidente au niveau de p0 (donc aussi au niveau
de p3). Elle n’est pas beaucoup plus compliquée au niveau de p1 et de p2. La relation R est donc
bien une relation de bisimulation qui rend les automates D et Bm bisimilaires. En outre, B et Bm

reconnaissent bien évidemment le même langage. �

3.4.3 Expressivité des mises à jour déterministes

Les mises à jour simples déterministes ont été définies dans la partie 3.1.1. Nous ne les rappelons
pas ici. Si U est un ensemble de mises à jour simples déterministes, nous notons u(U) l’ensemble
des mises à jour qui s’écrivent

∧
x∈X upx avec upx ∈ U pour tout x.

Nous nous intéressons tout d’abord aux automates temporisés avec ce type de mises à jour. Le
résultat suivant est souvent considéré comme un résultat « folklorique » connu de tous. Cependant,
il est difficile d’en trouver une preuve dans la littérature. Nous en proposons une ici.

Théorème 3.37 Soit C ⊆ C(X) un ensemble de contraintes d’horloges et soit

U ⊆ u ({x := d | x ∈ X et d ∈ N} ∪ {x := y | x, y ∈ X})

Soit A ∈ Autε(C,U). Alors il existe B dans Autε(C(X),U0(X)) tel que A ≡s B.
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PREUVE : Nous décomposons la preuve en plusieurs étapes en commençant par éliminer les mises
à jour du type x := y, puis nous éliminerons les mises à jour du type x := d.

Première étape, éliminer les mises à jour du type x := y.

Soit A = (Q,X,Σε, I, F,R, T ) un automate temporisé dans Aut(C,U). Nous construisons un auto-
mate temporisé B = (Q′,X,Σε, I

′, F ′, R′, T ′) dans Aut(C(X),U ′) (où U ′ est égal à
u ({x := d | x ∈ X et d ∈ N})) tel que A ≡s B.

Supposons que X = {x1, . . . , xn}. Nous avons alors :

– Q′ = Q × XX ,
– I ′ = I × {Id} où Id est la fonction identité de X,
– F ′ = F × XX

– R′ = R × XX .

De manière intuitive, dans un état (q, σ) (avec q ∈ Q et σ ∈ XX), la valeur de l’horloge x est
mémorisée par l’horloge σ(x). Il nous reste à définir l’ensemble T ′ des transitions de B.

Nous considérons une transition q
g,a,up−−−−−→ q′ de A et un état (q, σ) de B. Nous associons à up la

fonction up définie par up(x) vaut d si x := d fait partie de la mise à jour up, vaut y si x := y fait
partie de la mise à jour up, vaut x dans tous les autres cas.

Dans B, il y aura une transition

(q, σ)
g′,a,up′

−−−−−−→ (q′, σ′)

telle que :

– Si up(x) ∈ X, alors σ′(x) = σ ◦ up(x). Si up(x) �∈ X, cela est un peu plus compliqué. Il y
a certaines horloges non utilisées (c’est-à-dire qu’elles ne correspondent pas à un σ′(x) déjà
défini). Nous piochons alors parmi ces horloges non utilisées pour définir les σ′(x) qui nous
restent à définir, c’est-à-dire les σ′(x) pour lesquels up(x) �∈ X. Plus formellement, nous pouvons
écrire que

#{x ∈ X | up(x) ∈ X} ≥ #{up(x) | x ∈ X et up(x) ∈ X}

donc nous pouvons considérer une injection ι de l’ensemble {x ∈ X | up(x) �∈ X} dans l’en-
semble X \{up(x) | x ∈ X et up(x) ∈ X} et nous pouvons alors poser σ′(x) = ι(x) si up(x) �∈ X.

– g′ est définie par g[x ← σ(x)]
– up′ est défini par

∧
x∈X et up(x) 	∈X σ′(x) := up(x)

Nous définissons la relation R sur (Q × TX) × ((Q × XX) × TX) par

{((q, v̂), ((q, σ), v)) | q ∈ Q, σ ∈ Y X , v ∈ TY , v̂ ∈ TX et v̂ = v ◦ σ}

La construction a été faite pour que R soit bien une bisimulation.

Nous allons illustrer la construction précédente par un exemple de transformation d’un automate
en éliminant les mises à jour de la forme x := y.

Exemple 3.38 Considérons par exemple l’automate sur la figure de gauche ci-dessous :
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p q

ψ, b, y := 0

p q

ϕ, a

p q

ϕ, a

p q

ψ, b, x := 0

Ax,y = A Ax,x
[y ∼ c ← x ∼ c]

Ay,y

[x ∼ c ← y ∼ c]

Ay,x

[x ∼ c ← y ∼ c]
[y ∼ c ← x ∼ c]

A

ϕ, a ϕ, a

ψ, b

y := 0

ψ, b

x := 0

p q

ψ, b, y := 0

ϕ, a, x := y

La construction décrite dans la preuve précédente pour l’automate A est dessinée sur la figure de droite. Ces
deux automates sont fortement bisimilaires.

Deuxième étape : éliminer les mises à jour du type x := d.
Soit A un automate temporisé de Aut(C,U) où U ⊆ u(U ′) avec U ′ = {x := d | d ∈ N}. Nous
construisons un automate B dans Aut(C,U0(X)) fortement bisimilaire à A.
Pour tout x, nous notons cx la plus grande constante c apparaissant dans A dans une mise à jour
x := c. Pour chaque uplet α = (αx)x∈X tel que pour tout x, αx ≤ cx, nous construisons une copie
de l’automate A que nous notons Aα. Intuitivement, dans l’automate Aα, la valeur de l’horloge x

vaudra ce qu’elle devrait valoir dans A moins la quantité αx (α apparaît comme un décalage des
horloges par rapport à ce qu’elles devraient valoir dans l’automate initial).
Si q

g,a,up−−−−−→ q′ est une transition de A, alors pour chaque α, il y aura une transition qα
gα,a,upα−−−−−−−→

q′α′ où :

– gα = g[x ← x + αx],
– upα = up[x := 0 à la place de x := c],
– α′

x = c si x := c mise à jour de up, α′
x = αx sinon.

Il y a un nombre fini d’uplets α = (αx)x∈X tels que pour tout x, αx ≤ cx. Donc nous ne construisons
qu’un nombre fini de copies de l’automate initial. Nous notons B l’union de tous ces automates
Aα. De manière évident, B est dans Aut(C,U0(X)).

Nous définissons la relation R entre les états du système de transitions associé à A et ceux du
système de transitions associé à B comme suit :

(q, v)R(qα, vα) ⇐⇒ v = vα + α

La relation R est trivialement une bisimulation. Ceci conclut la preuve. �

Nous allons donner un exemple de transformation pour la deuxième étape de la preuve.

Exemple 3.39 Considérons l’automate A dessiné ci-dessous, à gauche. La construction précédente donne
l’automate dessiné ci-dessous, à droite (ici, nous n’avons besoin que de deux copies de l’automate car la
constante maximale pour x est 1 alors que celle pour y est 0).
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p q

y > 0, a, x := 1

x − y < 2, b, y := 0

A

p(0,0) q(0,0)

y > 0, a, x := 1

A(1,0)

p(1,0) q(1,0)

y > 0, a, x := 1

x − y < 2, b, y := 0

A(0,0)

x − y < 1,

b,

y := 0

Nous allons maintenant considérer les mises à jour déterministes sans restriction et généraliser
le résultat précédent à ces mises à jour. Contrairement à ce qui précède et à ce que les résultats
folkloriques peuvent laisser penser, nous allons devoir nous restreindre à des contraintes non
diagonales. Nous verrons pourquoi après. Notons que le résultat suivant n’est plus ce que nous
pourrions appeler un « résultat folklorique ». D’ailleurs, sa preuve est plus compliquée que les
preuves précédentes.

Théorème 3.40 Soient C ⊆ Cdf (X) un ensemble de contraintes non diagonales et

U ⊆ u ({x := d | x ∈ X et d ∈ N} ∪ {x := y + d | x, y ∈ X et d ∈ Z})

un ensemble de mises à jour déterministes tels que le système (Sdf ) associé à C et à U ait une solution.
Soit A ∈ Aut(C,U). Alors il existe B ∈ Aut(Cdf (X),U0(X)) tel que A ≡s B.

PREUVE : Soit A un automate temporisé de Aut(C,U). Nous construisons un automate tempo-
risé B dans Aut(C(X),U ′) où U ′ ⊆ u ({x := d | x ∈ X et d ∈ N} ∪ {x := y | x, y ∈ X}) qui sera
fortement bisimilaire à A. Il suffira alors d’appliquer le théorème 3.37 pour conclure la preuve.

Nous considérons les constantes (maxx)x∈X solutions du système (Sdf ) de la page 61 pour l’auto-
mate A. Pour chaque α = (αx)x∈X ∈ ZX tel que pour tout x, αx ≤ maxx + 1, pour chaque état q

de A, nous construisons une copie qα de q. Intuitivement, dans l’état qα, la valeur de l’horloge x

vaudra ce qu’elle devrait valoir dans l’état q moins la quantité αx (α apparaît comme un décalage
des horloges par rapport à ce qu’elles devraient valoir dans l’automate initial).

Si q
g,a,up−−−−−→ q′ est une transition de A, alors, nous créons une transition qα

gα,a,upα−−−−−−−→ q′α′ , pour
chaque α, avec :

– gα = g[x ← x + αx],
– upα = up[x := y à la place de x := y + c],

– α′
x =
{

αy + c si x := y + c mise à jour de up

0 si x := c mise à jour de up
Si la valeur de α′

x ainsi calculée vérifie α′
x > maxx, alors réaffecter maxx + 1 à α′

x.
Nous disons que α′ est obtenu à partir de α de manière élémentaire via la mise à
jour up.

Le nombre d’uplets α = (αx)x∈X ∈ ZX tels que pour tout x, αx ≤ maxx +1 est infini. Nous avons
donc construit pour chaque état q, un nombre infini de copies. Cependant, nous montrons que, à
partir des états initiaux indicés par (0, . . . , 0), seulement un nombre fini de tels états est accessible.

Il suffit de montrer que l’ensemble des α tels qu’un état qα est accessible est minoré.
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Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe une suite d’uplets (α(i))i≥0 telle que α(0) =
(0, . . . , 0), pour tout i, α(i+1) soit obtenue à partir de α(i) de manière élémentaire à partir d’une
mise à jour upi et la suite (α(i)

x )i≥0 tende vers −∞ (pour un x donné). Par définition de U , chaque
upi peut s’écrire sous la forme :∧

x∈X1

x := dx ∧
∧

x∈X2

cx<0

x := yx + cx ∧
∧

x∈X3

cx≥0

x := yx + cx

avec X1, X2 et X3 des ensembles disjoints. Nous posons alors

up′i :=
∧

x∈X2

cx<0

x := yx + cx

et nous définissons la suite (β(i))i≥0 par :{
β0 = α0

β(i+1) est obtenu de manière élémentaire à partir de β(i) en utilisant up′i

Il est alors facile de vérifier que la suite (β(i))i≥0 est décroissante non stationnaire (pour l’ordre
naturel sur les uplets) car (α(i)

x )i≥0 tend vers −∞ pour un x donné. Notons alors U =
⋃

i≥0 Ui.

Soit z1 une horloge telle que la suite (β(i)
z1 )i≥0 tende vers −∞. Il existe au moins une mise à jour

de la forme z1 := z2 + c1 dans U (donc avec c1 < 0) telle que la suite (β(i)
z2 )i≥0 tende aussi vers

−∞. De cette manière, nous pouvons construire une suite d’horloges (zp)p≥1 telle que :

– il y a une mise à jour zp := zp+1 + cp dans U (avec cp < 0),
– pour tout p ≥ 1, la suite (β(i)

zp )i≥0 tend vers −∞.

L’ensemble des horloges étant fini, il existe p < q tels que zp = zq. Cependant, les constantes
(maxx)x∈X sont solutions du système (Sdf ) de la page 61 et ce système comprend en particulier
les inéquations

maxzp
≤ maxzp+1 + cp avec cp < 0

...
maxzq−1 ≤ maxzq

+ cq−1 avec cq−1 < 0

Nous obtenons donc en particulier que la constante maxzp
= maxzq

doit vérifier maxzp
< maxzp

,
ce qui est bien entendu impossible.

Nous en déduisons donc que l’ensemble des états qα accessibles est fini. Nous notons alors B
l’automate que nous venons de construire. Cet automate appartient à Aut(C(X),U ′).

Nous définissons la relation R comme suit entre les états du système de transitions associé à A et
ceux du système de transitions associé à B :

(q, v)R(qα, vα) ⇐⇒
{

v et vα + α sont équivalentes pour l’équivalence des régions R(maxx)x∈X

v(x) ≤ maxx =⇒ v(x) = vα(x) + αx pour tout x ∈ X

Nous allons montrer que R est une bisimulation.

Supposons que (q, v)R(qα, vα) et que (q, v) a−−→ (q′, v′). Cela signifie qu’il existe une transition
q

g,a,up−−−−−→ q′ dans A telle que v ∈ g et v′ = up(v). Dans l’automate que nous avons construit, il y a
une transition qα

gα,a,upα−−−−−−−→ q′α′ . Posons v′
α′ = upα(vα) et montrons que (q′, v′)R(q′α′ , v′).
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• si x est telle que x := c fait partie de up, alors x := c fait aussi partie de upα, donc v′
α′(x) = c =

v′(x) et α′
x = 0.

• si x est telle que x := y + c fait partie de up, alors x := y fait partie de upα,
– Supposons que v′(x) ∈ Ix avec Ix ≤ maxx (c’est-à-dire que Ix =]d − 1; d[ ou [d] avec d ≤

maxx). Nous voulons montrer que v′(x) = v′
α′(x) + α′

x. Pour cela, calculons

v′
α′(x) + α′

x = vα(y) + α′
x car x := y fait partie de upα

Nous distinguons deux cas :

1. Si α′
x ≤ maxx, alors nous obtenons que

v′
α′(x) + α′

x = vα(y) + αy + c

Or, (q, v)R(qα, vα) et v(y) ≤ maxy (car v′(x) = v(y) + c ≤ maxx et maxx ≤ maxy + c),
donc

v′
α′(x) + α′

x = v(y) + c = v′(x)

2. Si α′
x > maxx, alors cela signifie que αy + c > maxx. Or,

v′(x) = v(y) + c = vα(y) + αy + c > maxx

Ceci n’est bien entendu pas possible car nous avons supposé que v′(x) ≤ maxx.

– Supposons que v′(x) > maxx. Nous distinguons deux cas :

1. si α′
x > maxx, alors v′

α′(x) + α′
x > maxx

2. si α′
x ≤ maxx, alors v′

α′(x) + α′
x = vα(y) + αy + c. Nous distinguons encore une fois deux

cas :

(i) si vα(y) + αy ≤ maxy, alors

v′
α′(x) + α′

x = v(y) + c = v′(x) > maxx

(ii) si vα(y)+αy > maxy, alors comme maxx ≤ maxy +c, nous obtenons que v′
α′(x)+α′

x >

maxx.

Dans tous les cas, nous avons que v′
α′(x) + α′

x > maxx, ce que nous voulions.
– le changement entre up et upα conserve l’ordre relatifs des parties fractionnaires

Tout cela permet de montrer que (q′, v′)R(q′α′ , v′
α′). La réciproque est identique.

Nous avons donc bien exhibé une relation de bisimulation entre A et B. �

Remarque : Considérant les automates du théorème 3.40 dans lesquels nous autorisons aussi
les contraintes diagonales, nous avons vu dans la partie 3.2 que nous tombions alors dans une
classe indécidable. Il est intéressant de se poser la question de savoir à quel endroit de la preuve
précédente, l’hypothèse sur les contraintes non diagonales est fondamentale. Pour pouvoir n’avoir
qu’un nombre fini de copies de chaque état, nous réaffectons la valeur maxx +1 à α′

x lorsque la
valeur calculée est plus grande que maxx +1. Cette réaffectation ne change en rien la véracité des
contraintes non-diagonales, mais peut changer celle de certaines contraintes diagonales.

Exemple 3.41 Là encore, nous considérons un exemple simple. Les deux automates de la figure 3.6 sont
fortement bisimilaires, celui de droite résulte de la construction décrite dans la preuve précédente en prenant
comme automate de départ celui de gauche et les constantes maximales maxx = 0 et maxy = 1.
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p q

y > 1, a, x := y + 1

b, y := 0

p(1,0) q(1,0)

y > 1, a, x := y

b, y := 0

p(0,0) q(0,0)

b, y := 0

y > 1, a, x := y

Figure 3.6: Deux automates fortement bisimilaires

3.4.4 Expressivité des mises à jour non déterministes

Pour le cas des mises à jour non déterministes, nous commençons par rappeler le langage considéré
dans la partie 3.4.2. Ce langage n’est reconnu par aucun automate temporisé classique. Il est donc
vain d’espérer obtenir une bisimulation forte entre les automates temporisés avec mises à jour non
déterministes et les automates temporisés classiques.

Nous nous focalisons sur la similarité faible. Comme il va apparaître, les constructions que nous
faisons ne sont pas très simples et assez techniques. Nous commençons par traiter le cas des
automates temporisés avec contraintes non diagonales. Nous étudierons le cas général plus tard.

Construction pour des contraintes non diagonales.

Nous proposons une forme normale pour les automates temporisés avec contraintes non diago-
nales. Soient (maxx)x∈X des constantes entières. Dans ce qui suit, nous nous restreignons aux
contraintes x ∼ c telles que c ≤ maxx. Comme dans la partie 3.3.2, nous posons :

Ix = {[c] | 0 ≤ c ≤ maxx} ∪ {]c; c + 1[| 0 ≤ c < maxx} ∪ {]maxx,∞[}

Une contrainte d’horloges g est dite totale si ϕ est une conjonction
∧

x∈X(x ∈ Ix) où pour toute
horloge x, Ix est dans Ix. Chaque contrainte bornée par les constantes (cx)x∈X est équivalente à
une disjonction de contraintes totales.

Nous définissons aussi

I ′
x = {]c; c + 1[| 0 ≤ c < maxx} ∪ {]maxx,∞[}

Une mise à jour upx pour l’horloge x est dite élémentaire si elle est de l’une des formes suivantes :
– x :∈ Ix avec Ix ∈ Ix,
– x := y + c ∧ x :∈ I ′x avec I ′x ∈ I ′

x et maxx ≤ maxy + c,

–
(∧

y∈H x :< y + c ∧ x :∈ I ′x

)
avec H ⊆ X, I ′x ∈ I ′

x et ∀y ∈ H, maxx ≤ maxy + c,

–
(∧

y∈H x :> y + c ∧ x :∈ I ′x

)
avec H ⊆ X, I ′x ∈ I ′

x et ∀y ∈ H, maxx ≤ maxy + c.

Une mise à jour élémentaire upx est compatible avec une contrainte totale
∧

x∈X(x ∈ Ix) si :

– Iy + c ⊆ I ′x si upx est x := y + c ∧ x :∈ I ′x,
– pour tout y ∈ H, Iy + c ⊆ I ′x si upx est ((

∧
y∈H x :∼ y + c) ∧ x :∈ I ′x) et I ′x = Ix.
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Définition 3.42 Soient (maxx)x∈X des constantes entières et A un automate temporisé de la classe
Aut(Cdf (X),U(X)). Nous disons que A est sous forme normale pour les constantes (maxx)x∈X si
pour chaque transition q

g,a,up−−−−−→ q′ de A, nous avons :
– g est une contrainte totale,
– up =

∧
x∈X upx avec pour tout horloge x, upx est une mise à jour élémentaire compatible avec g.

En appliquant les règles classiques du calcul propositionnel et en découpant les transitions, nous
obtenons la forme normale suivante pour les automates temporisés avec contraintes non diago-
nales (rappelons que nous nous restreignons aux mises à jour définies par (♦df ), page 60).

Proposition 3.43 Soient C un ensemble de contraintes non diagonales et U un ensemble de mises à
jour engendré par la grammaire (♦df ). Nous supposons que le système (Sdf ) admet comme solution
(maxx)x∈X . Alors tout automate temporisé de Aut(C,U) est fortement bisimilaire à un automate de
Aut(Cdf (X),U(X)) sous forme normale pour les constantes (maxx)x∈X .

Nous pouvons maintenant établir notre principal résultat concernant l’expressivité des automates
temporisés avec contraintes non diagonales :

Théorème 3.44 Soient C un ensemble de contraintes non diagonales et U un ensemble de mises à
jour engendré par la grammaire (♦df ). Nous supposons que le système (Sdf ) a une solution. Soit
A ∈ Aut(C,U). Il existe un automate B ∈ Autε(Cdf (X),U0(X)) tel que B �w A et A ≡	 B.

Avant d’écrire la preuve de ce théorème, nous considérons deux petits exemples pour permettre
de mieux comprendre la construction qui sera faite dans la preuve.

Exemple 3.45 Considérons l’automate suivant :

x < 2, a, x :< 1 x = 1, b

Le langage reconnu par cet automate est {(a, t)(b, t′) | 0 ≤ t < 2 et 0 < t′ − t < 1}.
L’automate précédent peut être faiblement simulé par l’automate, qui ne contient plus que des mises à jour
déterministes, suivant :

x < 2, a, zx := 0 zx < 1, ε, x := 1 x = 1, b

La mise à jour non déterministe du premier automate a été remplacée ici par une ε-transition. L’horloge zx

qui a été rajoutée représente la partie fractionnaire de x et veille donc à ce que celle-ci ne dépasse pas 1.

Exemple 3.46 Considérons maintenant l’automate suivant :

y < 1, a

x :< y ∧ y := 0

x = 2, b

Le langage reconnu par cet automate est {(a, t)(b, t′) | t < 1 et t′ > 2}.
Une première idée de preuve, fausse, serait de faire la même chose que précédemment, à savoir :

y < 1, a

zx := 0 ∧ y := 0

zx < 1, ε

x := 1 ∧ zx := 0

x = 2, b
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Cet automate n’est pas correct, il reconnaît par exemple le mot (a, 0.5)(b, 1.8) alors que ce mot n’est pas
accepté par le premier automate.
L’idée est alors de rajouter une nouvelle horloge, wx,y qui aura comme rôle de se souvenir que, lorsque x a
été initialisée, elle était plus petite que y. Nous construisons alors l’automate suivant :

y < 1, a

zx := 0 ∧ wx,y := zy ∧ y := 0

wx,y > 1 ∧ zx < 1, ε

x := 1 ∧ zx := 0

x = 2, b

Il est facile de vérifier que cet automate reconnaît le même langage que le premier automate.

PREUVE : Grâce au lemme 3.36 et à la proposition 3.43, nous pouvons supposer que toutes
les constantes qui apparaissent dans A sont entières et que A est sous forme normale pour les
constantes (maxx)x∈X .
Une horloge x est dite fixée si la dernière mise à jour qui a changé la valeur de x était de la forme
x := c ou (x := y + c ∧ x :∈ I ′x) où y était une horloge fixée, Une horloge est dite flottante si elle
n’est pas fixée. La terminologie « flottante » provient du fait qu’une horloge flottante a sa valeur
dans un intervalle connu ]d; d + 1[, mais nous ne connaissons pas sa valeur précise.
La transformation que nous allons faire consiste à construire plusieurs copies de l’automate initial
A, en ajoutant quelques horloges, en transformant les transitions et enfin en rajoutant quelques
ε-transitions entre les différentes copies des automates.

Horloges supplémentaires.
Pour chaque horloge x de X, nous définissons une horloge zx qui va intuitivement représenter la
partie fractionnaire de x.
Pour chaque couple d’horloges (x, y) de X2, nous définissons également deux horloges wx,y et
w′

x,y qui vont servir à comparer les parties fractionnaires de x et y.
Soit X l’ensemble de ces 2|X|2 horloges supplémentaires. Nous verrons leurs rôles précis le long
de la construction.

Duplication de l’automate original.
Considérons un sous-ensemble Y de X, correspondant intuitivement aux horloges flottantes et un
ordre partiel ≺ sur Y , représentant les positions relatives des parties fractionnaires des horloges
de Y .
De plus, pour chaque horloge y de Y , nous définissons l’intervalle Iy, de la forme ]d; d + 1[ avec
0 ≤ d < maxy auquel la valeur de y va appartenir.
Enfin, nous considérons un sous-ensemble Z de X, dont le rôle sera expliqué ultérieurement.

Pour chaque triplet τ = ((Iy)y∈Y ,≺, Z), nous construisons alors une copie Aτ de l’automate A,
dans laquelle est ajoutée à la contrainte de chaque transition la contrainte∧

y∈Y

y ∈ Iy ∧
∧

x∈X

zx < 1

Un certain nombre de contraintes de l’automate ainsi construit peuvent être trivialement équiva-
lentes à « Faux ». Les transitions correspondantes peuvent alors être effacées.
Nous notons T l’ensemble de tous les triplets τ .

Horloges fixées.
Lorsque la partie fractionnaire d’une horloge fixée atteint la valeur 1, le calcul ne change pas de
copie d’automate. Pour cela, dans chaque copie Aτ avec τ = ((Iy)y∈Y ,≺, Z), nous ajoutons sur
chaque état, et pour chaque horloge x ∈ X \ Y , une boucle étiquetée par zx = 1, ε, zx := 0.

Horloges flottantes.
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Il est possible de fixer certaines horloges flottantes en utilisant une ε-transition. Bien entendu, cela
ne peut se faire que pour les horloges flottantes maximales pour le préordre de la copie considérée
(les horloges maximales doivent atteindre la borne supérieure de leur intervalle avant les autres
horloges flottantes, c’est tout l’intérêt du préordre). Formellement, soit Aτ avec τ = ((Iy)y∈Y ,≺
, Z) et soit M l’ensemble des éléments maximaux de ≺. Pour tout état q de Aτ , nous construisons
une ε-transition vers la copie de q de l’automate Aτ ′ où τ ′ = ((Iy)y∈Y ′ ,≺′, Z ′) avec

Y ′ = Y \ M

≺′=≺ ∩(Y ′ × Y ′)

Z ′ = Z \ {wx,y, w′
x,y | x ∈ M}

Cette ε-transition est étiquetée par la contrainte∧
x∈M, wx,y∈Z

(wx,y ≥ 1) ∧
∧

x∈M, w′
x,y∈Z

(w′
x,y < 1) ∧

∧
y∈Y

(zy < 1)

et par la mise à jour ∧
y∈M

y := sup(Iy)

où sup(Iy) représente la borne supérieure de Iy, c’est-à-dire d + 1 si Iy =]d; d + 1[.
L’existence d’une horloge wx,y (respectivement w′

x,y) montre qu’une mise à jour de la forme
x :< y + c (respectivement x :> y + c) a été effectuée précédemment. La contrainte wx,y ≥ 1
(respectivement w′

x,y < 1) assure que nous avons bien simulé une telle mise à jour.

Modification des transitions.
Nous considérons une copie Aτ avec τ = ((Iy)y∈Y ,≺, Z) et une transition (qτ , g, a, up, q′τ ) de
cette copie. Cette transition va être remplacée par une transition (qτ , g, a, ûp, q′bτ ) où q′bτ est l’état
correspondant à q′τ dans une autre copie Abτ avec τ̂ = (Îy)y∈bY , ≺̂, Ẑ) qui va être spécifié un peu
plus tard.
Les éléments Ŷ , (Îy)y∈bY , ≺̂ et ûp vont être construits inductivement en considérant les uns après
les autres les mises à jour upx qui interviennent dans up (l’ordre dans lequel ils vont être traités
n’importe pas).
La nouvelle mise à jour ûp sera uniquement constituée de mises à jour de la forme x := c ou
x := y + c. Initialement, nous posons Ŷ = Y , Îy = Iy pour tout y ∈ Y , ≺̂ =≺, ûp = ∅ et Ẑ = Z.

Avant de lister les différentes mises à jour, expliquons le rôle de l’ensemble Z qui n’a été que
brièvement révélé jusqu’à présent. Supposons que l’horloge x soit remise à jour par x :< y + c où
y est une horloge fixée. Alors l’horloge x devient flottante. Nous utilisons l’horloge zx pour stocker
la partie fractionnaire de x, nous la mettons à zéro à ce moment. Il nous faut aussi garder en
mémoire la valeur courante de la partie fractionnaire de y, stockée pour l’instant dans zy. Comme
zx doit rester inférieure à zy, zy doit atteindre 1 avant zx. Bien sûr, si l’horloge y n’est pas remise à
jour, il va être possible de tester ceci grâce à zy, mais si y est remise à jour avant que zy n’atteigne
1, l’ancienne valeur de zy va être perdue. Nous rajoutons alors l’horloge wx,y à l’ensemble Z et
nous posons wx,y := zy. L’horloge wx,y va garder en mémoire l’ancienne valeur de zy quoi qu’il
advienne de y. La propriété qui nous restera à vérifier est donc wx,y ≥ 1. Le rôle des horloges w′

x,y

est semblable, sauf qu’elles sont utilisées pour les mises à jour de la forme x :> y + c où y est une
horloge fixée. La condition « zx atteint 1 avant zy » est testée grâce à w′

x,y < 1. L’exemple 3.46
illustre l’utilisation de ces horloges.

Comme annoncé, nous listons les différents cas possibles pour les mises à jour :

• si upx est égal à x := c alors nous devons juste considérer x comme devenant fixée :
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Ŷ ← Ŷ \ {x}, Ẑ ← Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}, ûp ← ûp ∧ x := c ∧ zx := 0

• si upx est égal à x :∈ I ′x :

1. si I ′x =]cx; +∞[, alors

Ŷ ← Ŷ \ {x}, Ẑ ← Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}, ûp ← ûp ∧ x := cx + 1 ∧ zx := 0

2. si I ′x =]c; c + 1[, alors

Ŷ ← Ŷ ∪ {x}, Ẑ ← Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}, ≺̂ devient un préordre total

quelconque compatible avec ≺̂ sur Ŷ \ {x}, ûp ← ûp ∧ zx := 0

– si upx est égal à x := y + c ∧ x :∈ I ′x, alors :

1. si y �∈ Y ,

– Ŷ ← Ŷ \ {x},

– Ẑ ← Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}

– ûp ← ûp ∧ x := y + c ∧ zx := zy

2. si y ∈ Y ,

– si I ′x est borné,

· Ŷ ← Ŷ ∪ {x},

· Ẑ ← Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X},

· x≺̂y et y≺̂x,

· Îx = I ′x,

· ûp ← ûp ∧ zx := xy

– si I ′x n’est pas borné, i.e. I ′x =]cx; +∞[,

· Ŷ ← Ŷ \ {x},

· Ẑ ← Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X},

· ûp ← ûp ∧ x := cx + 1 ∧ zx := zy

• si upx est
(∧

y∈H x :< y + c
)
∧ x :∈ I ′x, nous posons H1 = H ∩ Y et H2 = H \ Y et

– si I ′x est borné,

· Ŷ = Ŷ ∪ {x},

· Ẑ = (Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}) ∪ {wx,y | y ∈ H2},

· x≺̂y et ŷ�≺x si y ∈ H1,

· ûp ← ûp ∧ zx := 0 ∧
∧

y∈H2
wx,y := zy.

– si I ′x est ]cx; +∞[,

· Ŷ = Ŷ \ {x},

· Ẑ = (Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}),

· ûp ← ûp ∧ x := cx + 1 ∧ zx := 0.

• si upx est
(∧

y∈H x :> y + c
)
∧ x :∈ I ′x, nous posons H1 = H ∩ Y et H2 = H \ Y et

– si I ′x est borné,

· Ŷ = Ŷ ∪ {x},

· Ẑ = (Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}) ∪ {w′

x,y | y ∈ H2},

· y≺̂x et x̂�≺y si y ∈ H1,
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· ûp ← ûp ∧ zx := 0 ∧
∧

y∈H2
w′

x,y := zy.

– si I ′x est ]cx; +∞[,

· Ŷ = Ŷ \ {x},

· Ẑ = (Ẑ \ {wx,y, w′
x,y | y ∈ X}),

· ûp ← ûp ∧ x := cx + 1 ∧ zx := 0.

Il nous reste à montrer que ce gros automate que nous venons de construire simule faiblement
l’automate initial et que, en outre, il reconnaît le même langage. En plus, nous utiliserons le
théorème 3.37 pour conclure. Il faudra donc vérifier que ses hypothèses sont bien vérifiées dans
notre construction.

Nous allons maintenant proposer une relation R qui est une simulation. Grossièrement, un état de
l’automate original va être en relation avec toutes les copies de cet état dans les différentes copies
de cet automate. L’ensemble des états du système de transitions de A est Q × TX alors que celui
de B est

{qτ | q ∈ Q et τ ∈ T} × TX∪{zx|x∈X}∪Z

Nous définissons la relation � par

� =



| ∀y ∈ Y, v(y) ∈ Iy et 0 ≤ v′(zy) ≤ 1,|
| ∀y ∈ X \ Y, soit v(y) = v′(y) soit (v(y) > cy et v′(y) > cy),|
| y1 ≺ y2 =⇒ frac(v(y1)) ≤ frac(v(y2)),((qτ , v′), (q, v)) |
| wx,y ∈ Z =⇒ frac(v(x)) < v′(wx,y)|
| et w′

x,y ∈ Z =⇒ frac(v(x)) > v′(w′
x,y).


Il est assez facile mais fastidieux de montrer que � est une simulation et que l’automate construit
reconnaît le même langage que l’automate initial.

L’automate construit n’a que des mises à jour déterministes et des contraintes non diagonales,
nous pouvons utiliser le théorème 3.37. Ceci termine donc la preuve du théorème 3.44. �

Exemple 3.47 Considérons l’automate temporisé très simple suivant :

p q

ψ, b, x := d

ϕ, a, x :> c

La transformation que nous venons de présenter dans la preuve construit l’automate dessiné sur la figure 3.7
qui suit (pour simplifier, nous ne dessinons pas les horloges wx,y et w′

x,y car aucune n’est nécessaire ici).
La construction que nous venons de présenter souffre d’une explosion combinatoire assez importante, nous ne
dessinons donc là qu’une petite partie de l’automate résultant, celle-ci étant suffisante pour la compréhension
de la construction.

Construction pour des contraintes générales.

Comme dans ce qui précède, nous définissons une forme normale pour les automates temporisés
avec contraintes générales. Nous reprenons les définitions de Ix, I ′

x, Jx,y précédemment vues.
Nous dirons qu’une contrainte générale∧

x∈X

x ∈ Ix ∧
∧

x,y∈X

x − y ∈ Jx,y
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p q

ψ, b, x := d

p q

Inv(zx < 1)

ϕ, a, zx := 0
zx < 1, ε,

x := α + 1
zx < 1 ∧ ψ,

b, x := d

ϕ, a, x := α avec α > cϕ, a, x := cmax + 1

Ax∈]α;α+1[

avec c < α ≤ cmax

A

[x ∼ e ← Vrai/Faux]

Figure 3.7: Élimination des mises à jour non déterministes

est totale si pour tout x, Ix ∈ Ix et pour toutes les horloges x, y ∈ X, Jx,y ∈ Jx,y. Nous dirons
aussi qu’une mise à jour pour l’horloge x, upx, est strictement élémentaire si elle est de l’une des
formes suivantes :

– x := c avec 0 ≤ c ≤ cx,
– x :∈ I ′′x avec I ′′x ∈ I ′′

x (I ′′
x désigne l’ensemble {]c; c + 1[| 0 ≤ c <

maxx}),
– (x := y ∧ x :∈ I ′x) avec I ′x ∈ I ′

x.

Une mise à jour strictement élémentaire upx est compatible avec une contrainte totale∧
x∈X

x ∈ Ix ∧
∧

x,y∈X

x − y ∈ Jx,y

si Iy ⊆ I ′x dès que upx est x := y ∧ x :∈ I ′x.

Définition 3.48 Soient ((maxx)x∈X , (maxx,y)x,y∈X) des constantes et A un automate temporisé de
Aut(C(X),U(X)). Il est dit en forme normale pour les constantes ((maxx)x∈X , (maxx,y)x,y∈X) si
pour toute transition

g,a,up−−−−−→ q′ de A, nous avons :

– g est une contrainte totale,
– up =

∧
x∈X upx avec pour tout horloge x, upx est une mise à jour élémentaire compa-

tible avec g.
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En appliquant les règles classiques du calcul propositionnel et en découpant les transitions, nous
obtenons la forme normale suivante pour les automates temporisés avec contraintes générales
(rappelons que nous nous restreignons aux mises à jour définies par (♦gen) de la page 66).

Proposition 3.49 Soient C un ensemble de contraintes générales et U un ensemble de mises à jour
engendré par la grammaire (♦gen). Nous supposons que le système (Sgen) admet comme solution
((maxx)x∈X , (maxx,y)x,y∈X). Alors tout automate de Aut(C,U) est fortement bisimilaire à un auto-
mate de Aut(C(X),U(X)) sous forme normale pour les constantes ((maxx)x∈X , (maxx,y)x,y∈X).

Lorsque nous nous intéressons aux sous-classes décidables des automates temporisés utilisant
des contraintes générales, nous devons fortement restreindre les mises à jour que nous utilisons.
Comme l’établit le théorème suivant, ces classes sont encore faiblement bisimilaires à des auto-
mates temporisés classiques qui utilisent des ε-transitions.

Théorème 3.50 Soient C un ensemble de contraintes générales et U un ensemble de mises à jour
engendré par la grammaire (♦gen). Soit A un automate de Aut(C,U). Alors il existe un automate B
dans Autε(C(X),U0(X)) tel que B �w A et A ≡	 B.

La preuve de ce théorème est très semblable à la preuve du théorème 3.44, et même plus simple
car nous n’avons aucune mise à jour non déterministe qui implique deux horloges (c’est-à-dire des
mises à jour de la forme x :∼ y + c avec ∼ ∈ {<,≤,≥, >}). Nous ne la détaillons pas ici.

3.4.5 Résumé des résultats d’expressivité

Dans cette partie, nous avons montré les résultats d’expressivité résumés dans le tableau 3.8 (TA
représente la classe Aut(C(X),U0(X)) alors que TAε représente la classe Autε(C(X),U0(X)). Le
symbole >	 signifie « strictement plus expressifs » (d’un point de vue des langages)).

Contraintes non diagonales Contraintes générales

x := c, x := y ≡s TA
x := x + 1 ≡s TA

Turing
x := y + c

x :< c, x :≤ c

TAε

>	 TA, TAε

x :> c, x :≥ c

x :∼ y + c Turing
(y+)c <: x :< (y+)d

avec ∼ ∈ {<,≤,≥, >} et c, d ∈ Q+

Tableau 3.8: Résultats d’expressivité

Le modèle des automates temporisés avec mises à jour n’est donc pas beaucoup plus expressif que
le modèle des automates temporisés classiques. La transformation qui permet de construire un
automate temporisé classique à partir d’un automate temporisé avec mises à jour souffre cepen-
dant d’une explosion combinatoire énorme : les mises à jour apparaissent comme une manière de
représenter de manière plus synthétique certains systèmes. Il est évidemment possible qu’il existe
des constructions beaucoup plus simples que celles que nous avons proposées ici. Néanmoins, les
exemples préliminaires 3.45 et 3.46 ainsi que l’exemple 3.47 laissent à penser que des construc-
tions beaucoup plus simples n’existent pas. Nous n’avons pas tenté de le montrer formellement car
l’intérêt de ces constructions est en fait assez limité : elles nous ont permis de mieux comprendre
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le pouvoir d’expression des automates temporisés avec mises à jour, mais elles ne visent aucune-
ment à être utilisées en pratique. En effet, dans le chapitre 8 (commençant à la page 157), nous
proposerons un algorithme pour tester le vide des automates temporisés appartenant à une classe
décidable sans les transformer au préalable en automates temporisés classiques. Cet algorithme
sera aussi simple que celui existant pour les automates temporisés classiques : les mises à jour
apparaissent donc comme des macros très utiles pour la modélisation des systèmes temporisés.



Chapitre 4

A la recherche de Kleene

Ce chapitre correspond à l’article [BP02] et reprend également rapidement les résultats présentés
dans [BP99].

Dans le cadre de la théorie des langages formels, le théorème de Kleene [Kle56], ainsi que son
extension aux mots infinis due à Büchi [Büc62], permettent de mettre en relation les langages ac-
ceptés par des automates finis avec ceux qui s’expriment grâce aux opérations d’union, de conca-
ténation et d’itérations à partir des langages de base constitués des mots de longueur finie et
de l’ensemble vide. Ce dernier formalisme, appelé expressions rationnelles, est très pratique pour
décrire des langages, ce qui le rend adapté à l’écriture de spécifications. Le théorème de Kleene
permet alors de transformer ces spécifications en automates finis, puis éventuellement, utilisant
d’autres équivalences de formalismes, en des formules logiques.

Considérons par exemple l’automate suivant, qui reconnaît les mots sur l’alphabet A = {a, b} qui
ont au moins un a, puis, un peu plus tard, un b :

b a a, b

a b

Ce langage peut aussi être décrit par l’expression rationnelle A∗aA∗bA∗.

Ces dernières années, quelques travaux sur le sujet ont été réalisés pour les langages tempori-
sés. Parmi ceux-ci, nous pouvons citer ceux réalisés par Eugene Asarin, Paul Caspi et Oded Ma-
ler [ACM97, Asa98, ACM01]. Ils ont donné une sémantique un peu différente aux automates tem-
porisés, que nous nommerons les mots de durée (pour les distinguer des mots temporisés) et ils ont
proposé un théorème de Kleene pour cette sémantique en utilisant des opérations de renommage
et l’intersection. Philippe Hermann a complété ces travaux en montrant que les opérations de
renommage et l’intersection étaient fondamentales pour leurs expressions rationnelles [Her99].
Cătălin Dima a aussi travaillé sur ce sujet en se focalisant sur le modèle d’automates présenté
dans [AFH94] plutôt qu’aux automates temporisés.

Nous nous sommes aussi intéressés à ce sujet et avons proposé un théorème de Kleene/Büchi
dans notre article [BP99]. Celui-ci n’utilise pas les opérations de renommage et l’intersection mais
considère une autre sémantique pour les automates temporisés, les générateurs contraints. Il néces-
site l’utilisation de plusieurs opérations de concaténation (chacune étant indexée par un ensemble
d’horloges) ainsi que leurs itérées.
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Dans la partie 4.6, nous parlerons rapidement de l’ensemble de ces travaux.

Dans ce chapitre, nous présentons le théorème à la « Kleene/Büchi » que nous avons proposé dans
[BP02]. Ce théorème, ainsi que sa preuve, est vraiment très proche du cas des langages formels. Il
nous semble que cela renforce son intérêt. Il utilise une nouvelle sémantique des automates tem-
porisés en termes de langages d’horloges. Pour cette nouvelle sémantique, nous pouvons facilement
définir une opération de concaténation (nous en proposons une seule, qui n’est plus indicée par
un ensemble d’horloges) et d’itérations finies ou infinies.
Il nous est alors possible de définir la notion d’expressions rationnelles. Ces expressions n’utilisent
que les opérations d’union, de concaténation et d’itérations finies ou infinies. Par contre, pour
pouvoir exprimer toute la puissance des langages temporisés, nous avons besoin d’un nombre in-
fini de langages de base, même si chaque langage rationnel ne s’exprime qu’à partir d’un nombre
fini de ces langages. Nous montrons alors qu’un langage d’horloges est exprimable par une telle
expression rationnelle si et seulement s’il est reconnu par un automate temporisé avec mises à
jour. Nous verrons que, pour montrer la première implication de cette équivalence, nous allons
juste utiliser une extension des constructions faites dans le cadre des langages formels. Pour
montrer la deuxième implication de cette équivalence, nous allons procéder en résolvant des
systèmes d’équations sur les langages d’horloges, suivant la même idée que pour les langages
formels [MY60, Brz62]. Cette idée de résoudre un système d’équations pour calculer le langage
accepté par un automate temporisé a déjà été utilisée pour les mots de durée et les générateurs
contraints par respectivement Eugene Asarin [Asa98] et nous-mêmes [BP99].

Nous commençons par présenter la sémantique que nous utiliserons dans notre théorème de
Kleene, les langages d’horloges. Nous définissons ensuite les langages rationnels puis les langages
reconnaissables. L’équivalence entre ces deux notions sera ensuite prouvée. Nous proposerons
ensuite quelques applications de ce résultat.

4.1 A propos des langages d’horloges

La sémantique communément utilisée pour décrire le comportement des automates temporisés
(avec mises à jour ou non) est celle des mots temporisés. Nous l’avons présentée dans la partie 2.1
et utilisée dans tout ce qui précède. Cependant, la sémantique des mots temporisés n’est pas
adaptée à ce que nous cherchons à faire. En effet, cherchant à définir des expressions rationnelles
temporisées, la première chose à faire est de definir une concaténation sur les mots temporisés. Il
y a, de manière naturelle, deux concaténations qui peuvent être définies :

w1 ◦ w2

w2

w1

w1 · w2

La première concaténation (w1 · w2) permet de mettre en séquence deux mots temporisés en
décalant le deuxième mot de la durée totale du premier. La deuxième concaténation (w1 ◦ w2),
partielle, permet de mettre en séquence deux mots temporisés à partir du moment où le deuxième
mot commence après que le premier mot se termine.
Dans le cadre des automates temporisés, la première concaténation correspond à la mise bout à
bout de deux automates en remettant toutes les horloges à zéro, alors que la deuxième correspond
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à la mise bout à bout de deux automates sans remettre aucune horloge à zéro. Ces deux cas
extrêmes ne permettent pas de traiter le cas général où certaines horloges seulement sont remises
à zéro. Ce cas général peut être réalisé en rajoutant l’intersection et surtout une opération de
renommage, comme cela a été fait dans [ACM97] puis [ACM01]. Afin de s’affranchir de ces deux
opérations supplémentaires, nous allons proposer une autre sémantique, les mots d’horloges.

4.1.1 Les mots d’horloges

Soit n un entier, un n-mot d’horloges est un élément

w = (t0, τ0)(a1, t1, τ1)(a2, t2, τ2) . . . ∈ (T × Tn) × (Σ × T × Tn)∞

tel que (ti)i≥0 est une suite de dates. Dans un tel mot d’horloges, la suite (ai)i≥0 représente la
suite des actions qui sont réalisées et la suite de dates (ti)i≥0 représente les dates auxquelles ces
actions sont réalisées. La suite (τi)i≥0 représente la valeur des horloges juste après que les actions
sont réalisées.

Le n-mot d’horloges w est dit fini de longueur p (sa longueur est alors notée |w|) si w ∈ (T×Tn)×
(Σ × T × Tn)p, il est dit infini si w ∈ (T × Tn) × (Σ × T × Tn)ω. Un mot d’horloges est un n-mot
d’horloges pour un entier n donné.
L’ensemble des n-langages d’horloges, i.e. les ensembles de n-mots d’horloges, est noté CLn(Σ, T).
L’ensemble des n-mots d’horloges vides est Γn = T×Tn. L’ensemble de tous les langages d’horloges
est défini par

CL(Σ, T) =
⋃
n≥0

CLn(Σ, T)

Deux mots d’horloges peuvent être concaténés s’ils utilisent le même nombre d’horloges et si
la valeur des horloges à la fin du premier mot est la même que celle au début du deuxième
mot. Plus formellement, si w = (t0, τ0)(a1, t1, τ1) . . . (ap, tp, τp) est un n-mot d’horloges fini de
longueur p et si w′ = (t′0, τ

′
0)(a

′
1, t

′
1, τ

′
1)(a

′
2, t

′
2, τ

′
2) . . . est un n-mot d’horloges fini ou infini, w est

dit compatible avec w′ si (tp, τp) = (t′0, τ
′
0). Leur concaténation, notée w �w′, est alors le n-mot

d’horloges (t′′0 , τ ′′
0 )(a′′

i , t′′i , τ ′′
i )i≥1 défini par

– (t′′0 , τ ′′
0 ) = (t0, τ0),

– si 1 ≤ i ≤ p, a′′
i = ai et (t′′i , τ ′′

i ) = (ti, τi),
– si i > p, a′′

i = a′
i−p et (t′′i , τ ′′

i ) = (t′i−p, τ
′
i−p).

Il est alors facile de montrer, en utilisant la définition ci-dessus, que la concaténation est associa-
tive.

Proposition 4.1 Soient w, w′ et w′′ des n-mots d’horloges tels que w soit compatible avec w′ et w′

soit compatible avec w′′. Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées :
– (w �w′) est compatible avec w′′,
– w est compatible avec (w′ �w′′),
– (w �w′) �w′′ = w �(w′ �w′′).

4.1.2 Opérations sur les langages d’horloges

La concaténation définie sur les mots d’horloges s’étend de manière naturelle et classique aux
langages d’horloges. Si L et L′ sont deux n-langages d’horloges, nous définissons la concaténation
de L et L′ par :

L �L′ = {w �w′ | w ∈ L, w′ ∈ L′ et w est compatible avec w′}
∪ {w | w est infini et w ∈ L}
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Concaténer deux langages L et L′ revient donc à considérer tous les mots infinis de L et toutes les
concaténations de mots finis de L avec des mots (finis ou infinis) de L′.

En utilisant la proposition 4.1, cette concaténation de langages d’horloges est bien sûr aussi asso-
ciative. De plus, nous obtenons la propriété suivante :

∀L ∈ CLn(Σ, T), L �Γn = Γn
�L = L

Nous pouvons maintenant définir naturellement les opérations d’itérations (finie et infinie) de
langages d’horloges comme suit :

L∗ = Γn ∪ {w1
�w2

� . . . �wh | ∀1 ≤ i ≤ h, wi ∈ L et

∀1 ≤ i ≤ h − 1, wi est compatible avec wi+1}

Bien sûr, dans cette définition, le dernier mot wh peut être soit fini, soit infini.

Lω = {w1
�w2

� . . . �wh | ∀1 ≤ i ≤ h, wi ∈ L et

∀1 ≤ i ≤ h − 1, wi est compatible avec wi+1 et

wh est un mot d’horloges infini }
∪ {w1

�w2
� . . . | ∀1 ≤ i, wi ∈ L \ Γn et

∀1 ≤ i, wi est compatible avec wi+1}

La propriété suivante résume l’ensemble des propriétés sur les langages d’horloges qui nous seront
utiles par la suite. Sa preuve est sans difficulté et repose sur les définitions de la concaténation et
des itérations des langages d’horloges. Si L et L′ sont des langages d’horloges, la notation L + L′

représente l’union des langages L et L′.

Proposition 4.2 Soient L, L′ et L′′ trois n-langages d’horloges. Alors, les propriétés suivantes sont
vérifiées :

1. L �(L′ + L′′) = (L �L′) + (L �L′′),

2. (L + L′) �L′′ = (L �L′′) + (L′ �L′′),

3. (L �L′) �L′′ = L �(L′ �L′′),

4. L∗ =
⋃

i≥0 Li où L0 = Γn et ∀i ≥ 1, Li+1 = Li �L,

5. L∗ �L′ =
∑

i≥0

(
Li �L′).

4.1.3 Une équation fondamentale

Le résultat suivant, qui porte sur des équations de langages d’horloges va jouer un rôle très impor-
tant dans la suite de ce chapitre. Il étend à la fois les résultats de [MY60, Brz62] dans le cadre des
langages formels et ceux de [Asa98] dans le cadre temporisé.

Lemme 4.3 Soient L1 et L2 deux n-langages d’horloges de mots finis tels que L1∩Γn = ∅. L’équation
de n-langages d’horloges de mots finis

L = L1
�L + L2 (4.1)

a pour unique solution le langage L∗
1

�L2.
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PREUVE : Nous commençons par montrer que K = L∗
1

�L2 est bien une solution de l’équation.
Appliquant la proposition 4.2, nous pouvons écrire :

L1
�K + L2 = L1

�(L∗
1

�L2) + L2

= (L1
�L∗

1) �L2 + L2

= (L1
�L∗

1 + Γn) �L2

= L∗
1

�L2

= K

Supposons que L est une solution de l’équation. Il est immédiat que L2 ⊆ L et donc que L1
�L2 ⊆

L. Par induction, nous pouvons montrer que pour tout i ≥ 0, Li
1

�L2 ⊆ L. Ainsi,
∑

i≥0(L
i
1

�L2) ⊆ L.
Utilisant la proposition 4.2, nous déduisons que L∗

1
�L2 ⊆ L et donc que toute solution à l’équation

contient en particulier le langage K.
Supposons maintenant que L est une solution de l’équation et que L contient strictement K. Soit
w un mot d’horloges dans l’ensemble L\K dont la longueur est minimale parmi les mots de L\K.
Il y a alors deux cas possibles :

1. soit w est dans L2 : cela est impossible vu que L2 ⊆ K.

2. soit w est dans L1
�L. Comme w est un mot d’horloges fini, il existe w1 ∈ L1 et w′ ∈ L tels

que w = w1
�w′. Si w′ ∈ K, alors w ∈ L1

�K ⊆ K, ce qui contredit l’hypothèse. Sinon, nous
obtenons que w′ ∈ L \ K et, comme L1 ∩ Γn = ∅, |w′| < |w| ce qui contredit l’hypothèse de
minimalité faite sur w.

Ainsi, L = K et l’équation (4.1) a une unique solution, L∗
1

�L2. �

4.2 Langages rationnels

Dans le cadre des langages formels, les expressions rationnelles sont construites en utilisant les
opérations d’union, de concaténation et d’itération à partir d’un nombre fini d’objets de base dont
la sémantique est la suivante :

– ∅, l’ensemble vide,
– {ε}, le langage restreint au mot vide,
– {a}, le langage réduit à un mot de longueur un.

Considérons maintenant le n-langage d’horloges

L1 = {(t0, τ0)(a1, t1, τ1) | t0, t1 ∈ T, τ0, τ1 ∈ Tn}

et supposons que nous souhaitons construire une « expression rationnelle d’horloges » définissant
L1. Si, comme dans le cas des langages formels, nous voulons que les objets de base correspondent
à des langages réduits à un unique mot de longueur un, nous devons écrire L1 comme une union
non dénombrable (dès que T n’est pas dénombrable) de langages définis par des objets de base :

L1 =
⋃

(t0,τ0),(t1,τ1)∈T×Tn

{(t0, τ0)(a1, t1, τ1)}

Ceci ne correspond pas à ce que nous souhaitons faire car la principale idée qui se cache derrière
les expressions rationnelles est d’utiliser un nombre fini d’opérations pour définir, à partir des
objets de base, des objets plus complexes.

En suivant ce fil directeur, nous proposons une définition d’expressions rationnelles d’horloges qui
va permettre, comme dans le cas des langages formels, d’exprimer tous les langages rationnels
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à partir des objets de base en utilisant un nombre fini d’opérations. Remarquons tout de même
que, pour pouvoir exprimer des classes de langages d’horloges intéressantes, il faudra utiliser une
infinité d’objets de base. Cependant, chaque langage pourra être exprimé grâce à un nombre fini
de tels objets.

4.2.1 Expressions rationnelles d’horloges

L’ensemble des expressions rationnelles sur n horloges sur un ensemble d’actions Σ et sur un do-
maine de temps T est défini par la grammaire suivante :

E ::= ∅

| εn

| 〈g, a, up〉 avec a ∈ Σ, g ∈ C(X), up ∈ U(X)

| E + E

| E �E

| E∗

| Eω

si X désigne un ensemble de n horloges.

La sémantique de ces expressions rationnelles d’horloges associe à chaque expression rationnelle
E un langage d’horloges �E� défini inductivement comme suit :

Les expressions triviales : �∅� = ∅

�εn� = Γn = T × Tn

Les expressions de base : �〈g, a, up〉� = {(t, τ)(a, t + t0, τ
′) ∈ (T × Tn) × (Σ × T × Tn)

| τ + t0 |= g et τ ′ ∈ up(τ + t0)}

Union : �E + E′� = �E� ∪ �E′�
Concaténation : �E �E′� = �E� ��E′�
Itération finie : �E∗� = �E�∗
Itération infinie : �Eω� = �E�ω

4.2.2 Langages d’horloges rationnels

Un n-langage d’horloges L ∈ CLn(Σ, T) est n-rationnel s’il existe une expression rationnelle sur
n horloges E telle que L = �E�. Un langage d’horloges L ∈ CL(Σ, T) est rationnel s’il existe un
entier n pour lequel L est n-rationnel.

Exemple 4.4 Nous pouvons par exemple exprimer le langage

L = {(a, ti)i=1...n | n ∈ N et ∃i < j. tj = ti + 1}

par l’expression 1-rationnelle suivante :

〈Vrai, a, ∅〉∗ �〈Vrai, a, x := 0〉 �〈Vrai, a, ∅〉∗ �〈x = 1, a, ∅〉 �〈Vrai, a, ∅〉∗
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4.3 Langages reconnaissables

Nous définissons une notion de langages d’horloges reconnaissables en utilisant les automates
temporisés avec mises à jour définis et étudiés dans le chapitre 3.

Nous avons vu qu’un automate temporisé avec mises à jour est un uplet A = (Q,X,Σ, I, F,R, T ).
La sémantique du chapitre 3 associe un ensemble de mots temporisés à un tel automate. Nous enri-
chissons cette sémantique via les langages d’horloges. Cette idée, relativement simple, va se révéler
assez puissante pour pouvoir exprimer tous les langages rationnels.

Si P = q0
g1,a1,up1−−−−−−→ q1

g2,a2,up2−−−−−−→ q2 · · · est un chemin dans A, si (t0, v0) ∈ T×Tn est une valuation
initiale (n désigne le cardinal de X et nous confondons Tn et TX), une exécution initialisée par
(t0, v0) sur P est de la forme

R = 〈q0, t0, v0〉
g1,a1,up1−−−−−−→ 〈q1, t1, v1〉

g2,a2,up2−−−−−−→ . . .

où pour tout i > 0, vi−1 + (ti − ti−1) |= gi et vi ∈ upi(vi−1 + (ti − ti−1)). L’étiquette de l’exécution
R est le mot d’horloges

(R) = (t0, v0)(a1, t1, v1)(a2, t2, v2) · · · ∈ (T × Tn) × (Σ × (T × Tn))∞

Si le chemin P est constitué d’un unique état, le mot d’horloges associé à l’exécution de valuation
initiale (t0, v0) ∈ T × Tn est tout simplement le mot « vide » (t0, v0).

Le langage d’horloges reconnu par l’automate temporisé avec mises à jour A est alors l’ensemble
des étiquettes des exécutions formées sur tous les chemins acceptants de A. Dans ce chapitre,
contrairement au précédent, nous n’aurons pas besoin de distinguer la nature des contraintes
d’horloges utilisées, ni la nature des mises à jour utilisées, mais nous aurons besoin de distinguer
les automates temporisés par leur nombre d’horloges. L’ensemble des automates temporisés avec
mises à jour sur l’alphabet Σ avec comme ensemble de dates T qui utilisent n horloges est noté
Autn(Σ, T).

Un n-langage d’horloges L ∈ CLn(Σ, T) est reconnaissable s’il existe un automate temporisé avec
mises à jour A ∈ Autn(Σ, T) tel que L = L(A). Un langage d’horloges L ∈ CL(Σ, T) est reconnais-
sable s’il existe un entier n pour lequel L est un n-langage d’horloges reconnaissable.

Exemple 4.5 Considérons l’automate temporisé avec mises à jour suivant :

Off On

x1 < 12, a, 0 <: x1 :< 10 ∧ x2 := x1 + 3

x1 = 10 ∧ x2 > 6, b

a, x1 :> x2 − 2

Une exécution possible de cet automate est la suivante :

〈Off, 0, (0, 0)〉 x1<12, a, up1−−−−−−−−−−→ 〈On, 3.1, (8, 6.1)〉 a, up2−−−−−→ 〈On, 5.7, (9.1, 8.7)〉
x1=10∧x2>6, b−−−−−−−−−−−→ 〈Off, 6.6, (10, 9.6)〉 . . .

L’étiquette de cette exécution est le mot d’horloges

(0, (0, 0))(a, 3.1, (8, 6.1))(a, 5.7, (9.1, 8.7))(b, 6.6, (10, 9.6)) . . .
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4.3.1 Propriétés de clôture

Nous allons étudier la clôture des langages reconnaissables pour les opérations d’union, de conca-
ténation et d’itérations. Nous allons principalement montrer que les constructions habituelles pour
les automates finis peuvent être appliquées aux automates temporisés avec mises à jour.

Le cas de l’union est immédiat et identique au cas des automates finis et des automates temporisés
d’Alur et Dill.

Proposition 4.6 Soient A et B deux automates temporisés avec mises à jour dans Autn(Σ, T). Il
existe un automate temporisé avec mises à jour A + B ∈ Autn(Σ, T) tel que

L(A + B) = L(A) + L(B)

Le cas de la concaténation est le point délicat où nous avons vraiment besoin de toute la puissance
des langages d’horloges. Nous détaillons donc la construction.

Proposition 4.7 Soient A et B deux automates temporisés avec mises à jour dans Autn(Σ, T). Il
existe un automate temporisé avec mises à jour A �B ∈ Autn(Σ, T) tel que

L(A �B) = L(A) �L(B)

PREUVE : Nous supposons que A = (Q1,X,Σ, I1, F1, R1, T1) et B = (Q2,X,Σ, I2, F2, R2, T2) ont
des ensembles d’états disjoints (et X est un ensemble de n horloges). L’automate A �B est défini
par

(Q1 ∪ Q2,X,Σ, I, F2, R1 ∪ R2, T1 ∪ T2 ∪ T )

où  I =
{

I1 si I1 ∩ F1 = ∅

I1 ∪ I2 si I1 ∩ F1 �= ∅

T = {(q1, g1, a1, up1, i2) | i2 ∈ I2 et ∃f1 ∈ F1 t.q. (q1, g1, a1, up1, f1) ∈ T1}

L’automate A �B est représenté sur la figure 4.1.

i1

f1

i2

q1 g
1 , a

1 , up
1

g1, a1, up1

A B

Figure 4.1: Construction de l’automate A �B

Nous prouvons les deux inclusions entre L(A �B) et L(A) �L(B) séparément.
�

�

�

�
Première inclusion : L(A) �L(B) ⊆ L(A �B)

Si w est un mot d’horloges infini de L(A), w est aussi dans L(A) �L(B) par définition de la conca-
ténation. Par construction de A �B, il est aussi immédiat que w ∈ L(A �B).
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Prenons maintenant un mot d’horloges fini w dans L(A) et w′ un mot d’horloges dans L(B) tel
que w soit compatible avec w′. Alors w peut s’écrire w = (t0, τ0)(a1, t1, τ1) . . . (ap, tp, τp) et il existe
un chemin P acceptant w dans A :

P = q0
g1,a1,up1−−−−−−→ q1 . . .

gp,ap,upp−−−−−−→ qp

Il existe alors une exécution R sur le chemin P avec comme valuation initiale (t0, τ0) telle que
w = (R).
De la même façon, w′ peut s’écrire comme w′ = (t′0, τ

′
0)(a

′
1, t

′
1, τ

′
1)(a

′
2, t

′
2, τ

′
2) . . . et il existe un

chemin acceptant P ′ dans B :

P ′ = q′0
g′
1,a′

1,up′
1−−−−−−→ q′1

g′
2,a′

2,up′
2−−−−−−→ q′2 . . .

Il existe une exécution R′ sur P ′ avec comme valuation initiale (t′0, τ
′
0) telle que w′ = (R′).

Nous distinguons maintenant deux cas :

1er cas : w �∈ Γn

Par construction de l’automate A �B, le chemin

P ′′ = q0
g1,a1,up1−−−−−−→ q1 . . . qp−1

gp,ap,upp−−−−−−→ q′0
g′
1,a′

1,up′
1−−−−−−→ q′1 . . .

est un chemin acceptant de A �B. De plus, comme w est compatible avec w′, la propriété (tp, τp) =
(t′0, τ

′
0) est vérifiée. Ainsi,

R′′ = 〈q0, t0, τ0〉
g1,a1,up1−−−−−−→ . . . 〈qp−1, tp−1, τp−1〉

gp,ap,upp−−−−−−→ 〈q′0, t′0, τ ′
0〉

g′
1,a′

1,up′
1−−−−−−→ . . .

est une exécution dans A �B sur le chemin P ′′ en prenant comme valuation initiale (t0, τ0). Nous
en déduisons que (R′′) = w �w′ ∈ L(A �B).

2ème cas : w ∈ Γn

Dans ce cas, nous avons que I1 ∩ F1 �= ∅ donc, par définition des états initiaux de A �B, P ′ est un
chemin acceptant de A �B. Ainsi (R) = w′ = w �w′ ∈ L(A �B).
�

�

�

�
Deuxième inclusion : L(A �B) ⊆ L(A) �L(B)

Prenons un mot w′′ dans L(A �B),

w” = (t′′0 , τ ′′
0 )(a′′

1 , t′′1 , τ ′′
1 )(a′′

2 , t′′2 , τ ′′
2 ) . . .

et il existe un chemin acceptant P ′′ dans A �B

P ′′ = q′′0
g′′
1 ,a′′

1 ,up′′
1−−−−−−→ q′′1

g′′
2 ,a′′

2 ,up′′
2−−−−−−→ q′′2 . . .

Il existe une exécution R′′ sur P ′′ avec comme valuation initiale (t′′0 , τ ′′
0 ) telle que w′′ = (R′′).

De par la définition de A �B, nous devons distinguer trois cas.

1er cas : P ′′ ne contient que des états de Q1.

Alors P ′′ est un chemin acceptant de A et w′′ ∈ L(A). Comme F ∩ F1 = ∅, w′′ est infini, donc
w′′ ∈ L(A) �L(B) de par la définition de la concaténation.

2ème cas : P ′′ ne contient que des états de Q2.

P ′′ est alors un chemin acceptant de B et I1∩F1 �= ∅. En particulier, (t′′0 , τ ′′
0 ) ∈ Γn ⊆ L(A) et donc

w′′ = (t′′0 , τ ′′
0 ) �w′′ ∈ L(A) �L(B).
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3ème cas : P ′′ contient au moins un état de Q1 et au moins un état de Q2.

Vue la définition de T , ceci implique qu’il existe un entier p tel que

P ′′ = q′′0
g′′
1 ,a′′

1 ,up′′
1−−−−−−→ q′′1 . . .

g′′
p ,a′′

p ,up′′
p−−−−−−→ q′′p

g′′
p+1,a′′

p+1,up′′
p+1−−−−−−−−−−−→ q′′p+1 . . .

où

P ′ = q′′p
g′′

p+1,a′′
p+1,up′′

p+1−−−−−−−−−−−→ q′′p+1 . . .

est un chemin acceptant (fini ou infini) de A et il existe un état f1 ∈ F1 tel que

P = q′′0
g′′
1 ,a′′

1 ,up′′
1−−−−−−→ q′′1 . . .

g′′
p ,a′′

p ,up′′
p−−−−−−→ f1

soit un chemin acceptant fini de B.
Comme R′′ est une exécution sur P ′′ dans A �B en prenant comme valuation initiale (t′′0 , τ ′′

0 ), il
devient immédiat que

R = 〈q′′0 , t′′0 , τ ′′
0 〉

g′′
1 ,a′′

1 ,up′′
1−−−−−−→ . . .

g′′
p ,a′′

p ,up′′
p−−−−−−→ 〈f1, t

′′
p , τ ′′

p 〉

est une exécution sur P dans A en prenant comme valuation initiale (t′′0 , τ ′′
0 ). De la même manière,

R′ = 〈q′′p , t′′p , τ ′′
p 〉

g′′
p+1,a′′

p+1,up′′
p+1−−−−−−−−−−−→ 〈q′′p+1, t

′′
p+1, τ

′′
p+1〉 . . .

est une exécution sur P ′ dans B en prenant comme valuation initiale (t′′p , τ ′′
p ).

Dans tous les cas, w = (R) ∈ L(A) et w′ = (R′) ∈ L(B). Ainsi, w = w′ �w′′ ∈ L(A) �L(B) et la
preuve est terminée. �

Le cas des itérations finies et infinies peut maintenant être traité plus rapidement car la preuve est
similaire à celle de la concaténation.

Proposition 4.8 Soient A et B deux automates temporisés avec mises à jour dans Autn(Σ, T). Il
existe deux automates temporisés avec mises à jour A∗ et Aω dans Autn(Σ, T) tels que{

L(A∗) = L(A)∗

L(Aω) = L(A)ω

PREUVE : Supposons que A = (Q,X,Σ, I, F,R, T ).

Itération finie : l’automate A∗ est défini par

(Q ∪ {q0},X, σ, {q0}, {q0}, R, T ∪ T ′ ∪ T ′′)

où


q0 est un nouvel état qui n’est pas dans Q,

T ′ = {(q0, g, a, up, q) | q ∈ Q et ∃i ∈ I t.q. (i, g, a, up, q) ∈ T},
T ′′ = {(q, g, a, up, q0) | q ∈ Q et ∃f ∈ F t.q. (q, g, a, up, f) ∈ T}.

Itération infinie : l’automate Aω est défini par

(Q ∪ {q0},X,Σ, {q0}, ∅, R ∪ {q0}, T ∪ T ′ ∪ T ′′)

où


q0 est un nouvel état qui n’est pas dans Q,

T ′ = {(q0, g, a, up, q) | q ∈ Q et ∃i ∈ I t.q. (i, g, a, up, q) ∈ T},
T ′′ = {(q, g, a, up, q0) | q ∈ Q et ∃f ∈ F t.q. (q, g, a, up, f) ∈ T}.

La preuve que L(A∗) = L(A)∗ et L(Aω) = L(A)ω est technique mais semblable à la preuve de la
proposition 4.7. Elles ne sont donc pas proposées ici. �
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4.4 Un théorème à la Kleene/Büchi

Dans la cadre de la théorie des langages formels, le théorème de Kleene [Kle56] (et son extension
aux langages de mots infinis proposée par Büchi [Büc62]) est considéré comme fondamental en
informatique théorique. Ce théorème exprime le fait que spécifier un langage via une expression
rationnelle ou via un automate fini revient au même : les deux formalismes sont équivalents.

Nous allons généraliser le théorème de Kleene/Büchi aux langages d’horloges, ce qui confirmera
la pertinence de nos définitions de langages d’horloges rationnels et de langages d’horloges recon-
naissables. Plus précisément, nous montrons le résultat suivant :

Proposition 4.9 Soit n un entier. L’ensemble des n-langages d’horloges rationnels coïncide avec celui
des n-langages d’horloges reconnaissables.

Comme conséquence immédiate, nous obtenons le théorème de Kleene/Büchi pour les langages
d’horloges :

Théorème 4.10 L’ensemble des langages d’horloges rationnels coïncide avec celui des langages d’hor-
loges reconnaissables.

Nous montrons les deux inclusions de la proposition 4.9 (et donc du théorème 4.10) en utilisant
les résultats des paragraphes précédents.

4.4.1 Les langages d’horloges rationnels sont reconnaissables

Nous avons déjà vu dans un paragraphe précédent (voir les propositions 4.6, 4.7, 4.8) que les
n-langages d’horloges reconnaissables sont clos par les opérations d’union, concaténation et itéra-
tions (finies comme infinies). Il est maintenant très facile de montrer que les langages

– �∅�,
– �εn�,
– �〈g, a, up〉�.

sont reconnaissables. Ils sont reconnus respectivement par les automates représentés sur la fi-
gure 4.2(a), respectivement 4.2(b), respectivement 4.2(c). Ainsi, par définition des langages d’hor-
loges rationnels, nous avons montré que tous les langages d’horloges rationnels sont reconnais-
sables.

q0

(a) Automate A∅

q0

(b) Automate Aεn

q0 q1
g, a, up

(c) Automate de base A〈g,a,up〉

Figure 4.2: Automates de base

4.4.2 Les langages d’horloges reconnaissables sont rationnels

Nous allons montrer ce résultat en étendant une des preuves du théorème de Kleene pour les lan-
gages formels qui utilise la résolution d’équations de langages (voir par exemple [MY60, Brz62]).
Le point important de cette preuve a déjà été décrit dans le lemme 4.3.
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Soit L un langage d’horloges reconnaissable. Il existe un automate temporisé avec mises à jour
A = (Q,X,Σ, I, F,R, T ) tel que L = L(A).
Si q et q′ sont des états de Q, nous définissons l’automate Aq,q′ = (Q,X,Σ, {q}, {q′}, ∅, T ) et nous
considérons le langage qui lui est associé, Lq,q′ = L(Aq,q′). Par définition d’une exécution dans les
automates temporisés avec mises à jour, l’équation suivante est trivialement vérifiée :

L(A) =
∑

(i,f)∈I×F

Li,f +
∑

(i,r)∈I×R

Li,r
� Lω

r,r (4.2)

Pour obtenir une expression rationnelle correspondant au langage d’horloges accepté par A, il
suffit donc de trouver des expressions rationnelles pour les langages d’horloges Lq,q′ (avec q, q′ ∈
Q).
Supposons maintenant que f ∈ Q est fixé. La famille de langages d’horloges (Lq,f )q∈Q vérifie le
système d’équations suivant :

Lq,f =
∑

(q,g,a,up,q′)∈T

L(A〈g,a,up〉) �Lq′,f + Γn si q = f

Lq,f =
∑

(q,g,a,up,q′)∈T

L(A〈g,a,up〉) �Lq′,f sinon

Nous prenons un ordre arbitraire sur les états de Q, q1 < q2 < . . . < qn. L’équation ayant
pour membre gauche Lqn,f peut être résolue en prenant Lqn,f comme inconnue et en utilisant
le lemme 4.3 car l’hypothèse de ce lemme est bien vérifiée (�εn� ∩ L(A〈g,a,up〉) = ∅ pour tout
triplet (g, a, up)). Nous obtenons alors :

Lqn,f =

 ∑
(qn,g,a,up,qn)∈T

�〈g, a, up〉�
∗

�


∑

(qn,g,a,up,q′)∈T,

q′ 	=qn

�〈g, a, up〉� �Lq′,f (+Γn)


Nous remplaçons alors Lqn,f par cette formule dans les n − 1 autres équations. Nous pouvons
donc résoudre ce système en utilisant n fois le lemme 4.3 et en éliminant une variable à chaque
fois (il est facile de vérifier que les hypothèses du lemme 4.3 sont vérifiées à chaque étape de la
résolution).
La dernière étape permet de montrer que le langage d’horloges Lq1,f peut s’exprimer à l’aide des
langages d’horloges élémentaires �εn� et �〈g, a, up〉� en utilisant les opérateurs de composition.

Nous en déduisons donc que Lq1,f est un langage d’horloges rationnel et, par induction, que les
langages Lq2,f , . . . , Lqn,f le sont aussi.

Nous avons donc fini de montrer la proposition 4.9 et le théorème 4.10. �

Exemple 4.11 Considérons l’automate A de l’exemple 4.5, page 93. Nous calculons une expression ration-
nelle E telle que �E� = L(A). Le langage accepté par A s’exprime de la manière suivante :

L(A) = LOff,Off
�Lω

Off,Off = Lω
Off,Off

Posant les équations associées à A comme décrit ci-avant, nous obtenons :(
LOff,Off = �〈x1 < 12, a, up1〉� �LOn,Off + Γ2

LOn,Off = �〈a, up2〉� �LOn,Off + �〈x1 = 10 ∧ x2 > 6, b〉� �LOff,Off
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Ce système se résout aisément et nous obtenons alors :

L(A) = ((�〈x1 < 12, a, up1〉� ��〈a, up2〉�∗ ��〈x1 = 10 ∧ x2 > 6, b〉�)∗)ω

= �(〈x1 < 12, a, up1〉 �〈a, up2〉∗ �〈x1 = 10 ∧ x2 > 6, b〉)ω�

Une expression rationnelle qui décrit L(A) peut donc s’écrire :

(〈x1 < 12, a, up1〉 �〈a, up2〉∗ �〈x1 = 10 ∧ x2 > 6, b〉)ω

Il faut bien noter que l’algorithme de calcul d’expressions rationnelles que nous avons proposé ici
n’est pas plus compliqué que celui utilisé pour les automates finis.

4.5 Applications

4.5.1 Restrictions sur les contraintes et sur les mises à jour

Jusqu’à présent, nous n’avons fait aucune hypothèse sur les contraintes d’horloges et les mises à
jour utilisées. Cependant, de nombreux travaux sur les automates temporisés ont considéré des
ensembles plus restreints de contraintes (comme les contraintes non diagonales) et de mises à
jour (par exemple, la classe la plus étudiée est celle des automates temporisés d’Alur et Dill où
les seules mises à jour utilisées sont les mises à zéro). Dans le chapitre précédent (chapitre 3),
nous avons étudié en détails les sous-classes des automates temporisés avec mises à jour qui sont
décidables. Il est donc intéressant d’étudier l’impact de ces restrictions sur le théorème principal
de ce chapitre, le théorème de Kleene. En regardant la preuve de ce théorème, nous nous rendons
compte que restreindre les contraintes d’horloges et les mises à jour ne change pas la preuve du
théorème. Plus précisément, si C est un ensemble de contraintes d’horloges et U un ensemble de
mises à jour, nous disons qu’un langage d’horloges est (C,U)-rationnel s’il est rationnel et s’il existe
une expression rationnelle qui le décrit telle que tous les langages de base utilisés dans l’expression
rationnelle sont de la forme 〈g, a, up〉 avec g ∈ C et up ∈ U .
Nous obtenons alors la version suivante du théorème de Kleene :

Proposition 4.12 Soient C un ensemble de contraintes d’horloges et U un ensemble de mises à
jour. Un langage d’horloges est (C,U)-rationnel si et seulement si il est accepté par un automate
de Aut(C,U).

Nous avons présenté dans le chapitre 3, des résultats de décidabilité pour des sous-classes d’auto-
mates temporisés avec mises à jour. Nous avons dégagé des ensembles de contraintes d’horloges
C et des ensembles de mises à jour U pour lesquels nous avons montré que la classe Aut(C,U)
est décidable. Utilisant le résultat de la proposition 4.12, nous avons donc aussi montré qu’il est
décidable de tester le vide des langages (C,U)-rationnels pour les ensembles C et U dégagés dans
le chapitre précédent.

4.5.2 Langages temporisés

Formellement, les langages temporisés définis par Alur et Dill correspondent aux langages sur 0
horloge. Cependant, les notions de langages temporisés reconnaissables et rationnels ne peuvent
pas être définis comme étant les langages sur 0 horloge reconnaissables et rationnels. En effet, un
langage sur 0 horloge n’apporte aucune information sur les dates, c’est-à-dire qu’un mot temporisé
(a1, t1)(a2, t2) . . . serait dans un tel langage si et seulement si pour toute suite de dates (t′i)i≥1, le
mot temporisé (a1, t

′
1)(a2, t

′
2) . . . est aussi dans le langage.
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Il faut donc définir les langages temporisés rationnels et reconnaissables d’une façon un peu plus
compliquée. L’idée est qu’un langage temporisé peut aussi être vu comme la projection d’un n-
langage d’horloges sur ses deux premières composantes. Nous définissons donc la fonction par-
tielle

Π :
⋃

n≥0 [(T × Tn) × (Σ × T × Tn)∞] −→ (Σ × T)∞

(t0, τ0)(ai, ti, τi)i≥1 �−→
{

(ai, ti)i≥1 si (t0, τ0) = (0, 0n)
⊥ sinon

où ⊥ représente la valeur indéfinie.
Nous pouvons donc définir un langage temporisé (respectivement langage temporisé rationnel,
langage temporisé reconnaissable) comme étant la projection Π(L) d’un certain langage d’horloges
L (respectivement langage d’horloges rationnel L, langage d’horloges reconnaissable L). Si A est
un automate temporisé avec mises à jour, le langage temporisé qu’il accepte est la projection
du langage d’horloges qu’il accepte. Une conséquence immédiate de notre théorème 4.10 est la
proposition suivante :

Proposition 4.13 La classe des langages temporisés rationnels correspond à la classe des langages
temporisés reconnaissables.

Il faut remarquer que, contrairement au résultat de [ACM97], nous n’avons ici pas besoin de
l’intersection pour définir les langages temporisés rationnels même si l’on utilise tout de même
des projections.

4.6 Comparaison avec d’autres travaux

4.6.1 Comparaison avec les résultats de [BP99]

Le travail fait dans [BP99] consistait plus à composer et à décomposer des automates temporisés
qu’à obtenir un véritable théorème de Kleene pour les langages temporisés. Nous pouvons réécrire
les résultats précédents en ayant en tête le côté décomposition d’automates.
Soient A et B deux automates temporisés avec mises à jour. Nous disons qu’ils sont équivalents
s’ils reconnaissent les mêmes langages d’horloges. Nous considérons alors l’ensemble MAut des
automates temporisés avec mises à jour obtenus modulairement à partir des automates de base
Aεn

et A〈g,a,up〉 (décrits sur les figures 4.2(b) et 4.2(c) de la page 97) en utilisant les opérations
d’union, de concaténation et d’itérations finies et infinies définies sur les automates temporisés
avec mises à jour page 94. Le théorème de Kleene s’écrit alors de la manière suivante :

Proposition 4.14 Tout automate temporisé avec mises à jour est équivalent à un automate de MAut.
Et réciproquement.

En particulier, pour tout automate temporisé avec mises à jour A, il existe un automate temporisé
défini de manière modulaire qui reconnaît le même langage temporisé.

Nous finissons ce paragraphe en décrivant, sans détailler, les résultats obtenus dans [BP99]. Dans
cet article, nous ne considérons pas les langages d’horloges mais nous considérons les automates
temporisés comme une fonction qui à toute valuation initiale et à tout mot temporisé associe
un ensemble de valuations finales (cette fonction est appelée un générateur contraint). Un mot
temporisé est alors accepté par un automate temporisé à partir d’une valuation initiale donnée si
l’ensemble des valuations finales associé au mot temporisé et à la valuation initiale par le généra-
teur contraint (associé à l’automate temporisé) est non vide.
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Ayant décrit ces générateurs, nous avons alors défini des opérations de composition sur les auto-
mates temporisés indicées par des sous-ensembles d’horloges (une telle opération est notée �

C
si C

est un sous-ensemble d’horloges). Si A et B sont des automates temporisés, la composition A �
C
B

est décrite sur la figure suivante où la notation « urgent » signifie que si cette transition est prise,
alors il n’y aura pas eu d’attente dans l’état f1.

i1 f1 i2

A B

C := 0
urgent

Un mot temporisé u pourra être lu par la composition A �
C
B s’il peut être décomposé en v.w avec :

– v peut être lu dans A à partir d’une valuation v0 en arrivant dans un état final de A avec comme
valuation v1,

– w peut être lu dans B à partir de la valuation v1[C ← 0] en arrivant à un état final de B.
Les horloges de C sont donc remises à zéro au niveau du passage de A à B, alors que les horloges
qui ne sont pas dans C gardent leur ancienne valeur.
Utilisant toutes ces opérations (il y a donc plusieurs opérations de concaténation) ainsi que leurs
itérées finies et infinies, nous avons montré, par une technique d’équations analogue à celle pré-
sentée ici, que tout automate temporisé peut se décomposer via toutes ces opérations en automates
élémentaires de la forme

g, a

4.6.2 Comparaison avec les résultats de [ACM97, Asa98, ACM01]

Eugene Asarin, Paul Caspi et Oded Maler ont effectué différents travaux sur le sujet. En 1997,
ils ont commencé par proposer un théorème de Kleene dans leur article [ACM97]. Cet article
a été complété, peu de temps après, par une nouvelle technique de preuve à base d’équations
de langages temporisés [Asa98]. L’ensemble de ces résultats, que nous décrivons brièvement ci-
dessous sont présentés dans [ACM01]. La sémantique utilisée pour les automates temporisées est
différente de toutes celles précédemment vues. Elle est constituée par ce que nous appellerons par
la suite les langages de durée, qui sont des éléments du shuffle des monoïdes R+ et Σ∗. En fait ce
sont des suites de réels entremêlés d’actions. Par exemple,

0.7 · a · b · 3 · 5.4 · ab · c · 0 · a · ε · 5.4 · a · 0.2

est un mot de durée. Ce mot peut se réduire en la « forme normale » suivante :

0.7 · ab · 8.4 · abca · 5.4 · a · 0.2

Un réel 0.6 entre deux actions a et b signifie qu’il y a un délai de 0.6 unités de temps entre le
moment où l’action a a lieu et le moment où l’action b a lieu. Deux actions ab accolées signifient
que les deux actions ont lieu à la même date, mais a est effectuée avant b.
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Cette sémantique s’adapte assez simplement aux automates temporisés. Par exemple, considérons
une exécution dans un automate temporisé quelconque

(q0, v0)
g1,a1,C1−−−−−−→

t1
(q1, v1)

g2,a2,C2−−−−−−→
t2

(q2, v2)
g3,a3,C3−−−−−−→

t3
(q3, v3) . . .

Le mot de durée accepté par cette exécution est alors

t1 · a1 · (t2 − t1) · a2 · (t3 − t2) · a3...

Les expressions rationnelles sont définies par les éléments de base suivants :

– ε qui représente le mot vide,
– a qui représente l’ensemble {r · a | r ∈ R+}

et par les opérateurs suivants :

– l’opérateur de restriction 〈ϕ〉I où I est un intervalle, sa sémantique est en fait la res-
triction des mots représentés par ϕ à ceux qui ont une longueur dans l’intervalle I,

– l’union,
– deux types de concaténation ainsi que leurs itérations finies respectives,
– l’intersection, le renommage.

Les deux types de concaténation correspondent exactement à celles dont nous avons parlé au
début de la partie 4.1.

Ils ont ensuite montré que les expressions rationnelles telles que nous venons de les définir cor-
respondent exactement aux langages de durée acceptés par les automates temporisés. La preuve
(expression → automate) se fait grossièrement de la même manière que pour notre formalisme. La
preuve (automate → expression rationnelle) se fait en décomposant les automates temporisés en
automates temporisés avec une seule horloge. Une expression rationnelle est alors trouvée pour
chaque automate temporisé avec une seule horloge (là aussi, la méthode utilise une résolution
de systèmes d’équations, dites quasi-linéaires), puis, à l’aide des opérateurs d’intersection et de
renommage, ils obtiennent une expression rationnelle pour l’automate initial.

Dans la version préliminaire de ce travail [ACM97], ils ont montré que le renommage était une
opération nécessaire pour leur formalisme, et Philippe Herrmann [Her99] a montré que l’intersec-
tion était aussi une opération nécessaire.

L’avantage de leur méthode réside dans le fait que leurs langages de durée font abstraction de la
notion d’horloges qui se cache un peu derrière notre formalisme. Par contre, l’inconvénient ma-
jeur réside dans l’opération de renommage qui éloigne beaucoup de la simplicité des expressions
rationnelles dans le cadre des langages formels.

4.6.3 Travaux de Cătălin Dima

Cătălin Dima a aussi travaillé sur des théorèmes de Kleene pour des systèmes temps-réel. La sé-
mantique qu’il utilise couramment est la sémantique des signaux, celle développée dans [ACM97].
Il caractérise grâce à un théorème de Kleene, les langages reconnus par les « event-clock auto-
mata » introduits par Alur, Fix et Henzinger dans [AFH94]. Il propose aussi une sous-classe très
restreinte de ces automates « event-clock » pour lequel il dégage un théorème de Kleene et qui est
close par passage au complémentaire. Ses travaux peuvent être trouvés dans [Dim01a, Dim01b].
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4.7 Conclusion

Utilisant une nouvelle sémantique pour les systèmes temporisés beaucoup plus appropriée que
les mots temporisés pour décrire les exécutions des automates temporisés avec mises à jour, nous
avons proposé un théorème à la Kleene/Büchi assez semblable au théorème dans le cas des lan-
gages formels, sans utiliser les opérations d’intersection et de renommage. Il faut bien remarquer
que les passages « langages d’horloges rationnels −→ langages d’horloges reconnaissables » et
« langages d’horloges reconnaissables −→ langages d’horloges rationnels » sont très proches de
ceux dans le cas de la théorie des langages formels.

Enfin, il faut noter que cette sémantique qui considère chaque étiquette de transition comme une
lettre de l’alphabet n’est pas forcément spécifique aux automates temporisés classiques. Il semble
relativement simple d’adapter ce formalisme à d’autres types d’automates.
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Chapitre 5

Les langages de données : une
approche algébrique

Ce travail a été publié dans [BPT01a]. La version longue est présentée dans [BPT01b].

Dans le cadre des langages formels, la caractérisation des langages reconnaissables la plus simple
et la plus élégante est la caractérisation purement algébrique basée sur les monoïdes finis. Étant
donné un monoïde fini, un langage est dit reconnu par ce monoïde s’il est l’image inverse par un
morphisme d’un sous-ensemble du monoïde. Par exemple, le langage L défini par A∗aA∗bA∗ sur
l’alphabet A = {a, b} est accepté par le monoïde

M = {0, 1, x, y, yx} avec les relations x2 = x, y2 = y et xy = 0

En effet, considérons le morphisme ϕ : A∗ −→ M défini par ϕ(a) = x et ϕ(b) = y. Nous avons
alors L = ϕ−1({0}).

Le résultat d’équivalence entre ces langages et ceux acceptés par des automates finis a permis de
montrer de nombreux résultats qui font le lien entre la théorie des langages et l’algèbre [Pin86,
Pin96]. Par exemple, Schützenberger a montré que la classe des langages sans étoile (i.e. la classe
de langages pouvant être définis par une expression rationnelle n’utilisant pas l’opérateur d’ité-
ration, appelé aussi l’étoile) coïncide avec la classe des langages dont le monoïde syntaxique est
apériodique [Sch65]. Bien que de nature théorique, ces résultats se trouvent également être des
outils très intéressants. Par exemple, utilisant à la fois le théorème de Kamp [Kam68] et le résul-
tat que nous venons de citer, nous obtenons un algorithme qui permet de décider si un langage
peut être défini par une formule de LTL [Pnu77]. L’algorithme consiste à calculer le monoïde syn-
taxique du langage considéré et de tester s’il est apériodique ou pas. Si c’est le cas, le langage peut
être défini par une formule de LTL, qui peut être calculée car les preuves des théorèmes donnent
des résultats effectifs[Pin96, PP01].

Dans le cadre des langages temporisés, nous n’avons trouvé dans la littérature aucune proposition
de formalisme purement algébrique. Pour pallier ce manque et proposer un tel formalisme, nous
avons été amenés à nous placer dans un cadre plus général que le cadre temporisé, le cadre
des langages de données. Nous allons tout à la fois considérer un alphabet fini d’actions Σ et un
ensemble quelconque de données D (cet ensemble peut être fini ou infini, il peut être un domaine
de temps ou n’importe quoi d’autre). Un mot de données est alors une suite de paires (a, d) où
a ∈ Σ et d ∈ D. Nous verrons que, dans ce cadre, la notion de reconnaissance par monoïde ne
peut pas être obtenue aussi simplement que dans le cadre des langages formels. L’idée est alors
de définir un mécanisme un peu plus complexe pour accepter les langages de données. Notons
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que, dans d’autres cadres, de tels mécanismes plus complexes ont déjà été définis et utilisés. Nous
illustrerons ce point un peu plus loin, à la page 107.

Dans ce chapitre, nous décrivons notre mécanisme de reconnaissance par monoïdes. Nous étu-
dions ensuite diverses propriétés de ce mode de reconnaissance ainsi que les rôles des différents
composants du mécanisme. Nous verrons en particulier que le monoïde joue un rôle fondamental,
c’est-à-dire que deux variétés de monoïdes n’engendrent pas les mêmes ensembles de langages.

Nous proposons ensuite une notion d’automates de données, un modèle d’automates qui permet
d’accepter des langages de données. Puis nous montrons le théorème qui permet de relier entre
eux les deux modes de reconnaissance proposés : le formalisme des automates de données est
équivalent au formalisme de reconnaissance par monoïdes. Ceci nous permet alors de définir une
notion assez robuste de langages de données reconnaissable. Nous remarquons aussi à ce niveau
que notre preuve d’équivalence est très proche de celle dans le cadre des langages formels, ce qui,
nous pensons, renforce l’intérêt de nos définitions.

Dans le cas où l’ensemble des données est un ensemble de temps, nous comparons notre modèle
aux automates temporisés classiques et montrons que notre modèle est strictement plus expressif.

Nous proposons ensuite une condition suffisante de décidabilité pour les langages de données
reconnaissables. Ce résultat de décidabilité est basé sur une construction d’un « automate des
régions », comme celui présenté dans le cadre des automates temporisés classiques dans la par-
tie 2.3.2.

Nous poursuivons notre étude par deux extensions possibles des automates de données. Une des
extensions permet une réflexion sur notre notion de reconnaissance par monoïdes. Nous étudions
ensuite une version non déterministe des notions abordées jusqu’à présent. Nous terminons ce
chapitre en plaçant notre travail dans le cadre de la théorie des langages formels sur un alphabet
infini. Nous y récapitulons des travaux existants dans ce domaine.

Définitions de base. Nous considérons, outre l’alphabet fini d’actions Σ, un ensemble de don-
nées D, a priori fini ou infini. Par exemple, D peut être un domaine de temps, comme dans le
cadre des langages temporisés, mais il peut être n’importe quel autre domaine, par exemple un
alphabet infini sans relation d’ordre, un monoïde... Nous supposons que D a au moins un élément,
l’élément vide, que nous noterons ⊥ et qui, dans le cas où D est ordonné et minoré, est l’élément
initial. Par exemple, si D est un ensemble de temps, alors ⊥ sera 0. Un mot de données sur Σ et D
est un élément de (Σ ×D)∗. Un langage de données est un ensemble de mots de données.

5.1 Monoïdes et langages de données

5.1.1 Le formalisme de reconnaissance par monoïde

Le cadre général

Le principe de la reconnaissance par monoïde fini consiste à associer à chaque mot d’un monoïde
libre Γ∗ (où Γ est un alphabet fini ou infini) un élément d’un monoïde fini M et de définir un
langage reconnu par M par l’ensemble des mots auxquels sont associés les éléments d’un sous-
ensemble particulier P de M . Bien sûr, cette notion de reconnaissance par monoïde n’est intéres-
sante que s’il est possible d’obtenir des propriétés du langage grâce aux propriétés du monoïde.

Dans le cas des langages formels (Γ est alors un alphabet fini), la notion la plus connue de recon-
naissabilité par monoïde consiste à utiliser simplement un morphisme ϕ : Γ∗ −→ M qui associe à
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chaque élément de Γ∗ un élément du monoïde M . Dans ce cadre, pour décider si un mot w ∈ Γ∗

est ou non dans le langage L, il est suffisant de faire les calculs décrits dans le mécanisme 5.1.

Mécanisme 5.1 Le mécanisme pour les langages formels
1 % Initialisation
2 m := 1
3 % Calculs
4 Tant que w n’a pas été lu entièrement, faire
5 Lire la lettre suivante, a, de w

6 Calculer ϕ(a)
7 Calculer m := m.ϕ(a)
8 Fin du tant que
9 % Fin du calcul

10 Si m ∈ P alors répondre «~oui~» sinon répondre «~non~»

Il est alors possible de montrer qu’un langage est reconnu par un monoïde fini de cette manière
si et seulement s’il est reconnu par un automate fini. En plus de sa simplicité, cette équivalence
permet de montrer de très élégants résultats qui font le lien entre les langages formels et l’algèbre,
comme nous l’avons déjà dit au début de ce chapitre.

Malheureusement, un tel mécanisme ne serait pas très intéressant pour les langages de données.
En effet, si ϕ est un morphisme de (Σ×D)∗ dans un monoïde fini M , l’image par ϕ de Σ×D est finie
donc le langage, pourtant simple, défini par L = {(a, d)(a, d′) | d �= d′} ne sera pas reconnaissable
par monoïde dès que D est infini : supposons que M soit un monoïde fini et ϕ : ({a}×D)∗ −→ M

un morphisme tels que L = ϕ−1(P ) avec P ⊆ M . Le monoïde M étant fini alors que D est infini,
il existe deux éléments distincts d1 et d2 de D tels que ϕ(a, d1) = ϕ(a, d2). Notons m cet élément.
Comme d1 �= d2, le mot (a, d1)(a, d2) est dans L, donc, en particulier, m2 = ϕ((a, d1)(a, d2)) est
dans P . Ainsi, ϕ((a, d1)(a, d1)) = m2 ∈ P entraîne que le mot (a, d1)(a, d1) est dans L, ce qui est
bien entendu faux. Un mécanisme aussi simple que dans le cas des langages formels ne semble
donc pas adapté ici.

Il va donc falloir utiliser un mécanisme de reconnaissance un peu plus compliqué qu’un simple
morphisme. Notons que cela n’est pas si exceptionnel que ça, car de tels mécanismes ont déjà été
définis et étudiés par exemple dans le cadre des langages de feuilles ou même dans le cadre des
programmes sur les monoïdes. Nous présentons deux exemples.

Exemple 5.1 Dans [Bar89], il a été montré que la classe NC1 des langages reconnus par des circuits boo-
léens de profondeur logarithmique peut être définie de manière algébrique grâce aux programmes sur les
monoïdes de longueur polynômiale. Un programme sur un monoïde M pour les mots de longueur n est une
suite finie

pn = (i1, ϕ1) . . . (is, ϕs)

où pour tout j, 1 ≤ ij ≤ n et ϕj est un morphisme de Σ∗ dans M . Le programme est dit de longueur
polynômiale si s est polynômial en n. Le calcul du programme pn sur le mot de longueur n, u = a1 . . . an

renvoie la valeur ϕ1(ai1) . . . ϕs(ais). Cette valeur appartient au monoïde M . Le langage reconnu par le
programme est bien entendu l’ensemble des mots dont le calcul de pn envoie sur une sous-partie particulière
de M . Un autre résultat sur ces programmes caractérise les langages reconnus par des circuits booléens de
profondeur constante AC0 comme étant l’ensemble des langages acceptés par des programmes de longueur
polynômiale en utilisant des monoïdes apériodiques [BT88].

Exemple 5.2 Présentons maintenant les langages de feuilles. Si M est une machine de Turing non détermi-
niste qui s’arrête en temps polynômial, pour chaque mot d’entrée w et pour chaque exécution sur w dans la
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machine de Turing, le résultat du calcul est soit 0, soit 1. Munissant l’ensemble des chemins possibles dans la
machine de Turing d’un ordre, pour chaque mot d’entrée w, nous obtenons un mot de {0, 1}∗ qui représente
les résultats de toutes les exécutions de la machine de Turing sur ce mot w en mettant les 0 et les 1 dans
l’ordre des chemins. Ce mot est appelé le mot de feuilles associé à w dans cette machine de Turing. Un langage
de feuilles est alors l’ensemble des mots de feuilles associés à tous les mots d’un langage grâce à une machine
de Turing.
Le modèle de calcul étant défini, nous considérons un exemple simple. Une machine de Turing non détermi-
niste s’arrêtant en temps polynômial accepte un langage L de NP si : un mot est dans L si et seulement si
le mot de feuilles qui lui est associé est dans le langage 0∗1(0 + 1)∗. En effet, il faut et il suffit qu’il existe
un chemin acceptant pour ce mot dans la machine de Turing. On dit alors que NP se réduit à 0∗1(0 + 1)∗.
Dans [HLS+93], la classe PSPACE a été caractérisée de la sorte : un langage est dans PSPACE si et seulement
si il se réduit à un langage régulier via les langages de feuilles.

Le cas des langages de données

Le mécanisme que nous proposons ici consiste à utiliser un nombre (fini) de registres qui serviront
de mémoire auxiliaire. Il sera possible de stocker dans ces registres certaines des données lues. Par
exemple, si nous revenons au langage {(a, d)(a, d′) | d �= d′}, l’idée sera, intuitivement, de stocker
la première donnée lue dans un premier registre, puis de stocker la deuxième donnée dans un
deuxième registre. La valeur calculée dans le monoïde dépendra alors du test « le premier registre
est-il égal au second registre ? », ce qui permettra de reconnaître exactement le langage précité.

De manière grossière, si nous considérons un monoïde fini M , une sous-partie P de M et un
nombre fini de registres, un mot de données w est dans le langage si et seulement si les calculs
décrits dans le mécanisme 5.2 permettent d’obtenir la réponse « oui ».

Mécanisme 5.2 Un mécanisme qui utilise des registres
1 % Initialisation
2 m := 1
3 Tous les registres sont initialisés à ⊥
4 % Calculs
5 Tant que w n’a pas été lu entièrement, faire
6 Lire la lettre suivante, (a, d), de w

7 Mettre à jour les registres avec la donnée d

8 Calculer la nouvelle valeur m dans le monoïde
9 Fin du tant que

10 % Fin du calcul
11 Si m ∈ P alors répondre «~oui~» sinon répondre «~non~»

Maintenant que nous avons décrit le squelette du mécanisme que nous voulons utiliser, il nous
reste à préciser plusieurs points :

– comment les registres sont-ils mis à jour ?
– comment est calculée la nouvelle valeur dans le monoïde ?

Le mécanisme que nous construisons doit être suffisamment simple pour ne pas masquer le rôle
du monoïde. Voilà ce que nous proposons alors comme réponses aux questions que nous venons
de poser :

– les registres sont remis à jour en rangeant la donnée courante dans certains
des registres (sans faire de calculs au préalable)

– la nouvelle valeur dans le monoïde va dépendre d’une information finie et
bornée sur les registres
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Nous proposons donc la définition formelle suivante pour un mécanisme à k registres. Une mise à
jour de k registres est un sous ensemble de {1, . . . , k}. Si up est une telle mise à jour et si θ ∈ Dk

est un vecteur représentant la valeur des registres, si d est une donnée, nous noterons up(θ, d) la
valeur des registres après la lecture de la donnée et la mise à jour up.

Un mécanisme à k registres sur un monoïde fini M est un triplet ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] où

– pour chaque couple (m,a) ∈ M ×Σ, upm,a est une mise à jour de k registres,
c’est-à-dire un sous-ensemble de {1, . . . , k},

– ∼ est une relation d’équivalence d’index fini sur Dk,
– ϕ est un morphisme de (Σ ×Dk/∼)∗ dans M .

Remarquons que si k = 0, un mécanisme à k registres est en fait un morphisme de Σ∗ dans M , ce
qui nous ramène au cadre des langages formels.

Si ρ est un mécanisme à k registres sur un monoïde fini M et si w = (a1, d1)(a2, d2) . . . (an, dn)
est mot de données de (Σ × D)∗, le calcul de ρ sur w est simplement l’élément de M calculé par
le mécanisme 5.3. Dans ce calcul, θ est un tableau de taille k correspondant aux k registres et θ

représente la classe d’équivalence de θ pour la relation d’équivalence ∼.

Mécanisme 5.3 Calculs dans un mécanisme ρ à k registres
1 % Initialisation
2 m := 1
3 Pour tout 1 ≤ j ≤ k, θ[j] := ⊥
4 % Calculs
5 Pour i allant de 1 à n, faire
6 θ := upm,ai

(θ, di)
7 m := m.ϕ(ai, θ)
8 Fin du pour
9 % Fin du calcul

10 Renvoyer m

Le résultat du calcul décrit dans le mécanisme 5.3 est un élément du monoïde M et est noté ρ(w).
Dans ce qui suit, si w = (a1, d1) . . . (an, dn) est un mot de données de (Σ × D)∗, la valeur de θ à
l’étape i de la boucle « Pour » est notée θi et la valeur de m à cette même étape est notée mi.

De cette définition d’un mécanisme à k registres, nous pouvons maintenant définir la notion de
langage de données reconnu par un monoïde M . Soient L un langage de données défini sur Σ et
D) et M un monoïde fini. Le monoïde M reconnaît L s’il existe un sous-ensemble P de M et un
mécanisme à k registres ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] tel que L = ρ−1(P ).
Un langage de données est alors dit reconnaissable par monoïde s’il existe un monoïde fini qui le
reconnaît.

Exemple 5.3 Revenons au langage L = {(a, d)(a, d′) | d �= ⊥, d �= d′} défini sur {a} × D. Nous allons
voir qu’il est reconnu par le monoïde fini M = {1, y, y2, 0} où y3 = 0 et 0.x = x.0 = 0 pour tout x

dans M . Pour montrer cela, nous utilisons deux registres. Nous définissons le mécanisme à deux registres
ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] de la façon suivante :
– Les mises à jour sont up1,a = {1} et si z ∈ M \ {1}, upz,a = {2}.
– La relation ∼ a deux classes d’équivalence, g�= = {(d, d′) | d �= d′} et g= = D2 \ g�=.
– Le morphisme ϕ : ({a} × {g�=, g=})∗ −→ M est défini par ϕ(a, g �=) = y et ϕ(a, g=) = 0.
Avec cette définition, le langage L est reconnu par ρ en prenant P = {y2}.
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Comme exemple de calcul, considérons le mot de données (a, d)(a, d′) avec d �= ⊥ et d �= d′.

Dans le monoïde M 1M
a−−−−→
d

y
a−−−−→
d′ y2

Valeurs des deux registres

 
⊥
⊥

!  
d

⊥

!  
d

d′

!

Classes d’équivalence g= g�= g�=

Il faut bien remarquer que les registres ne font que stocker des données, mais ils ne font aucun calcul. Si par
exemple, nous avions pris comme ensemble de données l’ensemble des rationnels, avec un seul registre, nous
aurions pu calculer la différence d′ − d au lieu de stocker dans le deuxième registre la valeur de d′. Il aurait
alors suffi de tester que d′ − d �= 0. Ce genre de calculs n’est pas autorisé dans notre modèle.

Exemple 5.4 Le langage de données {(a, d1) . . . (a, dn)(a, d) | d �∈ {d1, . . . , dn}} sur l’alphabet {a} et sur
l’ensemble de données D (avec D infini) n’est reconnu par aucun monoïde fini. Intuitivement, il faudrait un
nombre non borné de registres pour stocker chaque donnée di, ce que nous ne pouvons pas faire.

Remarque : Si D n’a qu’un seul élément, ⊥, alors Σ et Σ×D sont en bijection et un langage formel
sur l’alphabet Σ est reconnu par un monoïde (dans le sens des langages formels) si et seulement
si il est reconnu par un monoïde en tant que langage de données. Nous pouvons aussi montrer
que si D est fini, alors tout langage de données reconnaissable par monoïde l’est aussi en tant que
langage formel sur l’alphabet Σ ×D (qui est alors un alphabet fini).

5.1.2 Propriétés des langages reconnus par monoïdes

Si M est un monoïde fini et k un entier, l’ensemble des langages de données sur (Σ × D) recon-
nus par M en utilisant k registres est noté LM,k(Σ,D), ou simplement LM,k si l’alphabet Σ et
l’ensemble des données D sont évidents. Nous définissons aussi les ensembles

LM =
⋃
k

LM,k et Lk =
⋃
M

LM,k

Propriétés de clôture

Proposition 5.5 – L’ensemble LM,k est clos par passage au complémentaire.
– Si L1 ∈ LM1,k1 et L2 ∈ LM2,k2 , alors L1 ∪ L2 et L1 ∩ L2 sont dans LM1×M2,k1+k2 .

PREUVE : L’ensemble LM,k est clos par passage au complémentaire.
Soit L ∈ LM,k un langage de données. Supposons que ρ soit un mécanisme à k registres et que P

soit un sous-ensemble de M tel que L = ρ−1(P ). Soit (a1, d1) . . . (ap, dp) un mot de données. Nous
avons alors l’équivalence suivante :

(a1, d1) . . . (ap, dp) ∈ L ⇐⇒ ρ((a1, d1) . . . (ap, dp)) ∈ P.

Donc

(a1, d1) . . . (ap, dp) �∈ L ⇐⇒ ρ((a1, d1) . . . (ap, dp)) ∈ M \ P.

Si L1 ∈ LM1,k1 et L2 ∈ LM2,k2 , alors L1 ∪ L2 et L1 ∩ L2 sont dans LM 1× M2,k1 + k2 .
Soient L1 ∈ LM1,k1 et L2 ∈ LM2,k2 . Supposons que pour i = 1, 2, ρi = [(up

(i)
m,a)m∈M,a∈Σ,∼i, ϕi]

est un mécanisme à ki registres et Pi ⊆ Mi soit un sous-ensemble de Mi tel que Li = ρ−1
i (Pi).

Nous définissons alors l’entier k = k1 + k2 et le monoïde M = M1 ×M2 avec pour loi de monoïde

(m1,m2) · (m′
1,m

′
2) = (m1m

′
1,m2,m

′
2).
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Nous définissons alors l’équivalence ∼ sur Dk par

θ1θ2 ∼ θ′1θ
′
2 ⇐⇒ θ1 ∼1 θ′1 et θ2 ∼2 θ′2

et le morphisme ϕ(a, θ1.θ2) = (ϕ1(a, θ1), ϕ2(a, θ2)). Nous définissons enfin pour tout m ∈ M et
pour tout a ∈ Σ, la mise à jour de k registres upm,a par

upm,a = up(1)
m,a ∪ (k1 + up(2)

m,a)

Le langage L1 ∪L2 est alors reconnu par M en utilisant le mécanisme ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ]
pour P = (P1 × M2) ∪ (M1 × P2) tandis que L1 ∩ L2 est reconnu par M en utilisant ρ pour
P = P1 × P2. �

Rôles du monoïde et des registres

D’un point de vue algébrique, l’intérêt de notre définition est renforcé par le résultat suivant, qui
montre que la structure du monoïde est fondamentale et joue un rôle similaire à celui joué dans
le cadre des langages formels. Notons que ce point est fondamental. En effet, l’intérêt de disposer
de différents formalismes équivalents pour définir des ensembles de langages réside principale-
ment dans le fait que nous puissions obtenir des propriétés des langages à partir de propriétés du
formalisme employé. Dans le cas présent, le but est de recueillir des informations sur les langages
à partir des propriétés des monoïdes finis. Le résultat que nous allons présenter montre que la
structure du monoïde joue un rôle primordial dans le mécanisme de reconnaissance. En outre, ce
résultat montre en particulier que, dans certains cas, augmenter le nombre de registres ne suffit
pas pour reconnaître certains langages si le monoïde que l’on utilise n’est pas assez puissant.

Si M et M ′ sont des monoïdes, nous disons que M divise M ′ si M est le quotient d’un sous-
monoïde de M ′ [Pin86].

Proposition 5.6 Si M et M ′ sont des monoïdes finis tels que M ne divise pas M ′ et M ′ ne divise pas
M , alors LM �= LM ′ .

PREUVE : Soit L un langage formel sur l’alphabet Σ. Nous définissons le langage de données
suivant

LD = {(a1, d1) . . . (an, dn) | a1 . . . an ∈ L et ∀i, di ∈ D}

Soit M un monoïde fini. Nous montrons que

L est reconnu par M ⇐⇒ LD est reconnu par M

L’hypothèse faite sur M et M ′ implique que les ensembles de langages formels reconnus respecti-
vement par M , et M ′ sont incomparables [Pin86]. Nous en déduisons alors que les ensembles de
langages de données respectivement reconnus par M et M ′ sont aussi incomparables.

Nous montrons les deux implications séparément.

Supposons que L soit un langage reconnu par M . Il existe un morphisme ϕ : Σ∗ −→ M et un
sous-ensemble P de M tels que L = ϕ−1(P ). Il est alors facile de montrer que M reconnaît LD
(avec un seul registre).

Supposons maintenant que LD est un langage de données reconnu par le monoïde fini M en
utilisant un mécanisme à k registres ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] et P ⊆ M .
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En particulier, si a1 . . . an est dans Σ∗, l’image du mot de données (a1,⊥) . . . (an,⊥) dans (Σ ×
Dk/∼)∗ en considérant le calcul fait dans le mécanisme 5.3 est (a1,⊥k) . . . (an,⊥k). Nous définis-
sons le morphisme ψ : Σ∗ −→ M par ψ(a) = ϕ((a,⊥k)). Alors,

a1 . . . an ∈ L ⇐⇒ (a1,⊥) . . . (an,⊥) ∈ LD

⇐⇒ ρ((a1,⊥) . . . (an,⊥)) ∈ P

⇐⇒ ϕ((a1,⊥k) . . . (an,⊥k)) ∈ P

⇐⇒ ψ(a1 . . . an) ∈ P

Ainsi, M reconnaît le langage L et nous en déduisons le résultat voulu. �

Nous allons étudier les rôles relatifs du monoïde d’une part et des registres d’autre part. Nous al-
lons par exemple montrer qu’augmenter le nombre de registres augmente strictement la classe de
langages reconnus. Ce résultat est à rapprocher de celui sur les automates temporisés [HKWT95]
qui dit qu’augmenter le nombre d’horloges accroît strictement l’expressivité du modèle. Par contre,
si le monoïde est fixé, nous allons montrer que la hiérarchie sur le nombre de registres est station-
naire.

Proposition 5.7 Les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La suite (Lk(Σ,D))k≥0 est strictement croissante, si D est un ensemble infini de données.

2. Si M est un monoïde fini, la suite (LM,k(Σ,D))k≥0 est stationnaire. Plus précisément,

LM,2|Σ×M|−1 = LM,2|Σ×M|

PREUVE : 1. Nous montrons que le langage de données

Lk = {(a, d1) . . . (a, dn) | i ≡ j mod (k − 1) =⇒ di = dj}

sur l’alphabet {a} et sur l’ensemble de données D (D est supposé infini) est reconnu par un
monoïde fini en utilisant k registres, mais n’est reconnu par aucun monoïde fini en utilisant stric-
tement moins de k registres.

Pour prouver que Lk est reconnu par un monoïde fini en utilisant k registres, nous définissons tout
d’abord le monoïde M comme contenant 1, 0 et comme étant engendré par

{xP | P partition de {0, . . . , k − 1}}

où pour toute partition P1, . . . , P2k−1,
xP1 . . . xPk−1xPk

. . . xP2k−1 = xP1 . . . xPk−1

si Pk+l est compatible1avec {l, l + 1}
xP1 . . . xPk−1xPk

. . . xPk+l = 0
si Pk+l n’est pas compatible avec {l, l + 1}

Nous définissons aussi le mécanisme à k registres ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] en définissant sépa-
rément les trois composantes.
La relation d’équivalence ∼ définie sur Dk est constituée des classes suivantes : pour toute partition
P de {0, . . . , k − 1},

gP = {θ ∈ Dk | i et j sont équivalents dans P ⇐⇒ θ[i] = θ[j]}

1Une partition d’entiers est compatible avec un ensemble d’entiers E si E est incluse dans une des classes de la partition.
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Le morphisme ϕ est défini par ϕ(a, gP ) = xP .
Les mises à jour sont définies par upxP1 ...xPk+l

,a = {l} et up0,a = ∅.
Il est alors facile de montrer que L est reconnu par M en utilisant le mécanisme ρ.

Nous montrons maintenant, par l’absurde, que L n’est reconnu par aucun monoïde fini en utilisant
strictement moins de k registres. Soit (a1, d1) . . . (ap, dp) un mot de données, nous définissons la
suite (θi)i=0...p comme dans le calcul présenté dans le mécanisme 5.3.
Nous disons alors que le mot de données (a1, d1) . . . (ap, dp) est lu sur le chemin (θ1, . . . , θk). Pour
chaque suite c = (θ1, . . . , θk), nous définissons l’ensemble

E(c) = {(a1, d1) . . . (ak, dk) lu sur le chemin c}

Pour chaque tel chemin, il existe un entier n(c) tel que la donnée indicée par n(c) n’est pas stockée
dans l’un des registres à la fin du chemin, (i.e. si θk représente l’état des registres à la fin du
chemin, θk ne contient pas la donnée indicée par n(c)) – un tel entier n(c) existe car si l < k, l

registres ne peuvent pas stocker k données. Nous définissons pour chaque 1 ≤ i ≤ k une partition
Pi de (Σ×D)k par : Pi =

⊔
j H

(j)
i tel que w, w′ ∈ (Σ×D)k sont dans le même H

(j)
i si et seulement

s’ils ne diffèrent que de la ième lettre. Nous restreignons maintenant l’ensemble des données à un
sous-ensemble fini D de D tel que |D| > |{c chemin de longueur k}|. Dans ce cas, il existe un
chemin c0 tel que

|E(c0)| ≥
|D|k

|{c chemin de longueur k}|

Pour tout i, nous avons que |{j | H
(j)
i is a part of Pi}| = |D|k−1. Ainsi, comme

|D| > |{c chemin de longueur k}|

il existe deux mots de données (a, d1) . . . (a, dn(c0)) . . . (a, dk) et (a, d1) . . . (a, d′n(c0)
) . . . (a, dk) dans

E(c0) tels que :

(a, d1) . . . (a, dn(c0)) . . . (a, dk)
↑ ↑ ↑ ↑ ↑

θ1 θn(c0)−1 θn(c0) θk−1 θk

= = ∼ ∼ =
θ′1 θ′n(c0)−1 θ′n(c0)

θ′k−1 θ′k
↓ ↓ ↓ ↓

(a, d1) . . . (a, d′n(c0)
) . . . (a, dk)

Comme θk = θ′k, si le mot de données (a, d1) . . . (a, dn(c0)) . . . (a, dk)w est dans L, alors le mot
de données (a, d1) . . . (a, d′n(c0)

) . . . (a, dk)w est aussi dans L. Cependant, ce n’est pas le cas, vu la
définition de L. Donc, L n’est reconnu par aucun monoïde en utilisant strictement moins de k

registres.

2. Les mises à jour sont paramétrées par des couples de M × Σ. Donc, si L est un langage de
données reconnu par un monoïde fini M utilisant k registres, nous pouvons définir l’application

λ : {1 . . . k} −→ {upm,a | (m,a) ∈ M × Σ}
i �−→ {upm,a | (m,a) ∈ M × Σ et i ∈ upm,a}

et l’équivalence i ∼= j ⇐⇒ λ(i) = λ(j). Intuitivement, si i ∼= j, cela signifie que les registres i

et j jouent le même rôle, c’est-à-dire qu’ils sont mis à jour toujours en même temps. Il est donc
suffisant de ne garder qu’un seul registre pour chaque classe d’équivalence de ∼=. En outre, la
classe de registres i tels que λ(i) = ∅ n’est pas utile.
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Plus formellement, soit (a1, d1) . . . (ap, dp) un mot de données. Une exécution de ce mot dans M

est définie par la suite (a1, θ1) . . . (ap, θp) comme dans le mécanisme 5.3. Nous pouvons remarquer
que pour tout 1 ≤ h ≤ p, pour tout i, j,

i ∼= j =⇒ θh[i] = θh[j]

où θh[i] représente le ième composant du vecteur de données θh. Nous définissons la fonction

µ : {1 . . . k} −→ {1 . . . |∼=|}

telle que

µ(i) = µ(j) ⇐⇒ i ∼= j

et si λ(i) = ∅, alors µ(i) = 1. Nous pouvons remarquer que |∼=| ≤ 2|Σ×M |. Nous définissons sur Dh

(ou sur Dh−1 s’il existe i tel que λ(i) = ∅) une relation d’équivalence ≈ de la manière suivante :

β ≈ β′ ⇐⇒ θ ∼ θ′ si θi = βµ(i)

La relation d’équivalence ≈ est d’indice fini et nous pouvons définir le morphisme

ψ : (Σ ×Dh/≈) −→ M

par ψ(a, β) = ϕ(a, θ) (suivant la définition de ≈). Le langage de données L est reconnu par M en
utilisant un mécanisme à h registres [(µ(upm,a))m∈M,a∈Σ, ≈, ψ]. �

Remarque : Cette proposition montre en particulier que si l’alphabet et le monoïde sont fixés,
nous pouvons borner le nombre de registres que nous utilisons. Par contre, ceci n’est plus vrai si
seul le nombre de registres est fixé.

Exemple 5.8 Considérons par exemple le monoïde fini {1, 0, x} où x2 = x. Pour tout entier k, nous considé-
rons l’alphabet Σk = {a0, a1, . . . , ak−1}. Pour tout mot de données u ∈ (Σk ×D)∗ et pour tout i = 1 . . . k−1,
nous notons µi(u) la donnée d (si elle existe) telle que u = u′ (ai, d) u′′ où u′′ ne contient aucun ai ; si cette
donnée n’existe pas, nous posons µi(u) = ⊥. Pour tout entier k, nous définissons le langage de données

Lk = {u (a0, d
′
1) . . . (a0, d

′
n) | u ∈ ((Σk \ {a0}) ×D)∗

et pour tout j, d′
j ∈ ∪k−1

i=1 {µi(u)} }

Le langage Lk vérifie la propriété suivante :

Lk ∈ LM0,k(Σk,D) \
[

k′<k

Lk′

En effet, définissons le mécanisme à k registres ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] où ∼ est définie par les deux
classes d’équivalence

g = {θ ∈ Dk | ∃1 ≤ i ≤ k − 1 tel que θ0 = θi} et g′ = Dk \ g

Les mises à jour des registres sont définies par upz,ai = {i} si 0 ≤ i ≤ k − 1 et z ∈ M . Le morphisme
ϕ : (D × {g, g′})∗ −→ M est défini par ϕ(a0, g) = x, ϕ(a0, g

′) = 0 et ϕ(ai,−) = x si 1 ≤ i ≤ k − 1. En
utilisant cette construction, il est facile de montrer que M0 reconnaît Lk.

Il n’est pas très difficile de montrer que Lk n’est reconnu par aucun monoïde utilisant strictement moins de
k registres. Une preuve similaire à celle de la proposition 5.7 (2.) permet de le faire.
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5.1.3 Les automates de données

Nous allons maintenant proposer une notion d’automates qui vont reconnaître des langages de
données. Notre but est de renforcer la notion de reconnaissance par monoïde que nous avons
définie en proposant un autre formalisme qui s’avèrera équivalent au premier. Nous proposons
alors la définition suivante :

Définition 5.9 Un automate de données est un 8-uplet A = (Q, k,Σ,D,∼, q0, F, T ) où
– Q est un ensemble fini d’états,
– k est un entier (qui représente le nombre de registres de l’automate),
– Σ est l’alphabet fini d’actions,
– D est l’ensemble des données,
– ∼ est une relation d’équivalence d’indice fini définie sur Dk,
– q0 ∈ Q, F ⊆ Q sont respectivement l’ensemble des états initiaux et finals,
– T ⊆ Q ×Dk�∼ × Σ × 2k ×Dk�∼ × Q est l’ensemble des transitions.

Nous dirons que l’automate de données A est déterministe s’il vérifie en plus les deux conditions
suivantes :
– Pour chaque (q, g, a) ∈ Q × Dk�∼ × Σ, il y a au plus une remise à jour up telle que pour toute

transition (q, g, a, up′, g′, q′) ∈ T , up′ = up.
– Si (q, g, a, up, g′, q′1) et (q, g, a, up, g′, q′2) sont dans T , alors q′1 = q′2.

Un chemin dans l’automate est une suite (finie) de transitions consécutives

q0
g1,a1,up1,g′

1−−−−−−−−−→ q1
g2,a2,up2,g′

2−−−−−−−−−→ q2 . . .
gp,ap,upp,g′

p−−−−−−−−−→ qp

Soit u = (a1, d1) . . . (ap, dp) un mot de données. Une exécution sur le chemin précédent pour le
mot u est de la forme :

(q0, θ0)
g1,a1,up1,g′

1−−−−−−−−−→
d1

(q1, θ1)
g2,a2,up2,g′

2−−−−−−−−−→
d2

(q2, θ2) . . .
gp,ap,upp,g′

p−−−−−−−−−→
dp

(qp, θp)

où la suite (θi)i=0...p est définie par :{
θ0 = ⊥k (⊥ est un symbole initial)

θi+1 = upi+1(θi, di+1) si 0 ≤ i ≤ p − 1

et vérifie : 
θi−1 = gi si 1 ≤ i ≤ p

θi = g′i si 1 ≤ i ≤ p

qn ∈ F

[θ représente la classe de θ modulo ∼]
L’exécution précédente est acceptante si q0 est un état initial et si qp est un état final. Le mot u est
alors dit accepté par A. L’ensemble des mots acceptés par A est noté L(A).

Exemple 5.10 Le langage décrit par L = {(a, d)(a, d′) | d �= ⊥, d �= d′} est accepté par l’automate de
données dessiné sur la figure qui suit.

q0 q1 q2
g=, a, {r1}, g �= g�=, a, {r2}, g �=

où g= = {(d, d′) ∈ D2 | d = d′} et g�= = D2 \ g= = {(d, d′) ∈ D2 | d �= d′}.
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Dans la suite, pour simplifier l’écriture, les contraintes écrites sur les transitions pourront être des
unions de gardes atomiques. Par exemple, si une transition peut être franchie sans condition, alors
nous écrirons Vrai sur la transition au lieu d’écrire une transition pour chaque classe d’équivalence
de la relation d’équivalence.

Exemple 5.11 Considérons le langage suivant

Lk = {(a, d1) . . . (a, dn) | i ≡ j mod (k − 1) =⇒ di = dj}

Il représente « le » langage périodique que nous avons déjà vu dans la preuve de la proposition 5.7. Ce
langage est accepté par l’automate de données suivant :

q0 q1
Vrai, a, {r1}, Vrai

. . . qk−2 qk−1
Vrai, a, {rk−1}, Vrai

qk

Vrai, a, {rk}, rk = r1

qk+1

Vrai, a, {r1}, r1 = r2

...

...

...

q2k−1q2k

Vrai, a, {rk−2}, rk−2 = rk−1

Vrai, a, {rk−1}, rk−1 = rk

5.1.4 Équivalence entre les monoïdes et les automates de données

Nous allons montrer dans cette partie que la notion de reconnaissance par monoïdes que nous
avons définie dans la partie 5.1.1 correspond au formalisme des automates de données détermi-
nistes que nous venons de définir.

Théorème 5.12 Soit L un langage de données sur l’alphabet Σ avec comme ensemble de données D.
Alors L est reconnu par un automate de données déterministe si et seulement s’il est reconnu par un
monoïde fini.

Ce théorème est très similaire au théorème d’équivalence entre monoïdes et automates dans le
cadre des langages formels (voir [Pin86] pour une présentation de ce théorème). Comme nous
allons le voir en écrivant la preuve, les transformations « du monoïde à l’automate » et « de
l’automate au monoïde » sont semblables à celles dans le cadre des langages formels.

PREUVE : Implication « si ». Tout d’abord, nous supposons que L ⊆ (Σ × D)∗ est reconnu par
le monoïde fini M en utilisant le mécanisme à k registres ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] et avec
l’ensemble acceptant P ⊆ M . Nous construisons alors l’automate de données sur Σ et D,

A = (Q, k,Σ,D,∼, q0, F, T )

de la manière suivante :
– L’entier k et la relation d’équivalence ∼ proviennent du mécanisme ρ,
– Q = M et q0 = 1M

– T = {(m, g, a, upm,a, g′,m′) | m ∈ M, g, g′ ∈ Dk
∼, a ∈ Σ, m′ = m.ϕ(a, g′)}.
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Nous montrons que A est un automate de données déterministe et que L(A) = L. Constatons tout
d’abord que si m est un état de A, si g est une classe d’équivalence et si a est une action, alors
il y a une unique mise à jour up telle que A a une transition (q, g, a, up,−,−), c’est-à-dire que
up = upm,a. De plus, si g′ est une classe d’équivalence, l’état m′ tel que (m, g, a, upm,a, g′,m′) est
une transition de A, est définie de manière unique. Ainsi, A vérifie l’hypothèse de déterminisme
définie dans la partie 5.1.3, page 115.

Supposons que le mot de données w = (a1, d1) . . . (ap, dp) est dans L. Les suites (θi)i=0...n et
(mi)i=0...n définies par :{

θ0 = ⊥k

θi+1 = upmi,ai+1(θi, di+1)
et

{
m0 = 1M

mi+1 = mi ϕ(ai+1, θi+1)
vérifient que mn ∈ P . Considérons le chemin suivant dans A

1M

θ0,a1,up1M ,a1 ,θ1−−−−−−−−−−−−→
d1

m1

θ1,a2,upm1,a2 ,θ2−−−−−−−−−−−−→
d2

m2 . . .
θn−1,an,upmn−1,an ,θn−−−−−−−−−−−−−−−−→

dn

mn

θ0 θ1 θ2 θn

C’est un chemin acceptant pour w dans A car θi+1 = upmi,ai+1(θi, di+1) et mi+1 = miϕ(ai+1, θi+1).

Réciproquement, supposons que w = (a1, d1) . . . (ap, dp) est dans L(A) et considérons l’exécution

1M
g1,a1,up1,g′

1−−−−−−−−−→
d1

m1
g2,a2,up1,g′

2−−−−−−−−−→
d2

m2 . . .
gn,an,upn,g′

n−−−−−−−−−→
dn

mn

θ0 θ1 θ2 θn

où θ0 = ⊥k et θi+1 = upmi,ai+1(θi, di+1) vérifient θi = gi+1 et θi+1 = g′i+1.a
Ainsi, θ0 = ⊥k, θi+1 = upmi,ai+1(θi, di+1), m0 = 1M , mi+1 = miϕ(ai+1, θi+1) vérifient mn ∈ F et
w ∈ L.

Implication « seulement si ». Nous supposons maintenant que L ⊆ (Σ × D)∗ est reconnu par
l’automate de données

A = (Q, k,Σ,D,∼, q0, F, T )

Nous définissons le monoÍde M comme étant l’ensemble des applications de Q × Dk�∼ dans lui-
même. Nous montrons que L est reconnu par M . Le morphisme ϕ : (Σ×Dk�∼)∗ −→ M est défini
par

(a, g′) �−→
[
(q, g) �→ (q′, g′)

]
où q′ est l’unique état pour lequel il existe une transition (q, g, a, up, g′, q′) dans A (l’unicité de q′

provient de l’hypothèse de déterminisme faite sur A).

Soit m ∈ M . Nous posons m((q0, g0)) = (q, g) (g0 est la classe d’équivalence de ⊥k). A nouveau
en raison du déterminisme, pour toute action a, il y a une unique mise à jour up telle qu’il existe
une transition (q, g, a, up,−,−) et nous définissons alors upm,a = up.

Enfin, nous définissons P = {m | m((q0,⊥k)) ∈ P ×Dk�∼}. Nous notons L′ le langage de données
accepté par M en utilisant le mécanisme à k registres [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] et l’ensemble P .

Supposons que w = (a1, d1) . . . (ap, dp) est dans L en utilisant l’exécution suivante :

q0
g1,a1,up1,g′

1−−−−−−−−−→
d1

q1
g2,a2,up1,g′

2−−−−−−−−−→
d2

q2 . . .
gn,an,upn,g′

n−−−−−−−−−→
dn

qn

θ0 θ1 θ2 θn

où θ0 = ⊥k et θi+1 = upi+1(θi, di+1). Cela vérifie θi = gi+1, θi+1 = g′i+1 et qn ∈ F .
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Soit m0 l’identité de Q ×Dk�∼ et pour i ≥ 0, soit mi+1 le résultat de la composition de mi avec

ϕ(ai+1, θi+1) = ϕ(ai+1, g
′
i+1)

i.e. de mi avec
[(q, α) �−→ (q′, g′i+1)]

pour l’unique état q′ tel qu’il existe une transition (q, α, ai+1, up, g′i+1).

Par induction, si l’on suppose que mi((q0,⊥k)) = (qi, θi), nous obtenons alors que q′ = qi+1 et
mi+1((q0,⊥k)) = (qi+1, θi + 1) et donc que w ∈ L′.

Réciproquement, supposons que w = (a1, d1) . . . (ap, dp) est dans L′. Les suites définies par{
θ0 = ⊥k

θi+1 = upmi,ai+1(θi, di+1)
et

{
m0 = 1M

mi+1 = mi ϕ(ai+1, θi+1)

vérifient la propriété que mn((q0,⊥k)) = (q, θ) pour tout q ∈ F .

Nous définissons alors (qi, θi) par (qi, θi) = mi((q0,⊥k)). L’exécution

q0

θ0,a1,upm0,a1 ,θ1−−−−−−−−−−−−→
d1

q1

θ1,a2,upm1,a2 ,θ2−−−−−−−−−−−−→
d2

q2 . . .
θn−1,an,upmn−1,an ,θn−−−−−−−−−−−−−−−−→

dn

qn

θ0 θ1 θ2 θn

est acceptante dans A. Ainsi, w ∈ L.

Nous venons donc de montrer l’équivalence entre les monoïdes et les automates. �

Remarquons que les deux transformations présentées ci-dessus ne changent pas le nombre de
registres utilisés, ni l’ensemble des mises à jour, ni même la relation d’équivalence.

Un langage de données est dit reconnaissable s’il est reconnu par un automate de données déter-
ministe (il serait équivalent de dire qu’il est accepté par un monoïde fini).

5.2 Comparaison avec les automates temporisés classiques

La motivation principale de ce travail était d’obtenir une caractérisation algébrique des langages
temporisés. Il apparaît clairement que si D est un domaine de temps (par exemple N ou bien Q+

ou bien R+), alors les langages temporisés sont des cas particuliers de langages de données (dans
lesquels nous forçons le temps à croître).

Proposition 5.13 Soit A un automate temporisé (respectivement déterministe) avec n horloges sur
le domaine de temps D. Il existe un automate de données (respectivement déterministe) avec 2n + 2
registres qui reconnaît le même langage.

PREUVE : Soit A un automate temporisé déterministe qui a n horloges, {x1, . . . xn}. Nous adjoi-
gnons à A une horloge universelle x0, c’est-à-dire une horloge qui croît avec le temps, mais qui
n’est jamais remise à zéro dans l’automate A.

Nous supposons que ≡ est l’équivalence des régions associée à A (voir la partie 2.3.3) et nous
transformons A de telle façon que toutes les contraintes apparaissant sur les transitions soient des
classes d’équivalence de ≡. Nous allons construire un automate de données (déterministe) B avec
2n + 2 registres de la manière suivante.

L’ensemble des états de B est Q × F où Q est l’ensemble des états de A et F est l’ensemble des
fonctions f : {x0, . . . , xn} −→ {0, . . . , 2n + 1} tel que pour tout 0 ≤ i ≤ n, f(xi) ∈ {i, n + 1 + i}.
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Intuitivement, la valeur de l’horloge xi va être alternativement stockée dans les registres i et
n + 1 + i.
Nous définissons la relation d’équivalence ≡2 sur D2n comme étant l’équivalence des régions (avec
les mêmes constantes maximales que ≡).
La relation d’équivalence ∼ de B est alors définie par :

(θi)0≤i≤2n+1 ∼ (θ′i)0≤i≤2n+1 ⇐⇒



θ0 < θn+1 ⇐⇒ θ′0 < θ′n+1

θ0 > θn+1 ⇐⇒ θ′0 > θ′n+1

(θf(x0) − θi)1≤i≤2n ≡2 (θ′f(x0)
− θ′i)1≤i≤2n

si f(x0) =

{
0 si θ0 > θn+1

n + 1 si θ0 < θn+1

En particulier, si f ∈ F est telle que f(x0) =

{
0 si θ0 > θn+1

n + 1 si θ0 < θn+1

alors

(θf(x0) − θf(xi))1≤i≤n ≡ (θ′f(x0)
− θ′f(xi)

)1≤i≤n

Considérons une transition de A :

q q′
g, a, C := 0

Pour chaque fonction f de F , nous construisons des transitions dans A de la manière suivante :

q, f q′, f ′θ, a, α, θ′

où :
– θ est une classe d’équivalence quelconque de ∼ compatible avec f , c’est-à-dire que si v ∈ θ, alors

v0 > vn+1 si f(x0) = 0 alors que v0 < vn+1 sinon,

– α = {0, 1, . . . , 2n + 1} \ {f(x0), . . . , f(xn)},

– f ′ ∈ F est telle que

f ′(x0) =
{

0 si f(x0) = n + 1
n + 1 si f(x0) = 0

f ′(xi) =


f(xi) si xi �∈ C

n + 1 + i si xi ∈ C et f(xi) = i

i si xi ∈ C et f(xi) = n + 1 + i

– θ′ est une classe d’équivalence de ∼ telle que

(βi)0≤i≤2n+1 ∈ θ′ =⇒ (βf ′(x0) − βf(xi))1≤i≤n ∈ g et βf ′(x0) > βf(x0)

L’automate de données B que nous venons de construire est déterministe (si A est déterministe)
et reconnaît le même langage (temporisé) que A. �

Le principe de la construction peut être illustrée par l’exemple suivant.
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p q

x > c, a, x := 0

x < d, b

Figure 5.1: Automate temporisé A

Exemple 5.14 Considérons l’automate temporisé à une horloge A de la figure 5.1.
Nous construisons un automate de données avec 4 registres qui va reconnaître le même langage. Pour faciliter
la lecture, nous appellerons r0, r′0 les registres associés à l’horloge universelle et rx, r′x ceux associés à
l’horloge x (au lieu de les appeler 0,1,2,3 comme c’est le cas dans la preuve). À chaque instant, l’un des deux
registres r0 ou r′0 est actif pour l’horloge universelle, et l’un des deux registres rx ou r′x est actif pour l’horloge
x. Le registre actif pour l’horloge universelle contient la date du dernier franchissement d’une transition alors
que le registre actif pour x contient la date de la dernière remise à zéro de l’horloge x. L’automate de
données B de la figure 5.2 correspond à la construction de la preuve, sauf que, pour simplifier, les contraintes
qui apparaissent sur les transitions ne sont pas des classes d’équivalence modulo la relation ∼ de la preuve,
mais des unions de telles classes.

p, r0, rx q, r′0, r′x
Vrai, a, {r′0, r′x}, r′0 − rx > c ∧ r′0 > r0

p, r0, r′x

Vrai,

b,

{r0, rx},
r0 − r′x < d

r0 > r′0

q, r′0, rx
Vrai, a, {r′0, rx}, r′0 − r′x > c ∧ r′0 > r0

Vrai,

b,

{r0, r
′
x},

r0 − rx < d

r0 > r′0

Figure 5.2: Automate de données B

Nous décrivons comment l’automate B reproduit le comportement de l’automate A. Au début, les registres
actifs sont r0 et rx (on est dans l’état (p, r0, rx), les registres r0 et rx sont initialisés à zéro). Ensuite,
pour pouvoir faire l’action a, il faut au préalable vérifier que l’horloge x vaut plus que c. Pour cela, nous
commençons par stocker la valeur courante du temps universel dans le registre r′0. La valeur de l’horloge x

est alors égale à la différence r′0 − rx, c’est pour cette raison que nous testons r′0 − rx > c. Pour vérifier que le
temps a augmenté strictement, nous testons aussi r′0 > r0. Enfin, il faut aussi remettre à zéro l’horloge. Pour
cela, nous mettons à jour le registre r′x avec la valeur courante. Les registres actifs à la fin de cette transition
sont r′0 et r′x. Nous recommençons la même explication pour la deuxième transition. La seule différence tient
dans le fait que l’horloge x n’est, cette fois, pas remise à zéro. Les registres actifs à la fin de cette transition
sont alors r0 et r′x (la valeur de x correspond bien à la différence r0 − r′x).

Nous donnons un exemple d’exécution dans les automates A et B (les registres actifs de B sont soulignés et
en gras) :

horloge x 0 0 t2 − t1 0 t4 − t3 . . . dans A
p

a−−−−→
t1

q
b−−−→
t2

p
a−−−−→
t3

q
b−−−→
t4

p . . .

registre r0 0 0 t2 t2 t4 . . .
9>>=
>>; dans B

registre r′0 0 t1 t1 t3 t3 . . .

registre rx 0 0 0 t3 t3 . . .

registre r′x 0 t1 t1 t1 t1 . . .
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En restreignant l’ensemble de données à un ensemble de temps, nous allons montrer que les
automates de données permettent de reconnaître une classe de langages temporisés plus large
que celle correspondant aux automates temporisés. Nous avons la propriété suivante :

Lemme 5.15 Le langage temporisé {(a, τ)(a, 2τ) . . . (a, nτ) | τ ∈ Q+} est reconnu par un automate
de données (déterministe)

PREUVE : Construisons l’automate suivant :

q0 q1 q2
Vrai, a, {r1, r2}, r1 > 0

Vrai, a, {r3}, r3 − r2 = r1

Vrai, a, {r2}, r2 − r3 = r1

Il reconnaît le langage {(a, τ)(a, 2τ) . . . (a, nτ) | τ ∈ Q+}. �

Cependant, comme il a été montré dans [DZ98], ce langage n’est accepté par aucun automate
temporisé classique, ni même par l’extension proposée dans ce même article.

Dans notre cadre, nous pouvons aussi définir des langages un peu plus exotiques comme par
exemple le langage {(a, t1) . . . (a, tn) | ∀i, ti est un nombre premier}. Ce langage est reconnu par
un monoïde ayant deux éléments avec un registre et une relation d’équivalence d’index 2 (la
première classe contient les nombres premiers, l’autre classe les nombres non premiers).

5.3 Décidabilité des automates de données

Nous devons tout d’abord remarquer que la classe générale des langages de données reconnais-
sables est indécidable. Dans la partie 3.2.1, nous avons présenté en détails le modèle de la machine
à deux compteurs et nous avons énoncé sa propriété d’être un modèle indécidable. Or, il est relati-
vement facile de simuler une machine à deux compteurs [Min67] avec les automates de données,
ce dernier modèle est donc bien indécidable. Nous allons cependant donner une condition suffi-
sante pour pouvoir tester la vacuité d’un langage de données reconnaissable.

5.3.1 Une condition suffisante

Commençons par définir, pour toute mise à jour de k registres up, une relation sur l’ensemble
Dk/∼, notée

up−−−→ , de la manière suivante :

g
up−−−→ g′ ssi ∃v ∈ g, ∃d ∈ D, up(v, d) ∈ g′

Pour dégager des sous-classes décidables de notre modèle, nous définissons la condition :

g
up−−−→ g′ ssi ∀v ∈ g, ∃d ∈ D, up(v, d) ∈ g′ (†)

Si ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] est un mécanisme à k registres, nous dirons que ρ satisfait la condi-
tion (†) si cette même condition est vérifiée pour toute classe de la relation ∼ et pour toute mise à
jour upm,a. Notre but est de montrer que sous cette condition, le problème du vide est décidable.
Le principe de la preuve est similaire à celui de la construction de l’automate des régions proposée
dans la partie 3.3.1, page 51.

Théorème 5.16 Soit L un langage de données reconnaissable sur l’alphabet Σ avec comme ensemble
de données D. Supposons que L soit reconnu par le monoïde fini M en utilisant un mécanisme à k

registres satisfaisant la condition (†) Alors la vacuité de L est décidable avec une complexité PSPACE.
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PREUVE : Soit L ⊆ (Σ × D)∗ un langage de données reconnaissable. Soit M un monoïde fini qui
permet de reconnaître L en utilisant un mécanisme à k registres ρ = [(upm,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] qui
vérifie la condition (†). Comme dans la preuve du théorème 5.12, nous construisons un automate
de données A dont les transitions sont :

m
g, a, upm,a, g′

−−−−−−−−−−→ mϕ(a, g′)

Bien sûr, L = L(A). À partir de A, nous construisons un automate fini B = (Q, I, F, T ) où Q =
M ×Dk/∼, I = (1M ,⊥k), F = P × Dk/∼ (P est l’ensemble acceptant du monoïde) et T est défini
par

((m, g), a, (m′, g′)) ∈ T ⇐⇒ m
g, a, upm,a, g′

−−−−−−−−−−→ m′ et g
upm,a−−−−−→ g′

Nous allons montrer que, comme la condition (†) est vérifiée, cet automate fini accepte le langage

Undata(L) = {a1 . . . an | ∃d1, . . . , dn, (a1, d1) . . . (an, dn) ∈ L}

Supposons que A accepte le mot de données w = (a1, d1) . . . (an, dn) sur le chemin :

m0

g1,a1,upm0,a1 ,g′
1−−−−−−−−−−−−→

d1
m1

g2,a2,upm1,a2 ,g′
2−−−−−−−−−−−−→

d2
m2 . . .

gn,an,upmn−1,an ,g′
n−−−−−−−−−−−−−−→

dn

mn

θ0 θ1 θ2 θn

En particulier, pour tout i, θi+1 = upmi,ai+1(θi, di+1), θi = gi+1 et θi+1 = g′i+1. Ainsi, pour tout i,

gi

upmi,ai+1−−−−−−−→ g′i et il y a une transition ((mi, gi), ai+1, (mi+1, g
′
i)) dans B. Le chemin suivant de B

accepte donc le mot Undata(w) = a1 . . . an.

(m0, g1)
a1−−→ (m1, g

′
1) = (m1, g2)

a2−−→ (m2, g
′
2) = (m2, g3) . . .

an−−−→ (mn, g′n)

Réciproquement, si a1 . . . an est un mot accepté par B sur le chemin

(m0, g0)
a1−−→ (m1, g1)

a2−−→ (m2, g2) . . .
an−−−→ (mn, gn)

alors pour tout i, (mi, gi, ai+1, upmi,ai+1 , gi+1,mi+1) est une transition de A et gi

upmi,ai+1−−−−−−−→ gi+1.
Nous définissons θ0 = ⊥k et inductivement θi+1, en utilisant la condition (†) par : comme θi = gi,
il existe di+1 tel que upmi,ai+1(θi, di+1) ∈ gi+1 ; nous définissons alors θi+1 par upmi,ai+1(θi, di+1).
Ainsi, le chemin suivant accepte le mot (a1, d1) . . . (an, dn) dans A :

m0

g0,a1,upm0,a1 ,g1−−−−−−−−−−−−→
d1

m1

g1,a2,upm1,a2 ,g2−−−−−−−−−−−−→
d2

m2 . . .
gn−1,an,upmn−1,an ,gn−−−−−−−−−−−−−−−−→

dn

mn

θ0 θ1 θ2 θn

La preuve est maintenant complète : B accepte Undata(L).

Ainsi, L est vide si et seulement si Undata(L) est vide. Nous pouvons donc décider de la vacuité de
L en appliquant l’algorithme non déterministe à l’automate que nous venons de construire. Comme
l’automate a |M ×Dk�∼| états, l’algorithme peut être implémenté dans un espace log(|M ×Dk�∼|),
ce qui est polynomial dans la taille de l’entrée (constituée du monoïde et du mécanisme à k

registres). �

Nous allons présenter deux exemples d’automates pour lesquels cette condition (†) est vérifiée.

Exemple 5.17 Revenons à l’automate que nous avons construit dans la preuve du lemme 5.15. Dans cette
automate, la relation d’équivalence a quatre classes d’équivalence :
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– g1 = {(d1, d2, d3) ∈ D3 | d1 > 0 et d1 = d2 − d3}
– g2 = {(d1, d2, d3) ∈ D3 | d1 > 0 et d1 = d3 − d2}
– g3 = {(d1, d2, d3) ∈ D3 | d1 > 0 et d1 �∈ {d2 − d3, d3 − d2}}
– g4 = {(d1, d2, d3) ∈ D3 | d1 ≤ 0}

Nous n’allons pas décrire tous les cas possibles, mais considérons la transition de q1 à q2 et la garde g1. De g1,
il est possible d’aller dans g2 avec la mise à jour {r3}, il suffit de prendre (1, 3, 2) ∈ g1 et, via la mise à jour
sus-citée, nous pouvons aller dans (1, 3, 4). Il est alors facile de voir que pour tout triplet (d1, d2, d3) dans g1,
il sera possible de le faire. Tous les autres cas sont aussi simples.

L’exemple suivant est un peu plus difficile, mais est aussi plus général.

Exemple 5.18 Considérons la construction de la partie précédente qui permet de transformer un automate
temporisé en un automate de données. Nous allons vérifier que si A est un automate temporisé, l’automate
qui est construit vérifie la condition (†). Pour cela, considérons une transition

(q, f)
θ,a,α,θ′

−−−−−−→ (q′, f ′)

de l’automate que l’on construit telle qu’il existe β ∈ θ avec α(β, d) ∈ θ′ (pour d ∈ D). Prenons maintenant
γ ∈ θ. Nous avons que β ∼ γ, donc

(βf(x0) − βi)1≤i≤2n ≡2 (γf(x0) − γi)1≤i≤2n

Il existe alors un successeur de γ tel que

(d − βi)1≤i≤2n ≡2 (d′ − γi)1≤i≤2n

Il est alors évident que α(γ, d′) ∈ θ′. Ceci achève notre preuve du fait que l’automate que nous avons construit
dans la partie précédente vérifie la condition (†).

5.3.2 Calcul de cette condition

En général, la condition (†) est indécidable. Néanmoins, comme c’est le cas pour les automates de
données provenant des automates temporisés (voir l’exemple 5.18), dans certains cas, il va être
possible de décider de la condition (†).

Pour cela, nous définissons :{
ûp(g) = {v′ | ∃v ∈ g, ∃d ∈ D, v′ = up(v, d)}
ûp

−1(g′) = {v | ∃d ∈ D, up(v, d) ∈ g′}

La condition (†) peut alors se réécrire de la manière suivante :

(†) ⇐⇒
[
ûp(g) ∩ g′ �= ∅ =⇒ ûp

−1(g′) ∩ g = g
]

Ainsi, si les mises à jour up que nous considérons sont telles que :

– pour toute contrainte g, ûp(g) et ûp
−1(g) peuvent être calculés,

– l’intersection peut être calculée,
– le vide et l’inclusion peuvent être testés,

alors la condition (†) peut être décidée.

Les mises à jour que nous considérons ne permettent de faire aucun calcul et sont très simples. La
condition (†) peut être encore simplifiée.

Si X est un sous-ensemble de {1 . . . k}, nous définissons πX comme la projection sur l’ensemble
X. Si up est une mise à jour (i.e. up ⊆ {1 . . . k}), nous définissons le produit ×up par : si R est un
sous-ensemble de Dk−|up| et si R′ est un sous-ensemble de D|up|,

R ×up R′ = {v ∈ Dk | πup(v) ∈ R et πup(v) ∈ R′}
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où up = {1 . . . k} \ up. La condition (†) est alors équivalente à :(
(πup(g) ×up D|up|) ∩ g′ �= ∅

)
=⇒ πup(g) ⊆ πup(g′)

Donc, si la relation d’équivalence ∼ est définie de telle manière que :

1. πup(g) peut être calculé,

2. πup(g) ×up D|up| peut être calculé,

3. (πup(g) ×up D|up|) ∩ g′ �= ∅ peut être décidé,

4. πup(g) ⊆ πup(g′) peut être décidé

alors la condition (†) peut être décidée.
Nous pouvons remarquer que toutes les opérations de la liste précédente sont des opérations
élémentaires sur les classes d’équivalence de la relation ∼.

5.4 Extensions du modèle

5.4.1 Effacement de données et permutation des registres

La première extension du modèle que nous allons étudier consiste à étendre les mises à jour
utilisées avec des possibilités d’effacement et de permutation de registres. Une mise à jour étendue
est alors une fonction up qui met dans chaque registre soit la valeur courante, soit la valeur d’un
autre registre, soit ⊥, la donnée vide.

Proposition 5.19 Les automates de données avec mises à jour étendues ont le même pouvoir d’ex-
pression que les automates de données classiques.

PREUVE : Soit A = (Q, k,Σ,D,∼, q0, F, T ) un automate de données avec mises à jour étendues.
Nous notons F l’ensemble des fonctions f : {1, . . . , k} −→ {0, 1, . . . , k}. Intuitivement, f est une
fonction de représentation, dans le sens où la valeur théorique du registre i sera en fait stockée
dans le registre j. Le registre 0 est un registre particulier qui n’est jamais mis à jour et qui contient
donc toujours la valeur ⊥. Construisons l’automate B = (Q′, k,Σ,D,≡, q′0, F

′, T ′) de la manière
suivante :
• Q′ = Q ×F ,
• q′0 = (q0, Id), où Id(i) = i pour tout registre i,
• F ′ = F ×F ,
• ≡ est défini par :

θ ≡ θ′ ⇐⇒ ∀f ∈ F , (θf(i))i=1...k ∼ (θ′f(i))i=1...k

• si (q, g, a, up, g′, q′) ∈ T , alors pour tout f dans F , ((q, f), g, a, up′, g′, (q′, f ′)) est dans T ′ si

– (θf(i))1≤i≤k ∈ g =⇒ (θi)0≤i≤k ∈ g

– (θf(i))1≤i≤k ∈ g′ =⇒ (θi)0≤i≤k ∈ g′

– f ′(i) = f(j) si up met la valeur du registre j dans le registre i. Notons I l’ensemble de ces
registres (l’ensemble des i tels que f ′(i) soit déjà défini). Si I est de cardinal k, alors f ′ est
totalement définie. Sinon, il reste au moins un registre à part 0, disons h, qui n’est pas dans
f ′(I). Pour tout registre i tel que up affecte à i la valeur courante de la donnée, nous posons
f ′(i) = h. Pour tout registre i tel que up affecte à i la valeur ⊥, nous posons f ′(i) = 0.

– up′ met la valeur courante dans le registre h (s’il a été défini auparavant).
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À partir de cette construction, il est facile de montrer que le langage de données accepté par A est
le même que celui accepté par B. �

L’effacement de données et la permutation de registres ne sont donc que des macros qui ne ra-
joutent pas d’expressivité au modèle. Cependant, ces macros peuvent être très utiles. Par exemple,
avec elles, la preuve de la proposition 5.24 ca être nettement simplifiée.

La preuve précédente montre aussi que nous pourrions restreindre nos mises à jour à la mise à
jour d’un seul registre sur chaque transition.

5.4.2 En utilisant des mises à jour plus générales

Les mises à jour utilisées dans notre modèle sont très simples. Nous pouvons juste « écrire » une
donnée lue dans un ou plusieurs registres. Nous ne pouvons faire aucun calcul préalable sur les
données avant de les mettre en mémoire dans les registres. Une question naturelle est de savoir ce
que tout cela devient si jamais nous autorisons certains calculs sur les registres. Dans cette partie,
une mise à jour étendue est une fonction up : Dk ×D −→ Dk.

Dans notre étude précédente, nous avons montré que le monoïde joue un rôle fondamental dans
le mécanisme de reconnaissance (voir la proposition 5.6). Nous allons voir que si nous autorisons
des mises à jour étendues, ceci n’est plus vrai : le monoïde ne joue plus aucun rôle.

Proposition 5.20 Soit L un langage formel sur l’alphabet Σ. Supposons que L soit reconnu par
le monoïde fini M . Alors le langage de données LM = {(a1,m1) . . . (an,mn) | a1 . . . an ∈ L} sur
l’alphabet Σ avec comme ensemble de données M est reconnu par le monoïde N = {1, x, y} où
zx = x et zy = y pour tout z dans N .

PREUVE : Nous supposons que L ⊆ Σ∗ est reconnu par le monoïde fini M . Il existe un morphisme
ϕ : Σ∗ −→ M , un sous-ensemble P ⊆ M tels que L = ϕ−1(P ). Nous définissons maintenant
k = 1 (il n’y a qu’un seul registre) et D = M . Alors, pour tout z ∈ N , pour tout a ∈ Σ, nous
définissons upz,a : M × M −→ M par upz,a(m, d) = mϕ(a). Nous définissons aussi le morphisme
ψ : (Σ × M)∗ −→ N par :

ψ(a,m) =
{

x si m ∈ P

y si m ∈ M \ P

Alors, en utilisant cette construction, nous pouvons montrer que le monoïde fini N reconnaît le
langage de données LM . �

Remarque : Nous pouvons remarquer qu’autoriser des mises à jour étendues élargit la classe des
langages de données qui sont reconnus par un monoïde fini. Par exemple, considérons le langage

{(a, p1) . . . (a, pn) | ∀i, pi nombre premier et i �= j =⇒ pi �= pj}

sur l’alphabet Σ avec comme ensemble de données N. Ce langage de données n’est pas reconnais-
sable (par les automates de données classiques), mais est reconnu par un monoïde fini en utilisant
les mises à jour étendues, notamment la mise à jour up telle que up((θ1, θ2), d) = (d, d.θ2).
Cependant, même avec les mises à jour étendues, les résultats d’équivalence entre monoïdes et
automates et de décidabilité sont toujours vrais car ces résultats ne dépendent pas des mises à
jour utilisées.
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5.5 Le modèle non déterministe

Dans ce qui précède, nous avons étudié le modèle des automates de données déterministes. Ce-
pendant, nous avons aussi défini un modèle d’automates non déterministes (voir la définition 5.9
à la page 115). Quelles sont les propriétés de ces automates ? Nous définissons un mécanisme non
déterministe à k registres par un triplet [(Um,a)m∈M,a∈Σ,∼, ϕ] où la seule différence avec un mé-
canisme déterministe réside dans la définition des mises à jour. Ici, Um,a est un ensemble de mises
à jour de k registres au lieu d’être une seule mise à jour. Nous disons donc qu’un monoïde fini M

reconnaît de manière non déterministe un langage de données L s’il existe un mécanisme non dé-
terministe à k registres qui le reconnaît. Certaines propriétés, vraies pour le modèle déterministe
restent vraies pour la version non déterministe. En particulier,

Proposition 5.21 Soit L un langage de données sur l’alphabet Σ avec comme ensemble de données
D. Alors,
– L est reconnu de manière non déterministe par un monoïde fini si et seulement si il est reconnu par

un automate de données (non déterministe).
Nous disons alors que le langage L est nd-reconnaissable.
– La condition (†) assure aussi la décidabilité du problème du vide, i.e. si L est reconnu par un

automate de données qui vérifie la condition (†) alors il est possible de tester le vide du langage
accepté.

Nous ne proposons pas de preuve pour ces résultats, les preuves précédentes s’adaptant parfaite-
ment au cas non déterministe. Par contre, nous avons la propriété suivante :

Proposition 5.22 La classe des langages de données nd-reconnaissables est strictement plus expres-
sive que la classe des langages de données reconnaissables.

PREUVE : Nous proposons un langage de données qui est nd-reconnaissable mais qui n’est pas
reconnaissable. Ceci montrera la proposition ci-dessus.

Considérons le langage de données L reconnu par l’automate de données non déterministe sui-
vant : Ce langage s’exprime par L = {(a, d1) . . . (a, dn) | ∃1 ≤ i < j < n, di = dj �= ⊥}. Nous

a

a, {r1}, r1 �= ⊥

r1 �= r2, a, {r2}

r1 = r2, a

a

allons montrer que ce langage n’est reconnu par aucun automate de données (déterministe).

Supposons que L soit accepté par l’automate de données à k registres A. Il y a un nombre fini de
chemins de longueur k + 1 dans A. Pour chaque chemin c, nous définissons

E(c) = {(a, d1) . . . (a, dk+1)est lu sur le chemin c et i �= j =⇒ di �= dj}

Il existe un entier n(c) tel que la donnée indexée par n(c) (d’un mot de données quelconque lu sur
le chemin c) n’est pas retenue en mémoire dans un registre à la fin du chemin c. En utilisant un
argument combinatoire similaire à celui développé dans la preuve de la proposition 5.7, il existe
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deux mots de données dans un certain E(c) qui ne diffèrent que de la donnée indexée par n(c).

q0
(a,d1)−−−−−→ q1 . . . qn(c)−1

(a,dn(c))−−−−−−→ qn(c) . . . qk
(a,dk+1)−−−−−−→ qk+1

θ0 θ1 θn(c)−1 θn(c) θk θk+1

= = = ∼ ∼ =
θ′0 θ′1 θ′n(c)−1 θ′n(c) θ′k θ′k+1

q0
(a,d1)−−−−−→ q1 . . . qn(c)−1

(a,d′
n(c))−−−−−−→ qn(c) . . . qk

(a,dk+1)−−−−−−→ qk+1

Comme θk = θ′k, pour tout mot de données w, (a, d1) . . . (a, dn(c)) . . . (a, dk+1) est dans L si et
seulement si (a, d1) . . . (a, d′n(c)) . . . (a, dk+1) est dans L. Bien sûr, ceci n’est pas vrai. Ainsi, L n’est
accepté par aucun automate de données (déterministe). �
Une conséquence simple de la construction faite dans la preuve ci-dessus est le résultat suivant :

Corollaire 5.23 La classe des langages de données reconnaissables n’est pas close par concaténation.

PREUVE : Considérons le langage de données précédent L. Bien que non reconnaissable, ce langage
résulte de la concaténation des deux langages reconnaissables suivants :

{(a, d1) . . . (a, dp) | di ∈ D} et {(a, d0) . . . (a, dn) | ∃1 ≤ j < n, dj = d0}.

Ces langages sont reconnus par les automates de données suivants : Ceci conclut le fait que la

q0 q1 q2 q3

a

a, {r1}, r1 �= ⊥

r1 �= r2, a, {r2}

r1 = r2, a

a

classe des langages de données reconnaissables n’est pas close par concaténation. �

Proposition 5.24 La classe des langages de données nd-reconnaissables est close par union finie,
intersection finie, concaténation et itération finie. Elle n’est pas close par passage au complémentaire.

PREUVE : En ce qui concerne l’union et l’intersection, les constructions classiques suffisent. Soient
L1 et L2 des langages de données acceptés respectivement par des automates ayant k1 et k2

registres. Nous allons montrer que L1 · L2 est accepté par un automate de données avec k =
max(k1, k2) registres. Nous utilisons la proposition 5.19. Supposons que pour i = 1, 2, Ai =
(Qi, ki,Σ,D,∼i, q0,i, Fi, Ti). Nous construisons l’automate A = (Q, k,Σ,D,∼, q0, F, T ) où :
– Q = Q1 ∪ Q2

– θ ∼ θ′ si θ|1...li ∼i θ′|1...li
pour i = 1, 2

– q0 = q0,1

– F =

{
F2 si I2 ∩ F2 = ∅

F1 ∪ F2 si I2 ∩ F2 �= ∅

– q
g,a,up,g′

−−−−−−→ q′ ∈ T ⇐⇒



soit q
G,a,up,G′

−−−−−−−→ q′ ∈ T1 avec G =⇒ g et G′ =⇒ g′

soit q
G,a,up,G′

−−−−−−−→ q′ ∈ T2 avec G =⇒ g et G′ =⇒ g′

soit q ∈ F1 et ∃i
⊥k2 ,a,up,G′

−−−−−−−−−→ q′ ∈ T2 avec i ∈ I2, G′ =⇒ g′

et up met la donnée courante dans les registres de up

et met ⊥ dans les autres registres2

2Nous utilisons là le résultat de la proposition 5.19.
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L’automate de données A reconnaît le langage de données L(A1) · L(A2) : supposons que le mot
de données w soit dans L(A1) · L(A2), w = uv où u ∈ L(A1) et v ∈ L(A2) et considérons les
exécutions sur u dans A1 et sur v dans A2 respectivement :

q0 −→ . . . qn−1
gn,an,upn,g′

n−−−−−−−−−→
dn

qn et q′0
g1,a′

1,up1,g′
1−−−−−−−−−→

d′
1

q′1 . . .

θ0 θn−1 θn θ′0 θ′1

Dans A, leur concaténation correspond au chemin suivant :

q0 −→ . . . qn−1
Gn,an,upn,G′

n−−−−−−−−−−→
dn

qn
G′

n,a′
1,up1,G′

1−−−−−−−−−−→
d′
1

q′1 . . .

θ0 θn−1 θn θ′1

où pour tout i, gi =⇒ Gi et g′i =⇒ G′
i et up1 est défini comme dans T . C’est un chemin acceptant

pour w dans A. Ainsi, L(A1) · L(A2) ⊆ L(A).
Réciproquement, si w ∈ L(A), supposons que w peut être lu dans A sur le chemin suivant :

q0 −→ . . . qn−1
Gn,an,upn,G′

n−−−−−−−−−−→
dn

qn
G′

n,a′
1,up1,G′

1−−−−−−−−−−→
d′
1

q′1 . . .

θ0 θn−1 θn θ′1

Ce chemin peut être découpé en deux parties : une dans A1 et une autre dans A2 :

q0 −→ . . . qn−1
gn,an,upn,g′

n−−−−−−−−−→
dn

qn et q′0
g1,a′

1,up1,g′
1−−−−−−−−−→

d′
1

q′1 . . .

θ0 θn−1 θn θ′0 θ′1

Ces chemins sont des chemins acceptants pour respectivement u et v tels que |u| = n et w = uv.
Ainsi, u ∈ L(A1) et v ∈ L(A2) et donc w ∈ L(A1) · L(A2).
La preuve est maintenant complète : A reconnaît la concaténation L(A1) · L(A2).

Une construction similaire à celle que nous venons de faire permet de traiter l’itération, car, dans
la construction précédente, nous n’augmentons pas le nombre de registres utilisés.

Finalement, le langage L que nous avons considéré dans la preuve de la proposition 5.21 est
nd-reconnaissable. Nous pouvons montrer que le complémentaire de ce langage, c’est-à-dire le
langage

L = {(a, d1) . . . (a, dn) | ∀1 ≤ i < j < n, di �= dj}

n’est reconnu par aucun monoïde fini (bien sûr si D est infini). La preuve utilise des arguments
similaires à ceux des preuves des propositions 5.7 et 5.21. �

5.6 Langages de données et langages sur un alphabet infini

À notre connaissance, aucun travail n’avait été fait pour mettre en relation l’algèbre et les langages
temporisés. En cherchant un formalisme algébrique pour décrire les langages temporisés, nous
avons été amenés à nous placer dans un cadre plus général, les langages de données. Il apparaît
alors que ces langages de données sont des langages sur des alphabets infinis : si nous oublions
la structure interne de Γ = Σ × D, Γ peut être vu comme un alphabet infini. Il est alors naturel
de rapprocher notre étude de celles sur les langages sur des alphabets infinis. Nous allons alors
considérer plusieurs travaux qui peuvent être mis en relation avec les nôtres.
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5.6.1 Les travaux de Autebert, Beauquier et Boasson

Dans [ABB80], plusieurs notions de langages reconnaissables (et algébriques) sont étudiées. Après
avoir mis en avant que la solution de l’image inverse par un morphisme d’une sous-partie d’un
monoïde fini n’était pas une solution acceptable, ils ont par exemple étudié la notion de langage
H-rationnel. Un langage L sur un alphabet infini D est dit H-rationnel si pour tout alphabet fini X,
pour tout morphisme alphabétique ϕ : D∗ −→ X∗, ϕ(L) est reconnaissable. Ils ont aussi proposé
une définition similaire de langage H-algébrique. Ils ont ensuite étudié la clôture de ces classes
par les opérations habituelles puis ont étudié l’adaptation des théorèmes classiques de la théorie
des langages à leurs classes de langages.

Par contre, ils n’ont proposé aucun formalisme d’automate permettant d’exprimer les mêmes lan-
gages qu’eux. Leurs travaux et les nôtres sont difficilement comparables, même s’il est facile de voir
que tout langage L qui est H-reconnaissable est aussi reconnaissable en tant que langage de don-
nées. En effet, considérons un langage L sur l’alphabet D qui est H-reconnaissable et considérons
aussi un alphabet fini X. Soit ϕ un morphisme alphabétique ϕ : D∗ −→ X∗. Il existe un monoïde
M , une sous-partie P ⊆ M et un morphisme ψ : X∗ −→ M tels que ϕ(L) = ψ−1(P ). Nous prenons
un seul registre et nous définissons la relation d’équivalence sur D par d ∼ d′ ⇐⇒ ϕ(d) = ϕ(d′).
Alors il est facile de voir que le mécanisme à un registre ρ = [(upm)m∈M ,∼, ψ◦ϕ] avec upm = {r1}
pour tout m dans M , reconnaît le langage L en tant que langage de données.

5.6.2 Les travaux de Kaminski et Francez

Dans [KF94], des automates avec registres ont aussi été définis. Cette classe d’automates est close
par intersection, union, concaténation et étoile, elle n’est pas close par passage au complémentaire.
De plus, la restriction de leur modèle aux alphabets finis correspond aux automates finis. Nous
constatons aussi que les mises à jour des registres autorisées dans le modèle correspondent aux
nôtres, dans le sens où aucun calcul n’est autorisé et que la machine peut juste « stocker » la
donnée courante dans un des registres.

Cependant, ce modèle est vraiment très restrictif, les contraintes sur les registres qui peuvent être
testées consistent uniquement à tester si la valeur courante est la même que celle présente dans
un registre particulier. Ceci entraîne la propriété que, étant données des valeurs initiales stockées
dans les registres, pour tout automorphisme ι de l’ensemble de ces valeurs, si u est un mot accepté
par l’automate, alors ι(u) est aussi accepté par l’automate. Ceci signifie que la « valeur » des lettres
lues importe peu, mais que c’est plus le nombre de fois qu’elles interviennent qui est important.

Enfin, ils proposent uniquement un modèle d’automate pour leurs langages sur des alphabets,
mais ils ne proposent pas d’autres formalismes algébrique ou logique.

5.6.3 Les travaux de Neven, Schwentick et Vianu

Dans l’article [NSV01], l’étude des automates avec registres définis dans [KF94] a été poursuivie,
surtout en termes logiques. Les auteurs ont aussi étudié une nouvelle classe d’automates, appelés
automates à galets, cette classe leur semble plus adaptée que celle des automates avec registres
pour reconnaître les mots sur un alphabet infini. Dans les automates à galets, au lieu de stocker
certaines lettres lues dans les registres, il est possible de marquer un nombre borné de lettres du
mot qu’on est en train de lire. Les transitions sont contraintes par des conditions sur les lettres
qui sont marquées de la sorte. Les logiques qu’ils ont étudiées sont des logiques du premier et du
second ordre auxquelles ont été rajoutés des prédicats qui permettent de tester l’égalité de deux
lettres du mot ou l’égalité d’une lettre du mot et d’une lettre fixée. Cependant, l’étude logique
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n’a pas permis de dégager un langage logique adapté aux automates avec registres, ni même aux
automates à galets.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une notion de reconnaissance par monoïde pour les langages
de données, une notion plus générale que les langages temporisés. Nous avons aussi proposé
une notion d’automates de données dont la version déterministe est équivalente au formalisme
algébrique de reconnaissance par monoïde. Ce résultat, ainsi que sa preuve, sont très proches de
ce qui existe dans le cadre des langages formels. Comme instance de nos résultats, nous obtenons
une caractérisation purement algébrique des langages temporisés.

Cette théorie doit maintenant être développée. Par exemple, une notion de langage apériodique
pourrait être définie de manière naturelle et aurait à être étudiée de manière précise.

En se restreignant au cadre temporisé, nous avons encore à étudier les relations exactes entre nos
automates et les divers modèles temporisés existants, par exemple les automates de [HRS98] et
ceux de [DZ98].

Si l’ensemble de données considéré est fini, les langages de données correspondants peuvent aussi
être considérés comme des langages formels. Il serait intéressant de comparer la famille de lan-
gages de données reconnus par un monoïde fixé avec celle des langages formels reconnus par ce
même monoïde.

Enfin, il serait aussi intéressant d’étudier de manière plus fine les relations entre le monoïde et les
mises à jour des registres. Ici, nous avons étudié les deux extrémités du spectre : si les registres
ne peuvent faire aucun calcul, alors le monoïde joue un rôle fondamental (proposition 5.6). In-
versement, si les registres peuvent faire d’importants calculs, le monoïde ne joue plus aucun rôle
(proposition 5.20). Tous les cas intermédiaires restent à étudier.

Pour compléter ce panorama déjà assez engageant, nous présenterons au chapitre suivant un
formalisme logique pour ces langages de données.



Chapitre 6

Logique et automates de données

Ce chapitre provient de l’article [Bou02].

Les logiques sont des moyens naturels pour représenter les propriétés. Parmi ces logiques, nous
pouvons citer les logiques temporelles comme LTL [Pnu77] ou CTL [CES86], mais aussi les lo-
giques provenant de l’arithmétique comme les logiques du premier et du second ordre (voir par
exemple [Pin94, PP01]).

Dans le cadre des langages formels, la logique monadique du second ordre MSO(<) (appelée aussi
le calcul séquentiel de Büchi) permet de décrire exactement tous les langages acceptés par des
automates finis [Büc62] (voir [Pin94, PP01, Wei99] pour une présentation de ce résultat). Par
exemple, si l’alphabet que nous considérons est A, la formule

∃x∃y
(
(x < y) ∧ Rax ∧ Rby

)
décrit le langage A∗aA∗bA∗. Des sous-classes de MSO(<) permettent aussi de décrire des familles
intéressantes de langages, comme la logique du premier ordre qui permet de décrire les langages
sans étoile [MP71, Pin94, PP01] ou les langages définis par les formules de LTL [Kam68].

Dans le cadre temporisé, plusieurs travaux ont été effectués pour mettre en relation les automates
temporisés et certains logiques. Par exemple, Thomas Wilke a proposé une logique monadique du
second ordre avec distances qui permet d’exprimer tous les langages reconnus par des automates
temporisés [Wil94]. Dans leur article [HRS98], Thomas Henzinger, Jean-François Raskin et Pierre-
Yves Schobbens ont dégagé plusieurs logiques qui caractérisent des sous-classes des automates
temporisés qui ont comme avantage d’être, suivant leur terminologie, « totalement décidables »
(« fully decidable »), ce qui signifie que les logiques qu’ils proposent sont closes pour toutes les
opérations booléennes et leur satisfaisabilité est décidable. Les classes de systèmes temporisés
qu’ils caractérisent de la sorte sont des sous-classes des automates « à horloges d’évènements »
(« event-clock automata ») définis dans [AFH94].

Nous proposons ici un langage logique pour caractériser exactement les langages de données qui
sont acceptés par les automates de données (pas forcément déterministes). Le langage que nous
proposons est plus proche de celui de Thomas Wilke que des logiques « totalement décidables » de
Henzinger, Raskin et Schobbens. Après avoir défini notre langage, nous montrons son équivalence
avec celle des automates de données. Nous énonçons ensuite une condition sous laquelle nous
pouvons décider de la satisfaisabilité des formules de notre langage. L’ensemble des formules qui
satisfont notre condition est strictement plus expressif que le langage monadique avec distances
défini dans [Wil94]. Nous obtenons donc une logique dont un large fragment est décidable, mais
qui n’est pas « fully decidable » (les formules ne sont pas closes par la négation).
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6.1 Description de la logique

Dans tout ce travail, nous supposerons donnés un alphabet fini Σ et un ensemble de données D.

Notre but est de proposer un langage logique équivalent au modèle des automates de données
(non déterministes). Nous commençons par considérer le langage logique Lc formé de toutes les
formules closes ϕ ::= ∃X1 . . . ∃Xk.ψ où les (Xi)1≤i≤k sont des variables du second ordre et ψ est
définie inductivement par la grammaire

ψ ::= x < y | x = y | ∃x.ψ | ∀x.ψ | Rax | Xx | Qg(x1, . . . , x	) | ¬ψ | ψ ∧ ψ | ψ ∨ ψ

où g est une contrainte de D	, a ∈ Σ, X est une variable du second ordre et x, y, x1, . . . , x	 sont
des variables du premier ordre. Ce langage logique est une logique du second ordre à laquelle
des prédicats de données Qg(x1, . . . , x	) ont été rajoutés. De manière informelle, ces prédicats
permettent de tester si les données représentées par les variables du premier ordre x1, . . . , x	

vérifient ou pas la contrainte g.

6.1.1 Interprétation de Lc

Nous définissons formellement la sémantique de Lc.

La logique Lc a pour signature S = {<, (Ra)a∈Σ, (Qg)g contrainte de D�}. Chaque mot de données
u = (a1, d1) . . . (a|u|, d|u|) est alors vu comme une structure

uS = (Dom(u), <, (ιu(Ra))a∈Σ, (ιu(Qg))g contrainte de D�)

où :

– Dom(u) = {1, . . . , |u|} est le domaine,

– le prédicat < est interprété par l’ordre naturel sur Dom(u),

– pour a ∈ Σ, ιu(Ra) = {i ∈ Dom(u) | ai = a},

– pour g contrainte de D	, ιu(Qg) = {(i1, . . . i	) ∈ Dom(u)	 | (di1 , . . . , di�
) ∈ g}.

Soit ϕ une formule de Lc. Soit v l’ensemble de ses variables du premier ordre et V l’ensemble
de ses variables du second ordre. Si D est un domaine, une valuation des variables du premier
ordre est une application µ : v −→ D alors qu’une valuation des variables du second ordre est une
application ν : V −→ 2D. Si µ est une valuation des variables du premier ordre, nous notons µ[x/i]
la valuation qui associe à x l’entier i et à toute autre variable la même valeur que µ. La notation
ν[X/α] est similaire pour les variables du second ordre (sauf que α est un ensemble d’entiers).

Si u est un mot de données, si uS est sa structure associée, si ϕ est une formule, si µ et ν sont des
valuations pour ϕ (avec comme domaine Dom(u)), nous disons que la formule ϕ s’interprète sur
la structure uS avec les valuations µ et ν, ce que nous notons (uS , µ.ν) |= ϕ, si les conditions du
tableau 6.1 sont vérifiées.

Dans toute la suite, par abus de notation, nous noterons (u, µ.ν) |= ϕ au lieu de (uS , µ.ν) |= ϕ.
Nous remarquons aussi que la validité de (uS , µ.ν) |= ϕ ne dépend que des valeurs assignées aux
variables libres de ϕ par µ et ν. Donc, si ϕ est une formule close, nous nous autoriserons à noter
u |= ϕ au lieu de (u, µ.ν) |= ϕ car la validité de la formule précédente ne dépend ni de µ ni de ν.
Un langage de données L est l’ensemble des modèles d’une formule close ϕ si

L = {u ∈ (Σ ×D)∗ | u |= ϕ}.
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(uS ;µ.ν) |= x < y si µ(x) < µ(y)
(uS ;µ.ν) |= x = y si µ(x) = µ(y)
(uS ;µ.ν) |= ∃x.ψ si il existe 1 ≤ i ≤ n, (uS ;µ[x/i].ν) |= ψ

(uS ;µ.ν) |= ∀x.ψ si pour tout 1 ≤ i ≤ n, (uS ;µ[x/i].ν) |= ψ

(uS ;µ.ν) |= Rax si µ(x) ∈ ιu(Ra)
(uS ;µ.ν) |= Xx si µ(x) ∈ ν(X)

(uS ;µ.ν) |= g(x1, . . . , xl) si (µ(x1), . . . , µ(x	)) ∈ ιu(g)
(uS ;µ.ν) |= ¬ψ si (uS ;µ.ν) �|= ψ

(uS ;µ.ν) |= ψ1 ∧ ψ2 si (uS ;µ.ν) |= ψ1 et (uS ;µ.ν) |= ψ2

(uS ;µ.ν) |= ψ1 ∨ ψ2 si (uS ;µ.ν) |= ψ1 ou (uS ;µ.ν) |= ψ2

(uS ;µ.ν) |= ∃X.ψ si il existe α ⊆ {1, . . . , |u|} tel que (uS ;µ.ν[X/α]) |= ψ

Tableau 6.1: Relation de satisfaction pour Lc

6.1.2 Quelques exemples

Exemple 6.1 Le langage de données

{(a1, d1) . . . (an, dn) | n ∈ N et ∃1 ≤ i < j ≤ n, (ai, di) = (aj , dj)}

peut être décrit par la formule qui appartient au langage Lc

∃x.∃y.

 
x < y ∧

_
a∈Σ

(Rax ∧ Ray) ∧ Qg(x, y)

!

où g = {(d, d′) | d = d′} est la diagonale de D2.

Exemple 6.2 Le complémentaire du langage précédent, c’est-à-dire le langage de données

{(a1, d1) . . . (an, dn) | n ∈ N et ∀1 ≤ i < j ≤ n, (ai, di) �= (aj , dj)}

peut être décrit par la formule de Lc suivante :

∀x.∀y.

 
x < y =⇒ Qg �=(x, y) ∨

^
a∈Σ

(¬Rax ∨ ¬Ray)

!

où g�= = {(d, d′) | d �= d′}.

Cependant, ce langage n’est accepté par aucun automate de données. Donc, même si Lc apparaît
comme un bon candidat pour exprimer les langages de données, l’exemple précédent montre qu’il
est trop expressif pour être équivalent au modèle des automates de données. Nous allons donc
restreindre ce langage.

6.1.3 Définition de notre langage logique

La restriction du langage que nous allons considérer est similaire à la restriction qu’avait dû faire
Thomas Wilke [Wil94] pour les automates temporisés.

Nous proposons de définir le langage logique L comme étant l’ensemble des formules closes
∃X1 . . . ∃Xk.ψ où les (Xi)1≤i≤k sont des variables du second ordre et ψ est défini inductivement
par la grammaire :

ψ ::= x < y | x = y | ∃x.ψ | ∀x.ψ | Rax | Xx | Pg(X1, . . . , X	, x) | ¬ψ | ψ ∧ ψ | ψ ∨ ψ
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où g est une contrainte définie sur D	 et a ∈ Σ.

La seule différence avec le langage Lc est contenue dans le prédicat Pg(X1, . . . , X	, x). Intuitive-
ment, la variable Xi représente l’ensemble des dates où le registre ri est mis à jour ; à la date repré-
sentée par la variable x, les données contenues dans les registres (ri)i=1...	 vérifient la contrainte
g.

Soit u = (a1, d1) . . . (an, dn) un mot de données, soient µ un assignation des variables du premier
ordre et ν une assignation des variables du second ordre, alors

(u;µ.ν) |= Pg(X1, . . . , X	, x) ⇐⇒
(
d
(µ,ν)
max(X1≤x), . . . , d

(µ,ν)
max(X�≤x)

)
∈ g

où pour tout 1 ≤ i ≤ 

d
(µ,ν)
max(Xi≤x) =

{
dλ si λ ∈ ν(Xi) et ∀j, (j ∈ ν(Xi) et j ≤ µ(x) implique j ≤ λ)

⊥ si ∀j, j ∈ ν(Xi) implique µ(x) < j

Exemple 6.3 Le langage {(a, τ) . . . (a, nτ) | τ > 0 et n entier} peut être décrit par la formule

∃X0∃X1∃X2. [∃x0.X0x0 ∧ ∀y.((X0y =⇒ y = x0) ∧ y ≥ x0) ∧ X2x0 ∧ Pg0(X0, x0)]

∧ ∀y∀x.

"
(X1x ∧ y = x + 1) =⇒ (X2y ∧ ¬X1y ∧ Pg(X0, X1, X2, y))

∧ (X2x ∧ y = x + 1) =⇒ (X1y ∧ ¬X2y ∧ Pg(X0, X2, X1, y))

#

où :
– la « macro » y = x + 1 remplace la formule ∀z.(x < z =⇒ y ≤ z) ∧ (z < y =⇒ z ≤ x),
– g0 = {d ∈ D | d > 0} et
– g = {(d1, d2, d3) ∈ D3 | d2 − d3 = d1}.

Lemme 6.4 Le langage logique L n’est pas plus expressif que le langage logique Lc, c’est-à-dire que
pour toute formule ϕ dans L, il existe une formule ψ dans Lc qui est logiquement équivalente à ϕ.

PREUVE : Il est facile de vérifier que la formule Pg(X1, . . . , X	, x) est équivalente à la formule :∨
J⊆{1,...,�}

J={j1,...,jh}
j1<j2···<jh

∃xj1 . . . ∃xjh
.

(∧
i∈J

(
(Xixi) ∧ (xi ≤ x) ∧ (∀y. xi ≤ y ≤ x ∧ Xiy =⇒ xi = y)

)

∧
( ∧

i	∈J

∀y.(Xiy =⇒ x < y)
)
∧ Pg(xj1 , . . . , xjh

)


où (d1, . . . dh) ∈ g ⇐⇒ (d′1, . . . , d

′
	) ∈ g si

{
d′i = dr si i = jr

d′i = ⊥ si i �= jr pour tout r.
�

Le principal résultat de ce chapitre est le théorème suivant qui établit que le langage L est équi-
valent au formalisme des automates de données. Ce théorème apparaît alors comme une extension
du théorème de Büchi [Büc62] dans le cadre formel et du résultat de Thomas Wilke dans le cadre
des automates temporisés [AD94].

Théorème 6.5 (Caractérisation logique) Un langage de données est reconnu par un automate
(non déterministe) de données si et seulement s’il est l’ensemble des modèles d’une formule close de L.

Le reste de ce chapitre sera consacré à la preuve de ce théorème d’équivalence, ainsi qu’à une petite
discussion sur la décidabilité et l’expressivité du langage L. Cette preuve est assez proche de celle
proposée par Thomas Wilke dans [Wil94]. Cependant, elle diffère sur les points techniques. Par
exemple, dans [Wil94], les formules logiques sont transformées en des formules qui n’ont qu’une
seule variable du premier ordre alors qu’ici, nous allons transformer nos formules en des formules
mises sous forme prénexe.
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6.2 Une « forme simplifiée » pour les formules de L
Une formule atomique est une formule de la forme

x < y | x = y | Rax | Xx | Pg(Y1, . . . , Y	, x)

Une formule atomique Pg(Y1, . . . , Y	, x) est appelée un prédicat de données atomique.
De manière classique (voir par exemple [CL93]), chaque formule close de L peut être mise sous
forme prénexe :

ϕ = ∃X1 . . . ∃Xk.Q1x1 . . . Qpxp

∨
i

∧
j

pi,j


où pour tout i, Qi ∈ {∃,∀} et pour tout i, j, pi,j est une formule atomique ou sa négation.
Nous considérons une formule ϕ sous forme prénexe. Pour toute variable du second ordre Y

apparaissant dans ϕ, il existe un entier 1 ≤ iY ≤ k tel que Y = XiY
. Nous définissons alors la

relation d’équivalence ∼ϕ sur Dk par :

(θi)i=1...k ∼ϕ (θ′i)i=1...k ⇐⇒ pour tout prédicat de données atomique Pg(Y1, . . . , Y	, x) de ϕ,(
(θi)i=iY1 ...iY�

∈ g ⇐⇒ (θ′i)i=iY1 ...iY�
∈ g
)

Cette relation d’équivalence est d’index fini. Si θ ∈ Dk, la classe d’équivalence de θ (modulo ∼ϕ)
est notée clϕ(θ). Soit g une classe d’équivalence de ∼ϕ, le prédicat de données atomique de la
forme Pg(X1, . . . Xk, x) est dit ϕ-primitif. Il est immédiat de vérifier que tout prédicat de données
atomique apparaissant dans ϕ peut être transformé en une disjonction de prédicats de données
atomiques ϕ-primitifs.

Nous venons donc de montrer le résultat suivant :

Lemme 6.6 Toute formule close ϕ de L est équivalente à une formule de la forme :

∃X1 . . . ∃Xk.Q1x1 . . . Qpxp

∨
i

∧
j

pi,j


où tout pi,j est une formule atomique ou sa négation et où tout prédicat de données atomique est
ϕ-primitif. De plus, la transformation est effective.

6.3 De la logique aux automates...

L’idée est de transformer une formule de notre langage logique L en une formule d’une logique
monadique du second ordre (sur un autre alphabet, fini) pour laquelle nous construirons un au-
tomate fini équivalent (en utilisant le théorème de Büchi [Büc62]). Nous montrerons ensuite qu’il
est possible de transformer cet automate fini en un automate de données équivalent à la formule
initiale de L.

Soit ϕ une formule de L. Par le lemme 6.6, nous pouvons supposer que ϕ est de la forme
∃X1 . . . ∃Xk.Q1x1 . . . Qpxp.

∨
i

∧
j pi,j où pour chaque h, Qh ∈ {∃,∀} et pour tout i, j, pi,j est

une formule atomique ou sa négation et tout prédicat de données atomique est ϕ-primitif. Soit
ψ =
∨

i

∧
j pi,j . Toutes les variables de ψ sont libres et appartiennent à {X1, . . . , Xk}∪{x1, . . . , xp}.

Nous transformons la formule ψ en une formule ψ définie inductivement par :
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x < y = x < y

x = y = x = y

Rax = Rax

Xx = RXx

Pg(X1 . . . Xk, x) = Rgx

ψ1 ∧ ψ2 = ψ1 ∧ ψ2

ψ1 ∨ ψ2 = ψ1 ∨ ψ2

¬ψ = ¬ψ

Ces formules sont des formules du premier ordre et sont interprétées sur les mots de l’alphabet
(Σ × Dk�∼ϕ

× P({X1 . . . Xk})) avec une assignation de variables du premier ordre. Nous note-
rons encore µ une assignation de variables du premier ordre et nous considérerons un mot sur
l’alphabet (Σ ×Dk�∼ϕ

× P({X1 . . . Xk})), (a1, g1,X1) . . . (an, gn,Xn) :

((a1, g1,X1) . . . (an, gn,Xn), µ) |= Rgx ⇐⇒ gµ(x) = g

((a1, g1,X1) . . . (an, gn,Xn), µ) |= RXx ⇐⇒ X ∈ Xµ(x)

((a1, g1,X1) . . . (an, gn,Xn), µ) |= Rax ⇐⇒ aµ(x) = a

Les autres formules sont interprétées comme d’habitude.

Remarque : Notons que les formules que nous venons de définir sont bien des formules de la
logique du premier ordre pour l’alphabet Γ = (Σ × Dk�∼ϕ

× P({X1 . . . Xk})). Par exemple, le
prédicat Rgx est équivalent à l’union des prédicats Qγx pour γ lettre de Γ dont la deuxième
composante est un g.

Soit u = (a1, d1) . . . (an, dn) ∈ (Σ × D)∗ un mot de données et soit ν une assignation pour les
variables du second ordre X1, . . . , Xk (pour tout Xi, ν(Xi) est donc un ensemble fini d’entiers).
Nous associons à u les mots u′

ν et uν de la manière suivante :

u′
ν = (a1, d1, θ1,X1) . . . (an, dn, θn,Xn) ∈ (Σ ×D ×Dk × P({X1 . . . Xk}))∗

avec θ0 = ⊥k, θi+1[j] =
{

θi[j] si i �∈ ν(Xj)
di si i ∈ ν(Xj)

et Xi = {Xj | i ∈ ν(Xj)}, et

uν = (a1, clϕ(θ1),X1) . . . (an, clϕ(θn),Xn) ∈ (Σ ×Dk/ ∼ ×P({X1 . . . Xk}))∗.

La relation entre u, ν et uν est établie par le lemme suivant :

Lemme 6.7 (u, ν) |= Q1x1 . . . Qpxp.ψ ⇐⇒ uν |= Q1x1 . . . Qpxp.ψ

PREUVE : Soit µ une valuation pour les variables du premier ordre. Nous allons montrer que pour
toute formule atomique ρ, (u, µ.ν) |= ρ si et seulement si (uν , µ) |= ρ. Nous obtiendrons alors
l’équivalence annoncée car ψ est une combinaison booléenne de formules atomiques.
– si ρ = Rax, alors ρ = Rax et

(u, µ.ν) |= Rax ⇐⇒ aµ(x) = a ⇐⇒ (uν , µ) |= Rax.

– si ρ = Xx, alors ρ = RXx et

(u, µ.ν) |= Xx ⇐⇒ µ(x) ∈ ν(X) ⇐⇒ X ∈ Xµ(x) ⇐⇒ (uν , µ) |= RXx.

– si ρ = g(X1, . . . , Xk, x), alors ρ = Rgx et

(u, µ.ν) |= Pg(X1, . . . , Xk, x) ⇐⇒
(
d
(µ,ν)
max(X1≤x), . . . , d

(µ,ν)
max(Xk≤x)

)
∈ g.

Par construction, θµ(x) =
(
d
(µ,ν)
max(X1≤x), . . . , d

(µ,ν)
max(Xk≤x)

)
. Nous obtenons donc que

(uν , µ) |= Rgx ⇐⇒ clϕ(θµ(x)) = g ⇐⇒ (u, µ.ν) |= Pg(X1, . . . , Xk, x).
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�

Appliquant le résultat fondamental de Büchi [Büc62], nous pouvons construire un automate fini
A sur l’alphabet (Σ × Dk�∼ϕ

× P({X1 . . . Xk}))∗ qui reconnaît le langage défini par la formule
Q1x1 . . . Qpxp.ψ. À partir de A, nous construisons alors un automate de données A qui utilise un
registre pour chaque variable du second ordre Xi de la manière suivante :

si q
a,g,X−−−−→ q′ est une transition de A alors q

∗,a,up,g−−−−−−→ q′ est une transition de A

où up = {i | Xi ∈ X} et ∗ est une classe d’équivalence quelconque de ∼ϕ. Les états initiaux et
finals de A correspondent aux états initiaux et finals de A. L’automate A est précisément celui que
nous cherchions à construire :

Lemme 6.8 Un mot de données u est accepté par l’automate A si et seulement si

u |= ∃X1 . . . ∃Xk.Q1x1 . . . Qpxp.ψ.

PREUVE : Nous supposons que u = (a1, d1) . . . (an, dn) est accepté par A sur le chemin

q0
∗,a1,up1,g1−−−−−−−→ q1

∗,a2,up2,g2−−−−−−−→ . . .
∗,an−1,upn−1,gn−1−−−−−−−−−−−−→ qn−1

∗,an,upn,gn−−−−−−−−→ qn

Soit ν une assignation des variables du second ordre définie par ν(Xi) = {j | i ∈ upj}. Le mot uν

qui correspond à u peut être lu (sur le chemin correspondant) dans A. Ainsi,

uν |= Q1x1 . . . Qpxp.ψ.

Par le lemme 6.7, nous en déduisons que (u, ν) |= Q1x1 . . . Qpxp.ψ.

Réciproquement, supposons que (u, ν) |= Q1x1 . . . Qpxp.ψ. Par ce qui précède, ceci implique que
uν |= Q1x1 . . . Qpxp.ψ. Ainsi, uν peut être lu dans A. Le mot u peut être lu sur le chemin corres-
pondant dans A. �

Ce lemme termine ainsi la preuve de la première implication du Théorème 6.5.

6.4 ... et vice-versa

Nous montrons maintenant la deuxième implication du théorème, c’est-à-dire que tout langage de
données accepté par un automate de données peut être défini par une formule de L.
Soit A = (Q, q0, F, k,∼, T ) un automate de données. Nous numérotons les transitions de A :

T = {ti = (qi, gi, ai, upi, g
′
i, q

′
i) | i = 1 . . . q}.

La « macro » x + 1 a été définie à l’exemple 6.3, elle remplace la formule

∀z.(x < z =⇒ y ≤ z) ∧ (z < y =⇒ z ≤ x)

La « macro » x ≤ y représente la formule (x < y ∨ x = y).

Nous utilisons plusieurs variables du second ordre qui joueront deux rôles différents :
– pour toute transition ti (1 ≤ i ≤ q), nous utilisons une variable du second ordre Xi qui contien-

dra toutes les positions où la transition ti est franchie,
– pour tout registre rj (1 ≤ j ≤ k), nous utilisons une variable du second ordre Yj qui contiendra

toutes les positions où le registre rj est mis à jour.
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Soit ϕ la formule ∃X1 . . . ∃Xq.∃Y1 . . . ∃Yk.
(
ϕpos ∧ϕinit ∧ϕfinal ∧ϕsucc ∧ϕup ∧ϕact ∧ϕguards

)
où

les sous-formules sont définies dans le tableau 6.2 qui suit.

· ϕpos = ∀x.
(∧

i	=j (¬Xix ∨ ¬Xjx) ∧
∨

i Xix
)

ϕpos exprime le fait que chaque position correspond exactement à une transition,

· ϕinit = ∃x.
((∨

i t.q. qi=q0
Xix
)
∧ ∀y. (x ≤ y)

)
ϕinit exprime le fait qu’un calcul commence dans un état initial,

· ϕfinal = ∃x.
((∨

i t.q. q′
i∈F Xix

)
∧ ∀y. (y ≤ x)

)
ϕfinal exprime le fait qu’un calcul termine dans un état final,

· ϕsucc = ∀x.∀y.
(
y = x + 1 =⇒

∨
(i,j) t.q. q′

i=qj
(Xix ∧ Xjy)

)
ϕsucc exprime le fait que, sur un chemin, deux transitions consécutives ont un état en commun,

· ϕup = ∀x.
(∧

i

(
Xix =⇒

∧
j t.q. j∈upi

Yjx
))

∧ ∀x.
(∧

j

(
Yjx =⇒

∨
i t.q. j∈upi

Xix
))

ϕup certifie que chaque transition met à jour les bons registres,

· ϕact = ∀x. (
∧

i Xix =⇒ Rai
x)

ϕact certifie que chaque transition permet d’effectuer la bonne action,

· ϕguards = ∀x. (
∧

i (Xix =⇒ gi(Y1, . . . , Yk, x)))

ϕguards certifie que les registres vérifient les bonnes contraintes.

Tableau 6.2: Formules décrivant un automate de données

Nous allons maintenant montrer le résultat suivant :

Lemme 6.9 Pour chaque mot de données u, u est accepté par A si et seulement si u |= ϕ.

PREUVE : Supposons que le mot de données u = (a1, d1) . . . (an, dn) soit accepté par l’automate de
données A. Il existe un chemin dans A qui accepte u :

q0
g1,a1,up1,g′

1−−−−−−−−−→ q1
g2,a2,up2,g′

2−−−−−−−−−→ . . .
gn,an,upn,g′

n−−−−−−−−−→ qn

Nous définissons l’assignation des variables du second ordre ν parν(Xi) = {j | qj−1

gj ,aj ,upj ,g′
j−−−−−−−−−→ qj = ti},

ν(Yi) = {j | i ∈ upj}.

Il est facile de montrer que

(u, ν) |= ϕpos ∧ ϕinit ∧ ϕfinal ∧ ϕsucc ∧ ϕup ∧ ϕact ∧ ϕguards (∗)

Réciproquement, supposons qu’il existe une assignation des variables du second ordre ν telle
que (∗) soit vérifiée. Alors nous pouvons construire un chemin

q0
g1,a1,up1,g′

1−−−−−−−−−→ q1
g2,a2,up2,g′

2−−−−−−−−−→ . . .
gn,an,upn,g′

n−−−−−−−−−→ qn
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tel que qi−1
gi,ai,upi,g

′
i−−−−−−−−→ qi est la transition tj si et seulement si i ∈ ν(Xj). Il est alors facile de

montrer que le mot de données u peut être lu sur ce chemin dans A et qu’il est donc accepté par
l’automate. �

Nous pouvons constater que, comme les contraintes des automates de données sont des classes
d’équivalence d’une relation d’équivalence particulière, les prédicats de données de la formule ϕ

que nous construisons sont ϕ-primitifs. Ceci conclut la preuve du Théorème 6.5.

6.5 Décidabilité de la logique

Supposons que ϕ soit une formule de L. Comme nous l’avons écrit dans la partie 6.2, ϕ définit une
relation d’équivalence ∼ϕ sur Dk pour un certain k qui dépend de ϕ. Supposons que la condition
suivante soit vérifiée :

pour tout up ⊆ {1, . . . , k}, θ1 ∼ θ2 ∈ Dk, d1 ∈ D, il existe d2 ∈ D t.q. up(θ1, d1) ∼ up(θ2, d2) (‡)

pour une relation d’équivalence ∼ qui raffine la relation ∼ϕ. Cette condition (‡) correspond à la
condition (†) présentée dans la partie 5.3. Ainsi, si ϕ est une formule qui vérifie (‡), alors il est
possible de décider si elle a ou non un modèle. Nous obtenons donc le résultat suivant :

Théorème 6.10 La restriction du langage logique L aux formules pour lesquelles la condition (‡) est
vérifiée est décidable.

Même si, en général, la condition (‡) n’est pas décidable, elle est vérifiée pour de nombreuses
classes de relations d’équivalence sur Dk.

Exemple 6.11 Reprenons l’exemple 6.3. il est facile de vérifier que la formule proposée pour décrire le
langage temporisé L = {(a, τ) . . . (a, nτ) | τ > 0 et n entier} vérifie la condition (‡). Par exemple, nous
pouvons considérer la relation d’équivalence ∼ défini sur D3 par :

(θi)i=1,2,3 ∼ (θ′
i)i=1,2,3 ⇐⇒

8>><
>>:

θ1 = θ3 − θ2 ⇐⇒ θ′
1 = θ′

3 − θ′
2

θ1 = θ2 − θ3 ⇐⇒ θ′
1 = θ′

2 − θ′
3

θi > 0 ⇐⇒ θ′
i > 0 pour tout i = 1, 2, 3

Comme dans le cas de la condition (†) pour les automates (voir par exemple l’exemple 5.17 à la page 122),
il est sans difficulté de montrer que, dans le cas présent, la condition (†) est vérifiée.

Ainsi, comme L est accepté par aucun automate temporisé classique, il n’y a aucune formule de la
logique présentée dans [Wil94] équivalente à la formule de l’exemple 6.3. De plus, chaque auto-
mate temporisé classique peut être transformé en un automate de données équivalent qui vérifie
la condition (†) (voir l’exemple 5.18), donc en une formule de L qui vérifie la condition (‡) : le
fragment décidable de notre logique est donc strictement plus expressif que la logique monadique
de distances proposée dans [Wil94], même lorsque nous nous restreignons aux comportements
temporisés (c’est-à-dire même si nous restreignons notre domaine à un domaine de temps).

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un langage logique qui permet d’exprimer exactement les
langages de données qui sont acceptés par des automates de données. Grâce à toutes ces équi-
valences (automates, logique, monoïdes), les langages de données nous semblent être un bon
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candidat pour modéliser les comportements temporisés. En outre, un large fragment de cette lo-
gique est décidable et ce fragment décidable est strictement plus expressif que, par exemple, le
langage proposé par Thomas Wilke dans [Wil94].

En rassemblant les résultats obtenus dans les chapitres 5 et 6, nous obtenons un parallèle assez
intéressant entre les langages formels sur un alphabet fini et les langages de données, ce parallèle
est présenté dans le tableau 6.3.

Langages formels Langages de données

Automates finis Automates de données

Expressions rationnelles ?

Caractérisation logique
MSO(<), LTL

Logique basée sur MSO(<)

Caractérisation algébrique
(en utilisant des monoïdes finis)

Mécanisme algébrique

Tableau 6.3: Comparaison entre les langages formels et les langages de données

En outre, la case qui reste marquée d’un point d’interrogation ne semble pas très difficile à combler.
Le travail que nous avons fait à propos du théorème de Kleene pour les langages temporisés
(chapitre 4) semble pouvoir s’adapter assez bien aux automates de données : en nous plaçant
par exemple dans un cadre « langage de registres » (c’est-à-dire que les lettres seraient des uplets
constitués des lettres habituelles et des valeurs des différents registres), nous pourrions prendre
pour éléments de base, par exemple, 〈g, a, up, g′〉, dont la sémantique serait

{θ.(a, d, θ′) | θ ∈ g, θ′ = up(θ, d) et θ′ ∈ g′}.

Les langages de données apparaissent vraiment intéressants à la fois pour faire de la théorie des
langages sur des alphabets infinis et pour exprimer des comportements temporisés.

Une autre direction possible de recherche après ce travail consiste à étudier la logique plus géné-
rale Lc en terme de décidabilité et d’expressivité.



Troisième partie

Algorithmes et étude de cas





Chapitre 7

Des algorithmes de model-checking

Dans l’introduction de la thèse, nous avons présenté de manière assez informelle le problème
du model-checking et nous avons proposé plusieurs axes de recherche complémentaires et sous-
jacents à celui-ci. Dans les chapitres précédents, nous avons étudié l’un des axes proposés, à savoir
le développement de modèles pour représenter les systèmes que l’on souhaite vérifier.

Nous allons maintenant nous intéresser aux deux autres axes, à savoir le développement d’al-
gorithmes et les études de cas. Ce chapitre introductif de contient pas de résultats originaux, il
présente de manière plus précise le cadre dans lequel se situeront nos travaux.

Dans ce chapitre, nous supposons que le modèle de base pour le système est celui des automates
temporisés, ou l’une de ses variantes (cf chapitre 2). Nous commençons ce chapitre en décri-
vant les propriétés que nous souhaitons vérifier puis nous présentons deux formalismes logiques
qui permettent de les exprimer. Dans un second temps, nous exposons plusieurs algorithmes de
model-checking pour lesquels nous précisons les domaines d’application. Nous continuons cette
présentation par la description de plusieurs outils de model-checking qui ont déjà été utilisés sur
de nombreux exemples industriels. Enfin, nous concluons ce chapitre en décrivant quels sont les
travaux que nous présenterons dans cette partie III.

7.1 Les propriétés que nous cherchons à vérifier

Les propriétés qui servent à décrire les comportements des systèmes réels n’apparaissent pas toutes
de la même nature. De cette nature va parfois dépendre la technique de vérification qui sera
utilisée. Nous reprenons ici la classification de [SBB+01].

7.1.1 Les types de propriétés

La classification suivante nous permet de mieux cerner quelles sont les propriétés qui peuvent être
décrites dans tel ou tel langage de spécification.

• Les propriétés d’accessibilité (reachability) indiquent qu’un état du système peut être atteint.

Exemple 7.1 Considérons un système avec un état critique et la propriété suivante :
« L’état critique du système peut être atteint. »

C’est une propriété d’accessibilité.

• Les propriétés de sûreté (safety) expriment que, sous certaines conditions, quelque chose ne
peut jamais arriver.
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Exemple 7.2 Considérons le problème de l’exclusion mutuelle. La propriété
« Deux systèmes ne seront jamais simultanément en section critique. »

est une propriété de sûreté. Cette propriété peut par exemple s’instancier en
« Deux trains ne peuvent pas être simultanément sur le pont. »

Exemple 7.3 Considérons par exemple une carte bancaire et un distributeur d’argent. La propriété
« Si le code PIN n’est pas correct, le distributeur ne donne pas d’argent. »

est aussi une propriété de sûreté.

Nous pouvons aussi constater que la négation d’une propriété d’accessibilité est en fait une
propriété de sûreté. En effet, dire qu’un état n’est pas accessible revient à dire que partout où
on peut aller, on n’est pas dans cet état.

• Les propriétés de vivacité (liveness) expriment que, sous certaines conditions, quelque chose
finit par avoir lieu.

Exemple 7.4 Considérons un ascenseur. La propriété
« Si l’ascenseur est appelé au 6ème étage, alors il s’arrêtera, un jour, au 6ème étage. »

est une propriété de vivacité.

• Les propriétés de vivacité bornée (bounded liveness) sont des propriétés de vivacité mais avec
des délais maximaux d’attente.

Exemple 7.5 Revenons à l’ascenseur de l’exemple précédent. La propriété
« Si l’ascenseur est appelé au 6ème étage, alors il s’arrêtera dans moins de 5 minutes au 6ème étage. »

est une propriété de vivacité bornée.

Les propriétés de vivacité bornée sont en fait des propriétés de sûreté car l’expression « une
propriété doit être vraie avant un délai donné » peut se traduire en « il est toujours vrai que soit
le délai n’est pas passé, soit la propriété a eu lieu », ce qui correspond bien à une propriété de
sûreté.

• Les propriétés d’équité (fairness) expriment que, sous certaines conditions, quelque chose aura
lieu infiniment souvent.

Exemple 7.6 Considérons la barrière d’un passage à niveau. La propriété
« La barrière est ouverte infiniment souvent. »

est une propriété d’équité

• Les propriétés d’absence de blocage (no deadlock) expriment que le système ne se retrouve
jamais dans un état qu’il n’a plus la possibilité de quitter.

Exemple 7.7 Considérons à nouveau un ascenseur. La propriété
« L’ascenseur peut toujours changer d’étage. »

est une propriété d’absence de blocage.

Maintenant que nous avons décrit une classification possible des différents types de propriétés,
nous allons voir comment il est possible de décrire ces propriétés « de manière mathématique ».
Pour cela, il est nécessaire d’avoir des langages de spécification adéquats.
Dans le cadre non temporisé, de nombreuses logiques ont été définies et utilisées. Le but n’est
pas ici de les présenter, nous pouvons cependant en citer quelques-unes, par exemples des lo-
giques temporelles comme LTL [Pnu77] ou CTL [CES86], des logiques provenant de l’arithmé-
tique [Büc62] ou bien le µ-calcul [Koz83].
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Dans le cadre temporisé, les logiques qui sont utilisées sont souvent des logiques provenant du
cadre temporisé dans lesquelles des notions de temporisation ont été rajoutées.
Nous présenterons dans ce qui suit deux types de langages de spécification pour les systèmes
temporisés, l’extension temporisée de la logique temporelle du temps arborescent, TCTL et une
logique modale Lν . Nous avons choisi parmi beaucoup d’autres ces deux logiques car elles nous
semblent relativement représentatives.

7.1.2 Les langages de spécification

La logique TCTL. La logique TCTL (TCTL signifie Timed Computation Tree Logic) est une ex-
tension temporisée de CTL [CES86]. Elle a été définie dans [ACD90]. Des syntaxes légèrement
différentes sont proposées, par exemple dans [HNSY94, Yov97, Daw98, Yov98, TY01]. C’est une
logique arborescente qui s’interprète sur les systèmes de transitions temporisés, donc en particu-
lier sur les automates temporisés. Nous utilisons la présentation de TCTL faite dans [TY01], qui
nous semble la plus simple. Les autres présentations sont bien entendu équivalentes.

Si I est l’ensemble des intervalles à bornes entières ou infinies de R+ et si P est un ensemble
de propositions atomiques, les formules de TCTL bâties sur P sont définies inductivement par la
grammaire suivante :

ϕ ::= p | tt | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | ϕ ∧ ϕ | E ϕ UI ϕ | A ϕ UI ϕ

où p ∈ P et I ∈ I.

Rappelons (voir la partie 3.4.1) qu’un système de transitions est un 4-uplet T = (S,Γ, s0,−→) où
S est un ensemble d’états, Γ est un alphabet, s0 ∈ S est l’état initial et −→⊆ S × Γ × S est un
ensemble de transitions. On dit que ce système de transitions est étiqueté (par P ) s’il existe une
fonction λ qui associe à chaque état du système de transitions considéré un sous-ensemble de P .
Intuitivement, si p ∈ P étiquette un état, cela signifie que p est vraie dans cet état.

Les formules de TCTL sont interprétées sur les états des systèmes de transitions étiquetés. La
relation de satisfaction |= est définie dans le tableau 7.1.

s |= tt si toujours vrai

s |= p si s étiqueté par p (i.e. p ∈ λ(s))

s |= ¬ϕ si s �|= ϕ

s |= ϕ1 ∨ ϕ2 si s |= ϕ1 ou s |= ϕ2

s |= E ϕ1 UI ϕ2 si il existe un chemin s� s′ tel que s′ |= ϕ2,

la durée du chemin est dans I et

tout au long du chemin, ϕ1 est vérifiée

s |= A ϕ1 UI ϕ2 si sur tout chemin partant de s,

il existe s� s′ tel que s′ |= ϕ2,

la durée du chemin s� s′ est dans I et

tout au long du chemin, ϕ1 est vérifiée

Tableau 7.1: Relation de satisfaction pour TCTL
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Intuitivement, une formule E ϕ1 UI ϕ2 exprime qu’à partir de la configuration courante, il est
possible de suivre un chemin dont un préfixe, de durée dans l’intervalle I, vérifie ϕ1 à chaque
instant et la dernière configuration de ce préfixe vérifie ϕ2. La formule A ϕ1 UI ϕ2, elle, exprime
la propriété précédente pour tout chemin partant de la configuration courante.

Les macros suivantes sont très souvent utilisées :

EFI ϕ ≡ E (tt UI ϕ) AFI ϕ ≡ A (tt UI ϕ)

EGI ϕ ≡ ¬
(
AFI(¬ϕ)

)
AGI ϕ ≡ ¬

(
EFI(¬ϕ)

)
(ϕ1 =⇒ ϕ2) ≡ (¬ϕ1) ∨ ϕ2

Par exemple, EF[0,5] ϕ exprime qu’il est possible d’atteindre, en moins de 5 unités de temps, une
configuration qui vérifie ϕ alors que AG ϕ exprime que toute configuration qu’il est possible d’at-
teindre vérifie ϕ. Les indices « I » indiquent en outre que ϕ doit être vérifiée dans une durée qui
est incluse dans I. Si l’intervalle I vaut [0;+∞[, l’indice « I » est omis.

Nous revenons aux exemples de la partie 7.1.1 et nous allons voir que cette logique permet d’ex-
primer à peu près tous les types de propriétés. Nous reprenons nos exemples un par un :

• Exemple 7.1 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

EF(état_critique)

En effet, cette formule indique qu’il y a un chemin qui mène à l’état critique.

• Exemple 7.2 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

AG
(
(¬section_critique1) ∨ (¬section_critique2)

)
En effet, cette formule indique qu’il n’est pas possible d’être simultanément dans la section
critique 1 et dans la section critique 2.

• Exemple 7.3 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

A
(
(¬donne_argent) U (code_correct)

)
En effet, cette formule indique qu’aucun argent n’est donné tant que le code correct n’est pas
tapé.

• Exemple 7.4 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

AG
(
appel_6 =⇒ (AF arrêt_6)

)
En effet, cette formule indique que, à n’importe quel moment, si l’ascenseur est appelé à l’étage
6, alors, un jour, l’ascenseur s’arrêtera à cet étage.

• Exemple 7.5 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

AG
(
appel_6 =⇒ (AF[0;5] arrêt_6)

)
En effet, cette formule indique la même chose que précédemment, mais elle impose en outre
que l’ascenseur s’arrêtera à l’étage 6 avant 5 unités de temps.

• Exemple 7.6 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

AG AF(barrière_ouverte)

Pour certaines propriétés d’équité, il est nécessaire d’introduire de nouveaux opérateurs,
∞
F et

∞
G, qui indiquent qu’infiniment souvent, une propriété sera vérifiée. Nous renvoyons à [SBB+99]
pour plus de détails sur ces opérateurs.
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• Exemple 7.7 La propriété décrite peut s’exprimer par la formule

AG

∨
i

état_i =⇒

état_i U
∨
j 	=i

état_j


Dans cette formule, nous supposons que chaque état est étiqueté par une proposition atomique
différente état_i. Cette formule indique alors que si nous nous trouvons dans un état i, alors
plus tard, nous nous trouverons dans un état j distinct de i.

La logique TCTL est une logique très expressive, la plupart des propriétés pouvant s’y exprimer
assez aisément. Le model-checking de TCTL, en prenant comme modèle les automates temporisés,
a été montré PSPACE-complet [ACD90, ACD93]. L’outil KRONOS utilise TCTL comme langage de
spécification. Nous parlerons de l’algorithme implémenté dans KRONOS dans la partie 7.2.3.

Les logiques modales temporisées comme Lν . Nous allons maintenant présenter une logique
modale temporisée, Lν . Il en existe beaucoup d’autres, voir par exemple [AL99, AL02]. La logique
Lν sur un ensemble d’horloges K et un ensemble de variables V est définie par la grammaire
suivante :

ϕ ::= tt | ff | g | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | ∃∃ϕ | ∀∀ϕ | 〈a〉ϕ | [a]ϕ | x in ϕ | Z | max(Z,ϕ)

où g ∈ C(K), x ∈ K, Z ∈ V et a est une action.

Les formules de Lν sont interprétées sur les couples (s, v) où s est un état d’un système de transi-
tions temporisé et v une valuation des horloges de K. À cause des formules récursives max(Z,ϕ),
nous définissons la relation de satisfaction |= comme étant la plus grande relation satisfaisant les
implications décrites dans le tableau 7.2.

(s, v) |= tt =⇒ toujours vrai

(s, v) |= ff =⇒ toujours faux

(s, v) |= g =⇒ v |= g

(s, v) |= ϕ1 ∧ ϕ2 =⇒ (s, v) |= ϕ1 et (s, v) |= ϕ2

(s, v) |= ϕ1 ∨ ϕ2 =⇒ (s, v) |= ϕ1 ou (s, v) |= ϕ2

(s, v) |= ∃∃ϕ =⇒ ∃s
ε(d)−−−→ s′, (s′, v + d) |= ϕ

(s, v) |= ∀∀ϕ =⇒ ∀s
ε(d)−−−→ s′, (s′, v + d) |= ϕ

(s, v) |= 〈a〉ϕ =⇒ ∃s
a−−→ s′, (s′, v) |= ϕ

(s, v) |= [a]ϕ =⇒ ∀s
a−−→ s′, (s′, v) |= ϕ

(s, v) |= x in ϕ =⇒ (s, v[x ← 0]) |= ϕ

(s, v) |= max(Z,ϕ) =⇒ (s, v) |= ϕ{Z/max(Z,ϕ)}a

aϕ{Z/ max(Z, ϕ)} représente la formule ϕ dans laquelle la variable Z a été remplacée par max(Z, ϕ).

Tableau 7.2: Relation de satisfaction pour Lν

Intuitivement, la formule ∃∃ϕ permet d’exprimer qu’il est possible de laisser s’écouler du temps puis
de vérifier ϕ. La formule ∀∀ϕ exprime que ϕ reste vérifiée tant que nous attendons. La formule 〈a〉ϕ
exprime qu’il est possible de faire une action a puis de vérifier ϕ alors que la formule [a]ϕ exprime
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que quelque soit la manière de faire un a, ϕ est vérifiée. Par exemple, la formule [a]ff exprime
qu’il n’est pas possible de faire un a. La formule max(Z,ϕ) représente le plus grand point fixe de
l’équation Z = ϕ. Il se calcule par exemple (voir [Tar55] ou les notes de cours [Ace94] pour un
peu de théorie des points fixes) en définissant ϕ(0) = ϕ{Z/tt}, puis en définissant inductivement
ϕ(l) = ϕ{Z/ϕ(l−1)} pour tout l ≥ 1. Si �ψ� représente l’ensemble des états vérifiant la formule ψ

(i.e. c’est l’ensemble caractéristique de ψ), alors l’ensemble des états qui vérifient max(Z,ϕ) est

�max(Z,ϕ)� =
⋂
l≥0

�ϕ(l)�

q0

q1

q2

q3

�p� = {q0, q1, q2}
Nous supposons que

a

∀d ≥ 0, ε(d)

ε(0)

ε(1)

ε(0)

a

∀0 ≤ d ≤ 1, ε(d)

Figure 7.3: Système de transitions T

Exemple 7.8 Soit ψ une propriété.
– La macro max(Z,

V
a[a]Z ∧ ψ) signifie que n’importe quel état accessible par une succession d’actions

(aucune attente entre les actions n’est autorisée) doit vérifier ψ,

Par exemple, considérons le système de transitions T dessiné sur la figure 7.3 pour lequel nous supposons
que les états q0, q1, q2 sont étiquetés par une proposition p, mais q3 ne l’est pas. Le calcul de l’ensemble
des états qui satisfont max(Z, [a]Z ∧ p) se fait de la manière suivante :

�[a]tt ∧ p� = �p�

= {q0, q1, q2}
�[a] ([a]tt ∧ p) ∧ p� = �[a]p ∧ p�

= {q0, q1}
�[a] ([a] ([a]tt ∧ p) ∧ p) ∧ p� = �[a][a]p ∧ [a]p ∧ p�

= {q0, q1}

Le calcul du point fixe se stabilise au bout de la troisième étape de calcul. Nous obtenons alors que

�max(Z, [a]Z ∧ p)� = {q0, q1}.

– La macro max(Z, ∀∀Z ∧
V

a[a]Z ∧ ψ) signifie que n’importe quel état accessible doit vérifier la propriété
ψ. En effet, la conjonction « ∀∀Z ∧

V
a[a]Z » permet d’atteindre tous les états accessibles du système (elle

permet d’alterner les attentes et les actions).

Si l’on revient au système de transitions T , le calcul de l’ensemble des états qui vérifient max(Z, ∀∀Z ∧
[a]Z ∧ p) se fait de la même façon que pour max(Z, [a]Z ∧ p). Nous obtenons alors que

�max(Z, ∀∀Z ∧ [a]Z ∧ p)� = {q1}

car lorsque l’on est dans q0, on peut arriver à l’état q3 en laissant passer une unité de temps, et q3 ne vérifie
pas p.
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La logique Lν est une logique modale temporisée avec plus grand point fixe, mais pas de plus petit
point fixe. Elle permet ainsi d’exprimer essentiellement des propriétés de sûreté et de vivacité
bornée. Revenons aux exemples de la partie 7.1.1.

• Exemple 7.2 La propriété peut s’exprimer par

max

(
Z, (¬section_critique1 ∨ ¬section_critique2) ∧

∧
a

[a]Z ∧ ∀∀Z

)

En effet, cette formule signifie bien que tous les états accessibles sont tels que l’on n’est jamais
simultanément dans les deux sections critiques.

• Exemple 7.3 La propriété peut s’exprimer par

max

(
Z, code_correct ∨

(
¬donne_argent ∧

∧
a

[a]Z ∧ ∀∀Z

))

Cette formule est un peu plus compliquée que la précédente, mais elle exprime bien ce que l’on
souhaite : elle exprime que tant que l’on n’arrive pas dans un état où le code est correct, on
continue le parcours (macro «

∧
a[a]Z ∧ ∀∀Z ») en ne donnant pas d’argent.

• Exemple 7.4 La propriété peut s’exprimer localement par

ψ = appel_6 =⇒
(

x in max

(
Z, arrêt_6 ∨ (x ≤ 5 ∧

∧
a

[a]Z ∧ ∀∀Z)

))

donc globalement par

max

(
Y, ψ ∧

∧
a

[a]Y ∧ ∀∀Y

)
.

La première formule reprend l’exemple précédent : la sous-formule

max

(
Z, arrêt_6 ∨ (x ≤ 5 ∧

∧
a

[a]Z ∧ ∀∀Z)

)

s’interprète comme « tant que l’ascenseur ne s’arrête pas au 6ème étage, alors l’horloge x est plus
petite que 5 », ce qui est équivalent à « l’ascenseur s’arrête au 6ème étage avant que l’horloge
x ne dépasse 5 ». La formule ψ exprime alors que si l’ascenseur est appelé au 6ème étage, alors
il s’y arrêtera avant 5 unités de temps car l’horloge x est remise à zéro juste au moment où
l’ascenseur est appelé. La formule globale revient à dire que de tout état du système, la propriété
ψ est vérifiée.

• L’analyse d’accessibilité peut aussi être spécifiée par le langage Lν en exprimant en fait la néga-
tion de la propriété, qui est, comme nous l’avons déjà dit, une propriété de sûreté.
Exemple 7.1 La propriété inverse, qui dit qu’aucun état critique n’est accessible peut s’exprimer
par la formule :

max

(
Z,¬état_critique ∧

∧
a

[a]Z ∧ ∀∀Z

)
Notons que si nous disposions d’un plus petit point fixe, la propriété d’accessibilité pourrait
s’exprimer directement par

min

(
Z, état_critique ∨

∨
a

〈a〉Z ∨ ∃∃Z

)
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La logique Lν est intéressante : elle permet par exemple d’exprimer la notion de bisimulation
pour les automates temporisés [LLW95, AIPP00] via la notion de formules caractéristiques. Le
model-checking de Lν est EXPTIME-complet, mais de nombreuses sous-classes de Lν sont d’une
complexité moindre pour le model-checking [AL99, AL02]. Des algorithmes de model-checking
pour Lν ont été décrits et étudiés dans [LL95, LPY95]. Nous décrirons l’un de ces algorithmes
dans la partie 7.2.4. Enfin, cette logique est le langage de spécification de l’outil de model-checking
CMC [LL98].

Importance du problème de l’accessibilité. Les propriétés d’accessibilité sont souvent les plus
simples à vérifier et les plus importantes. Elles ont montré leur intérêt dans une multitude d’études
de cas (voir par exemple [BGK+96, HSLL97]). Il est en outre possible de ramener l’étude de cer-
taines propriétés à de l’analyse d’accessibilité [Wol97]. Une technique d’automate de test est utilisée
dans [JLS96] pour réduire la vérification d’une propriété de vivacité bornée à la vérification d’une
propriété d’accessibilité.

7.2 Des algorithmes de model-checking

Jusqu’à présent, dans la partie II, la seule véritable question de vérification à laquelle nous nous
sommes intéressés est le problème de la décidabilité du vide. Ce problème étant strictement équi-
valent à celui de l’accessibilité d’un état donné, montrer la décidabilité du vide des modèles est un
premier pas important. Toutes nos preuves de décidabilité reposent sur la construction d’un auto-
mate fini ou de Büchi assez proche de l’automate des régions [AD90, AD94] (voir la partie 2.3.2).
Cependant, en pratique, cette construction de l’automate des régions n’est pas implémentée car
un tel algorithme ne serait pas efficace et il n’y a pas de structures de données vraiment adaptées
aux régions. En pratique, d’autres algorithmes sont implémentés. Nous allons en décrire plusieurs.

7.2.1 L’accessibilité par analyse en avant

Description générale. L’idée de l’analyse en avant est de calculer tous les états qu’il est possible
d’atteindre en partant d’une configuration donnée du système. Bien sûr, dans le cas temporisé
comme dans beaucoup de cas où les configurations possibles du système sont en nombre infini,
il n’est pas possible de calculer ces configurations une par une. La difficulté est alors contournée
en utilisant des représentations symboliques d’ensembles de configurations, ces ensembles pouvant
très bien être infinis. Le principe de l’analyse en avant est alors de calculer

Post∗(init)

où init est la configuration initiale (ou l’ensemble des configurations initiales) du système et Post∗

est la clôture réflexive et transitive de Post défini par

Post(E) = {configurations accessibles en « un pas » à partir de E}

si E est un ensemble de configurations, la notion de « un pas » étant bien sûr à préciser (elle varie
selon les modèles).

Ce calcul de Post∗ permet alors de tester l’accessibilité d’un ensemble d’états F à partir des confi-
gurations initiales en intersectant l’ensemble calculé avec F .

Le principe décrit ci-dessus n’est pas propre aux automates temporisés. Il peut être utilisé par
exemple pour des automates à compteurs, des réseaux de Pétri, des automates hybrides, etc... Ce
genre d’algorithme est par exemple utilisé dans l’outil HYTECH [HHWT95a, HHWT95b, HHWT97]
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où les ensembles de configurations sont représentés par des polyèdres convexes, c’est-à-dire des
intersections d’hyperplans de l’espace des temps.

Cas particulier des automates temporisés. L’algorithme que nous présentons dans cette partie
est un exemple d’algorithme d’analyse en avant pour les automate temporisés. Il est parfois appelé
l’algorithme des zones ou l’algorithme de résolution de contraintes.
Si A est un automate temporisé, une configuration de A est un couple (q, v) où q est un état de A
et v une valuation des horloges de A. Les ensembles de configurations que nous considérons sont
de la forme ⋃

q

{(q, v) | v ∈ Zq} (7.1)

où pour tout q, Zq est une zone, c’est-à-dire un ensemble convexe de valuations défini par une
contrainte d’horloges (avec des constantes entières).
La fonction Post est alors définie de la manière suivante :

Post((q, v)) =

{
(q′, v′)

∣∣∣∣∣ soit ∃d ∈ T t.q. q = q′ et v′ = v + d

soit ∃q
g,a,C−−−−→ q′ t.q. v |= g et v′ = [C ← 0]v1

}

Il est possible de montrer que l’image par Post de tout ensemble de configurations de la forme (7.1)
est encore de la forme (7.1). Notons que des structures de données ont été proposées et sont adap-
tées au stockage d’ensembles de configurations du type (7.1) et aux différents calculs nécessaires.
Parmi ces structures de données, nous mentionnons :

– les DBMs (Difference Bounded Matrices) [Dil89],
– les graphes réduits aux plus courts chemins [LLPY97],
– les CDDs (Clock Difference Diagrams) [BLP+99, LWYP99],
– les NDDs (Numerical Decision Diagrams) [ABK+97].

Cependant, le calcul de Post∗ souffre d’un problème non négligeable : il peut ne pas terminer. Pour
illustrer cela, nous présentons un petit contre-exemple :

Contre-exemple 7.9 Considérons l’automate suivant ayant un seul état mais deux horloges x et y et la
configuration initiale init = {(q,0)}. Alors, nous avons :

q

y = 1, a, y := 0

Post(init) = {(q, v) | v(x) = v(y)}
Post2(init) \ Post(init) = {(q, v) | v(x) = 1 et v(y) = 0}

Post3(init) \ Post2(init) = {(q, v) | v(x) = v(y) + 1}
...

Post2i(init) \ Post2i−1(init) = {(q, v) | v(x) = i et v(y) = 0}
Post2i+1(init) \ Post2i(init) = {(q, v) | v(x) = v(y) + i}

...
Nous constatons alors que le calcul de Post∗(init) ne termine pas.

Pour pallier ce problème, il est possible de calculer à chaque étape un sur-ensemble des configura-
tions accessibles au lieu de l’ensemble exact des configurations accessibles. Ceci peut être réalisé
en utilisant une fonction Post′ à la place de Post telle que pour toute zone Z,

Post(Z) ⊆ Post′(Z)

1Rappelons que, comme il a été défini dans la partie 2.1.2, la valuation [C ← 0]v est définie par ([C ← 0]v)(x) = 0 si
x ∈ C et ([C ← 0]v)(x) = v(x) sinon.
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et telle que le calcul de Post′∗(init) termine. Bien sûr, pour que le calcul réalisé corresponde bien à
ce que nous souhaitons calculer, il faut s’assurer que l’intersection de Post′∗(init) avec l’ensemble
d’états que nous testons corresponde à l’intersection de Post∗(init) avec ce même ensemble d’états.
Dans l’article [DT98], plusieurs telles surapproximations (appelées alors abstractions) sont étu-
diées.

Ces algorithmes d’analyse en avant sont beaucoup utilisées pour les automates temporisés (cf par
exemple [OY93, BL96, TY96, Yov97, Daw97, BTY97, Daw98, BDM+98, Yov98, Alu99]).

Des algorithmes de ce type sont implémentés dans plusieurs outils, par exemple KRONOS [Yov97]
ou UPPAAL [BL96]. Ces outils utilisent une surapproximation, ce qui leur permet de s’arrêter à
chaque fois. En outre, le calcul s’arrête lorsqu’un état que nous cherchons à atteindre a été atteint,
ce qui écourte souvent les calculs. Par contre, dans HYTECH [HHWT97], aucune surapproximation
n’est utilisée : le calcul fait ne termine pas toujours. En outre, le test d’intersection avec l’ensemble
que nous cherchons à atteindre n’est réalisé qu’après tout ce calcul.

7.2.2 L’accessibilité par analyse en arrière

L’idée de l’analyse en arrière est l’inverse de celle de l’analyse en avant. Au lieu de calculer les
configurations qui succèdent aux configurations initiales, cet algorithme calcule les configurations
qui précèdent les configurations que nous cherchons à atteindre. Si final est l’ensemble des confi-
gurations que nous souhaitons atteindre, l’analyse en arrière consiste alors à calculer Pré∗(final)
où la fonction Pré est définie par

Pré(S) = {configurations qui permettent d’atteindre S « en un pas »}

Dans le cadre des automates temporisés, les mêmes structures de données que celles utilisées
dans le cas de l’analyse en avant sont aussi adaptées à l’analyse en arrière. Cet algorithme est
implémenté pour les automates temporisés dans l’outil KRONOS [Yov97, Daw98, Yov98].

Avant de poursuivre, remarquons que parfois, l’analyse en avant est meilleure (dans le sens où
elle répond plus vite) que l’analyse en arrière, mais d’autres fois, c’est le contraire. Il n’y a pas de
règle précise. Les deux approches apparaissent alors comme complémentaires, « il faut tester les
deux ».

7.2.3 Un algorithme pour vérifier TCTL

Nous allons maintenant donner une idée sur comment il est possible de vérifier les propriétés de
TCTL. La construction que nous allons décrire provient de l’article [Yov98], elle évite de réduire
la vérification de TCTL à celle de CTL en passant par l’automate des régions, car cette réduction
n’est pas très efficace, comme nous l’avons remarqué dans un autre contexte dans la partie 7.2.
Notons tout de même que dans [ACD+92b], un algorithme qui utilise une « minimisation » de
l’automate des régions est proposé pour TCTL.

L’idée de l’algorithme présenté dans [Yov98] est de calculer pour chaque formule, son ensemble
caractéristique, c’est-à-dire

�ψ� = {((q, v), w) | (q, v) |= ψ}

où w est une valuation sur un certain nombre d’horloges, correspondant au nombre d’opérateurs
U dans la formule (nous verrons l’utilité de ce w plus loin).



Chapitre 7. Des algorithmes de model-checking 153

La construction se fait par induction sur la structure de la formule Les cas suivants sont simples :

�p� = {((q, v), w) | q étiqueté par p}
�Vrai� = {((q, v), w) | q état}
�¬ϕ� = �Vrai� \ �ϕ�
�ϕ1 ∨ ϕ2� = �ϕ1� ∪ �ϕ2��ϕ1 ∧ ϕ2� = �ϕ1� ∩ �ϕ2�

Il reste à décrire les ensembles caractéristiques des formules qui ont un opérateur U. Nous consi-
dérons la formule E ϕ1 UI ϕ2.

�E ϕ1 UI ϕ2� = EU
(
[z ← 0]�ϕ1�, �ϕ2� ∩ {((q, v), w) | w(z) ∈ I}

)
(7.2)

où z est l’horloge correspondant à l’opérateur U que nous considérons et EU
(
R1, R2

)
=
⋃

i≥0 Ei

avec {
E0 = R2

Ei+1 = Pré[R1](Ei) ∪ Pré(Ei)

Pré[R1](Ei) représente l’ensemble des configurations qui permettent d’atteindre Ei en laissant
le temps s’écouler tout en restant dans R1 alors que Pré(Ei) représente les configurations qui
permettent d’atteindre Ei en prenant une transition.

Une horloge est attachée à chaque opérateur U de la formule. Son rôle apparaît dans la for-
mule (7.2). Elle sert à assurer que le temps qui sépare le moment où ϕ1 est vérifiée et celui où ϕ2

est vérifiée se trouve bien dans l’intervalle I.

Nous remarquons que le calcul précédent est en fait un calcul en arrière. Nous ne décrivons pas le
calcul de �A ϕ1 UI ϕ2� qui utilise aussi un calcul en arrière, mais qui un peu plus compliqué, il est
par exemple décrit dans [HNSY94].

Le genre de calculs que nous venons de décrire pour les formules de TCTL peuvent aussi se
faire pour des logiques telles que Lν (voir [HNSY94] où une technique analogue est utilisée pour
un sur-ensemble de Lν). Une technique légèrement différente mais qui conserve la même idée,
celle de calculer de manière inductive l’ensemble caractéristique des formules, est décrite pour Lν

dans [LPY95] ou juste pour des propriétés d’accessibilité dans [YPD94].

7.2.4 Le model-checking compositionnel

Étant donnés un réseau d’automates (A1 ‖ · · · ‖ Ak) et une propriété ϕ, nous souhaitons vérifier
que le système (A1 ‖ · · · ‖ Ak) vérifie ϕ. La technique du model-checking compositionnel consiste à
calculer une formule notée ϕ/Ak

à partir de ϕ et de Ak telle que :

(A1 ‖ · · · ‖ Ak) |= ϕ ⇐⇒ (A1 ‖ · · · ‖ Ak−1) |= ϕ/Ak

La formule ϕ/Ak
est appelée la formule quotient de ϕ par Ak. De manière similaire, nous pouvons

quotienter par Ak−1... puis par A1 et nous nous ramenons alors à tester que Nil |= ϕ/Ak .../A1
où

Nil est un processus qui ne fait rien.

Cette approche compositionnelle a été étudiée principalement pour éviter le problème de l’explo-
sion combinatoire qui apparaît dans des algorithmes d’analyse en avant. Dans certains cas, il s’est
avéré que cette approche était assez efficace [LL98].

Ce genre de techniques a été étudié pour les systèmes temporisés par exemple dans [LL95, LPY95].
Le langage de spécification Lν s’est avéré bien adapté à cette technique, car c’est un langage com-
positionnel, c’est-à-dire que les formules quotientées décrites plus haut appartiennent au langage
Lν dès que la formule initiale est dans Lν . Ces techniques ont été implémentées dans l’outil de
model-checking CMC [LL98], puis étendues aux automates hybrides dans HCMC [CL00a].
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7.2.5 Bilan et extensions

Il existe de nombreux algorithmes de model-checking pour les automates temporisés pour diffé-
rents langages de spécification. Nous en avons décrits quelques-uns ici, mais il y en a bien d’autres,
par exemple pour d’autres logiques temporelles temporisées que TCTL. Le survey [AH91] et les
articles [AH93, AH94] en présentent certaines et proposent des algorithmes de model-checking
adaptés à ces logiques. Dans [BTY97], un algorithme de model-checking est proposé pour une
extension de TCTL, cet algorithme ne fait pas les calculs en arrière comme dans la partie 7.2.3,
mais en avant.

Nous avons pu aussi constater que l’étude d’algorithmes de vérification pour les propriétés d’ac-
cessibilité était souvent privilégiée. Nous pouvons alors faire la remarque suivante à propos des
algorithmes en avant et en arrière présentés dans les parties précédentes.

Remarque : Calculer le Post∗ ou le Pré∗ d’une configuration revient en fait à construire un graphe
de « simulation » du système initial. Dans [BFH90, BFHR92], un algorithme de minimisation de
la taille du graphe généré est proposé. Cet algorithme permet de construire un graphe de taille
minimale bisimilaire au système initial en « découpant » au minimum l’ensemble des configura-
tions possibles. Dans le cas des automates temporisés, l’automate des régions est un exemple de
tel graphe de simulation, mais ce n’est pas en général le graphe le plus petit. Une application
de ces algorithmes de minimisation aux automates temporisés et au model-checking de TCTL
est présentée dans [ACD+92b]. Dans [ACD+92a], l’implémentation de trois tels algorithmes de
minimisation pour les automates temporisés est proposée. Dans [TY01], un algorithme de géné-
ration de graphe est aussi proposé pour trois simulations qui abstraient le temps, ce qui permet
d’appliquer des méthodes de vérification non temporisées au graphe généré.

Dans un genre un peu différent, les travaux [CJ98, CJ99] ont montré que la relation d’accessibilité
était exprimable dans la logique de Presburger, c’est-à-dire que pour tous les états q et q′, il existe
une formule de Presburger ϕq,q′ telle que pour toutes les valuations v et v′,

(v, v′) |= ϕq,q′ ⇐⇒ (q′, v′) est accessible à partir de (q, v)

La preuve de ce résultat est extrêmement compliquée.

7.3 Les outils de model-checking

Dans tout ce qui précède, nous avons évoqué de temps en temps différents outils de model-
checking pour les systèmes temporisés. Nous allons maintenant en présenter brièvement quatre, à
savoir CMC, HYTECH, KRONOS et UPPAAL.

7.3.1 CMC

L’outil CMC (CMC signifie Compositional Model-Checking) a été développé au Laboratoire Spéci-
fication et Vérification à l’ENS de Cachan par François Laroussinie. Cet outil vise à vérifier des
réseaux d’automates temporisés. Il utilise comme langage de spécification la logique Lν que nous
avons présentée dans la partie 7.1.2. L’algorithme qui est implémenté est l’approche composition-
nelle présentée dans la partie 7.2.4. Des stratégies de simplifications de formules ont été aussi
étudiées. Ces travaux se trouvent dans les articles [LL95, KLL+97, LL98]. La page de l’outil CMC
est

http ://www.lsv.ens-cachan.fr/˜fl/cmcweb.html
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7.3.2 HYTECH

L’outil HYTECH (HYTECH signifie HYbrid TECHnology Tool) a été développé à l’université de Ber-
keley par Tom Henzinger, Pei-Hsin Ho et Howard Wong-Toi. Cet outil vise à vérifier des réseaux
d’automates hybrides très généraux. Il permet même d’analyser des systèmes paramétrés. Il vé-
rifie principalement des propriétés d’accessibilité et de sûreté. La représentation symbolique qui
est utilisée dans HYTECH est celle des polyèdres convexes, c’est-à-dire des intersections d’hyper-
plans. Les algorithmes implémentés sont des algorithmes de calculs de Post∗ et Pré∗. Le guide
d’utilisation de HYTECH est [HHWT95b] alors qu’une description de l’outil peut aussi se trouver
dans [HHWT95a, HHWT97]. La page de l’outil HYTECH est

http ://www-cad.eecs.berkeley.edu/˜tah/HyTech/

7.3.3 KRONOS

L’outil KRONOS a été développé au laboratoire Vérimag à Grenoble principalement par Sergio Yo-
vine, Alfredo Olivero, Conrado Daws et Stavros Tripakis. Cet outil vise à vérifier des réseaux d’au-
tomates temporisés. Il permet de vérifier des propriétés énoncées dans la logique TCTL présentée
dans la partie 7.1.2. Dans cet outil, plusieurs algorithmes sont implémentés, tout d’abord l’analyse
en avant, puis l’analyse en arrière, enfin l’algorithme pour TCTL décrit à la partie 7.2.3. De mul-
tiples articles parlent de Kronos, par exemple [OY93, BTY97, Daw97, Yov97, BDM+98, Yov98]. La
page de l’outil se trouve à l’adresse

http ://www-verimag.imag.fr/TEMPORISE/kronos/

7.3.4 UPPAAL

L’outil UPPAAL a été développé conjointement par l’université d’Aalborg au Danemark et l’uni-
versité d’Uppsala en Suède. Les principales personnes ayant participé à son développement sont
Wang Yi, Kim G. Larsen, Paul Pettersson, Johan Bengtsson, Gerd Behrmann, Kåre J. Kristoffersen.
Il permet de vérifier des réseaux d’automates temporisés avec variables entières bornées, actions
urgentes, etc... Les propriétés qui peuvent être vérifiées sont principalement des propriétés d’acces-
sibilité, de vivacité (ces propriétés sont apparues dans les dernières versions d’UPPAAL [BLL+98])
ou d’états bloquants. La logique utilisée par UPPAAL est un fragment de TCTL qui n’autorise pas les
emboîtements d’opérateurs temporels. L’algorithme implémenté dans UPPAAL est essentiellement
un algorithme d’analyse en avant, avec quelques variantes, dont l’utilisation d’approximations.
De nombreux articles décrivent l’outil, par exemple [BLL+95, BL96, LPY97, HSLL97, BLL+98,
ABB+01]. La page de l’outil est la suivante

http ://www.uppaal.com/

Remarque : Les gros avantages d’UPPAAL par rapport aux autres outils que nous avons décrits
avant sont d’une part son interface graphique, très conviviale et d’autre part, son module de si-
mulation qui permet, lors de la phase de modélisation de faire des tests du modèle et de détecter
ainsi éventuellement des erreurs dans la modélisation.

Tous les outils dont nous venons de parler ont été « validés » par des études de cas convaincantes.
Nous renvoyons aux pages web des outils pour la description de ces études de cas.

7.4 Ce que nous allons faire

L’algorithme implémentable que nous présentons pour le modèle des automates temporisés avec
mises à jour est un algorithme d’analyse en avant (cf la partie 7.2.1). Cet algorithme utilise une ap-



156 Chapitre 7. Des algorithmes de model-checking

proximation du type de celles étudiées dans [DT98]. Nous décrirons une implémentation possible
de cet algorithme en utilisant une structure de données que nous avons évoquée dans ce chapitre,
les DBM (Difference Bounded Matrice). Ce travail est présenté dans le chapitre 8.

L’étude des automates de test que nous menons au chapitre 9 se situe dans plusieurs des points
dont nous avons parlé dans ce chapitre. Pour bien s’en rendre compte, nous en rappelons briève-
ment le principe. Étant donnée une propriété φ, nous construisons un automate (de test) Tφ qui
vérifie la propriété suivante : pour tout automate temporisé A,

A |= φ ⇐⇒ (A ‖ Tφ) ne permet pas d’atteindre un état rejetant de Tφ

Nous proposons un langage logique, proche de Lν , qui est testable de cette façon et qui caractérise
en outre l’ensemble des propriétés qui se testent de cette façon. Pour montrer cela, des techniques
de model-checking compositionnel (cf la partie 7.2.4) seront utilisées, car la propriété φ ci-dessus
peut apparaître comme le quotient de la propriété d’accessibilité dans la composition parallèle par
l’automate Tφ. En outre, nous avons vu dans la partie 7.3.4, que l’outil UPPAAL permet essentiel-
lement de vérifier des propriétés d’accessibilité. Avec ces résultats, nous avons alors caractérisé
l’ensemble des propriétés que UPPAAL « est capable » de vérifier.

Dans le chapitre 10, nous menons une étude de cas sur un exemple réel de protocole de com-
munication. La modélisation que nous proposons sera ensuite implémentée dans l’outil UPPAAL.
Celui-ci nous permettra de réaliser des simulations et des vérifications.



Chapitre 8

Une approche algorithmique des
automates temporisés avec mises à
jour

Ce chapitre provient de l’article [Bou01].

Même si le modèle général des automates temporisés avec mises à jour est indécidable, de nom-
breuses sous-classes ont été montrées décidables (voir le chapitre 3). Les résultats théoriques
de décidabilité résultent d’une extension de la construction de l’automate des régions décrite
dans [AD90, AD94] et rappelée dans la partie 2.3.2. Comme nous l’avons déjà dit à plusieurs
reprises, même dans le cas des automates temporisés classiques, cette construction n’est pas uti-
lisée pour l’implémentation, mais des outils tels que UPPAAL et KRONOS utilisent un algorithme
d’analyse en avant, l’algorithme des zones. Cet algorithme calcule à la volée une sur-approximation
(ou une abstraction suivant la terminologie de [DT98]) de l’ensemble des états accessibles, c’est-
à-dire des paires (q, Z) où q est un état de contrôle et Z une zone. L’un des avantages majeurs
des zones est qu’elles peuvent être facilement implémentées en utilisant des structures de données
telles que les DBMs [Dil89] ou les CDDs [BLP+99, LWYP99].

Notre but est ici de proposer un algorithme d’accessibilité implémentable pour les automates tem-
porisés avec mises à jour. Il s’agit d’un algorithme d’analyse en avant qui est une extension de
l’algorithme des zones. Après avoir décrit cet algorithme, nous proposons une description d’une
implémentation qui utilise aussi des DBMs comme structure de données, c’est-à-dire que nous
montrons que toutes les opérations sur les zones qui apparaissent dans l’algorithme peuvent se
calculer en utilisant les DBMs. Nous proposons de plus une preuve complète de la correction de
cet algorithme. Cette preuve utilise différentes propriétés des DBMs et des régions. Ce résultat
a pour principale conséquence la correction de l’algorithme des zones pour les automates clas-
siques. À notre connaissance, bien que ce dernier algorithme soit très connu, nous n’en avons
trouvé aucune preuve complète et correcte dans la littérature.

Nous commençons ce chapitre par décrire précisément l’algorithme des zones que nous avons
évoqué dans la partie 7.2.1 pour les automates temporisés classiques et nous montrons comment
les DBMs sont utilisés pour son implémentation. Après cette brève présentation, nous revenons au
modèle des automates temporisés avec mises à jour et présentons notre algorithme. Le reste du
chapitre est dévolu à une possible implémentation de notre algorithme en utilisant aussi les DBMs
ainsi qu’à une preuve complète de sa correction.
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Dans tout ce chapitre, nous considérons des automates temporisés avec uniquement des constantes
entières, comme nous autorise à le faire le lemme 3.13 page 55.

8.1 Automates temporisés classiques, état de l’art

Le principe général de l’analyse en avant a été décrit dans la partie 7.2.1. Dans cette partie, nous
allons maintenant présenter de manière précise l’algorithme des zones, algorithme implémenté
dans certains outils pour la vérification des automates temporisés classiques. Nous allons aussi
expliquer comment l’implémentation utilise les DBMs comme structure de données.

8.1.1 Zones

Une zone est un sous-ensemble de Tn défini par une contrainte d’horloges. Soit k une constante.
Une zone est k-bornée si elle peut être définie par une contrainte k-bornée (voir page 30). Soit Z

une zone. La k-approximation de Z est définie comme étant la plus petite zone k-bornée Zk telle
que Z ⊆ Zk. Nous notons Approxk(Z) = Zk.

Exemple 8.1 Considérons la zone Z dessinée en gris foncé sur
la figure de droite : Z est définie par la contrainte

1 < x < 4 ∧ 2 < y < 4 ∧ x − y < 1.

Prenant k = 2, la k-approximation de Z est dessinée en gris clair
(et gris foncé) ; elle est définie par la contrainte

1 < x ∧ 2 < y ∧ x − y < 1.

0 1 2 3 4

1

2

3

4

y

x

La k-approximation peut être utilisée dans des algorithmes d’analyse en avant (voir la partie 7.2.1)
pour que les calculs terminent. Considérons par exemple l’automate du contre-exemple 7.9, page
151. Nous avons vu que le calcul exact d’une analyse en avant ne terminait pas sur cet automate.
Il est facile de voir que si l’on utilise l’abstraction1 donnée par la 1-approximation (c’est-à-dire si
l’on calcule l’itérée de Approx1 ◦ Post au lieu de l’itérée de Post, cf la partie 7.2.1), alors les calculs
terminent.
C’est le rôle principal que vont jouer les surapproximations dans ce chapitre.

8.1.2 L’algorithme

Nous avons vu que le calcul exact des états accessibles par un calcul en avant pouvait ne pas
terminer (partie 7.2.1) et qu’il était alors possible de pallier cette difficulté en calculant non pas
les états accessibles, mais une surapproximation de ceux-ci. Bien sûr, comme nous l’avons déjà dit,
cette surapproximation doit rester adaptée au problème que nous voulons résoudre, à savoir le test
d’accessibilité : la surapproximation doit être suffisamment fine pour que nous ne calculions pas
d’états qui ne sont pas accessibles dans le système réel. Dans [DT98], plusieurs surapproximations
(alors appelées abstractions) sont présentées, dont celle dont nous allons parler ici.

Soit A un automate temporisé classique. Si e = (q
g,a,C:=0−−−−−−→ q′) est une transition de A et si Z est

une zone, alors Post(Z, e) représente l’ensemble [C ← 0](g ∩ −→
Z ) où

−→
Z représente le futur de Z et

est défini par
−→
Z = {v + t | v ∈ Z et t ≥ 0}

1selon la terminologie de [DT98]
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Post(Z, e) est l’ensemble des valuations qui peuvent être atteintes à partir de Z en attendant dans
l’état courant, q, puis en franchissant e. Nous associons à A la plus grande constante k apparaissant
dans A (i.e. la plus grande constante c telle qu’il y a une contrainte x ∼ c pour une horloge x ou
x − y ∼ c pour des horloges x et y). Une constante maximale pourrait être calculée pour chaque
horloge x (de la même façon), mais pour ce que nous faisons, cela ne change rien, la présentation
en est juste moins compliquée.

L’algorithme des zones pour les automates classiques est alors présenté comme l’algorithme 8.1
(Z0 représente la zone initiale, c’est souvent la valuation 0 où toutes les horloges valent zéro).

Algorithme 8.1 Algorithme des zones pour les automates temporisés classiques

Algorithme des zones (A:TA) {
Définir k;
Visités := ∅; (* Visités contient les états visités *)
Attente := {(q0,Approxk(Z0))};
Répéter

Prendre (q,Z) dans Attente et le retirer;
Si q est final alors {Retourner «~Oui~»;}

sinon {S’il n’y pas de (q,Z’)∈ Visités t.q. Z ⊆ Z’
alors {Visités := Visités ∪ {(q,

−→
Z )};

Successeur := {(q’,Approxk(Post(Z,e))) |
e transition de q à q’};

Attente := Attente ∪ Successeur;}}
Jusqu’à (Attente = ∅);
Retourner «~Non~»; }

Cet algorithme calcule pas à pas une sur-approximation de l’ensemble des états accessibles et teste
si l’approximation intersecte ou non l’ensemble des états finals. Ainsi, si la réponse de l’algorithme
est « Non », alors aucun état final ne peut être atteint. Cependant, si la réponse est « Oui », il peut
a priori arriver que la sur-approximation intersecte les états finals alors que l’ensemble des états
accessibles ne les intersecte pas. Nous discuterons de la correction de cet algorithme en détails
dans la partie 8.3.

8.1.3 L’implémentation : les DBMs

Pour implémenter l’algorithme 8.1, nous avons besoin d’une structure de données pour représenter
les zones et cette structure de données doit permettre de tester l’inclusion de deux zones et de
calculer aisément les différentes opérations utilisées dans l’algorithme, c’est-à-dire l’intersection
de deux zones, le futur d’une zone, l’image d’une zone par une remise à zéro et la k-approximation
d’une zone. Des outils comme UPPAAL ou KRONOS utilisent la structure de données proposée par
David Dill dans [Dil89], les DBMs. Une présentation assez détaillée de cette structure de données
peut être trouvée dans [CGP99].

Une matrice de différences bornées, ce que nous abrégerons en DBM (qui signifie « Difference Boun-
ded Matrice »), pour n horloges est une matrice carrée (mi,j ,≺i,j)i,j=0...n de taille n + 1 de paires

(m;≺) ∈ V = (Z × {<,≤}) ∪ {(∞;<)}.

Une DBM M = (mi,j ,≺i,j)i,j=0...n définit l’ensemble suivant de Tn (l’horloge x0 est supposée être
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constamment égale à zéro, i.e. pour toute valuation v, v(x0) = 0) :

{v : {x1, . . . , xn} −→ T | ∀ 0 ≤ i, j ≤ n, v(xi) − v(xj) ≺i,j mi,j}

où γ < ∞ signifie que γ est un réel quelconque.

Ce sous-ensemble de Tn est une zone et est noté �M�. Chaque DBM sur n horloges représente une
zone de Tn. Remarquons que plusieurs DBMS peuvent représenter la même zone.

Exemple 8.2 La zone définie par les équations x1 > 3 ∧ x2 ≤ 5 ∧ x1 − x2 < 4 peut être représentée par les
deux DBMs 0

B@ (0;≤) (−3; <) (∞; <)

(∞; <) (0;≤) (4; <)

(5;≤) (∞; <) (0;≤)

1
CA et

0
B@ (∞; <) (−3; <) (∞; <)

(∞;≤) (∞; <) (4; <)

(5;≤) (∞; <) (0;≤)

1
CA

Ainsi, les DBMs ne sont pas une représentation canonique des zones. De plus, il n’est pas possible
de tester de manière syntaxique si �M� = ∅ ou �M1� = �M2�. Une forme normale pour ces DBMs a
donc été définie. Son calcul utilise l’algorithme de Floyd et plusieurs réécritures syntaxiques (voir
par exemple [Dil89, CGP99] pour une description de ce calcul). Dans ce qui suit, nous noterons
φ(M) la forme normale de M . Avant d’établir quelques propriétés très importantes des formes
normales, nous définissons un ordre total sur V de la manière suivante : si (m;≺), (m′;≺′) ∈ V,
alors

(m;≺) ≤ (m′;≺′) ⇐⇒


m < m′

ou
m = m′ et soit ≺ = ≺′ ou ≺′ = ≤ .

avec pour tout m ∈ Z, m < ∞. Nous définissons alors >, ≥ et < de manière naturelle.

Ces ordres sont étendus en des ordres partiels sur les DBMs. Soient M = (mi,j ;≺i,j)i,j=0...n et
M ′ = (m′

i,j ;≺′
i,j)i,j=0...n deux DBMs, alors

M ≤ M ′ ⇐⇒ pour tous i, j = 0 . . . n, (mi,j ;≺i,j) ≤ (m′
i,j ;≺′

i,j).

Nous pouvons maintenant établir quelques propriétés très utiles des formes normales. Si M et M ′

sont des DBMs, alors :

(i) �M� = �φ(M)� et φ(M) ≤ M ,

(ii) �M� ⊆ �M ′� ⇐⇒ φ(M) ≤ M ′ ⇐⇒ φ(M) ≤ φ(M ′).

Le dernier point exprime le fait que le test d’inclusion pour les zones peut se faire syntaxiquement
sur les formes normales des DBMs (qui représentent les zones bien sûr).

En outre, les formes normales des DBMs peuvent être caractérisées d’une manière naturelle. Si
M = (mi,j ;≺i,j)i,j=0...n est une DBM telle que �M� �= ∅, alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) M est en forme normale,

(ii) pour chaque i, j = 0 . . . n, pour chaque réel −mj,i ≺j,i r ≺i,j mi,j , il existe une valuation
v ∈ �M� telle que v(xj) − v(xi) = r (en supposant toujours que v(x0) = 0).

Cette propriété exprime le fait que si une DBM est sous forme normale, aucune de ses contraintes
ne peut être resserrée2 en utilisant l’algorithme de Floyd. Cette propriété sera utilisée dans la
partie 8.3.4.

2Ceci signifie qu’il n’y a aucun moyen de remplacer un des coefficients de la DBM par une valeur plus petite sans
modifier la zone définie.
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Calcul de quelques opérations sur les DBMs.

Comme nous le disions au début de cette partie, la structure de données utilisée pour représenter
les zones doit aussi être appropriée pour calculer les quatre opérations sur les zones qui sont
utilisées dans l’algorithme 8.1, plus précisément le futur, l’intersection, l’image par une remise à
zéro et la k-approximation. Ces opérations sur les DBMs sont présentées en détails dans [CGP99],
nous ne faisons que les rappeler ici.

Intersection. Supposons que M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n et M ′ = (m′
i,j ;≺′

i,j)i,j=1...n soient deux
DBMs en forme normale. Alors, définissant M ′′ = (m′′

i,j ;≺′′
i,j)i,j=1...n par

pour tout i, j = 1 . . . n, (m′′
i,j ;≺′′

i,j) = min((mi,j ;≺i,j), (m′
i,j ;≺′

i,j))

Nous obtenons alors que �M ′′� = �M� ∩ �M ′�. Notons qu’il peut arriver que M ′′ ne soit pas en
forme normale.

Futur. Supposons que M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n soit une DBM en forme normale. Nous définissons
la DBM

−→
M = (m′

i,j ;≺′
i,j)i,j=1...n par :{

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (mi,j ;≺i,j) si j �= 0
(m′

i,0;≺′
i,0) = (∞;<)

.

Nous obtenons alors que �−→M� =
−−→�M�. De plus, la DBM

−→
M est en forme normale.

Image par remise à zéro. Supposons que M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n soit une DBM en forme normale.
Nous définissons la DBM Mxk:=0 = (m′

i,j ;≺′
i,j)i,j=1...n par :

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (mi,j ;≺i,j) si i, j �= k

(m′
k,k;≺′

k,k) = (m′
k,0;≺′

k,0) = (m′
0,k;≺′

0,k) = (0;≤)
(m′

i,k;≺′
i,k) = (mi,0;≺i,0) si i �= k

(m′
k,i;≺′

k,i) = (m0,i;≺0,i) si i �= k

Nous obtenons que �Mxk:=0� = [xk ← 0]�M�. De plus, la DBM Mxk:=0 est en forme normale.

k-approximation. Supposons que M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n soit une DBM en forme normale. Nous
définissons la DBM Mk = (m′

i,j ;≺′
i,j)i,j=1...n par :

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (mi,j ;≺i,j) si − k ≤ mi,j ≤ k

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (∞;<) si mi,j > k

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (−k;<) si mi,j < −k

Nous obtenons que �Mk� = Approxk(�M�), mais Mk n’est pas nécessairement en forme normale.

8.2 Retour aux automates temporisés avec mises à jour

L’algorithme 8.1 ne s’adapte pas aussi facilement aux automates temporisés avec mises à jour : l’ap-
proximation utilisée pour les automates temporisés classiques (celle utilisant les constantes maxi-
males apparaissant dans l’automate) n’est pas correcte pour nos automates temporisés avec mises
à jour. Par exemple, considérons l’automate temporisé suivant où nous autorisons une unique mise
à jour spéciale, y := 1. La constante maximale apparaissant dans cet automate est 1.
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q
a, y := 0 b, y := 1 x − y < 1, c

Z Algorithme 8.1 :
l’état q est accessible

Z Calcul exact :
l’état q n’est pas
accessible

Les dessins ci-dessus décrivent d’une part ce que l’algorithme 8.1 calcule et d’autre part le calcul
exact des états accessibles, en partant dans les deux cas de la zone Z définie par la contrainte
d’horloges y > 1 ∧ x − y > 1. Le dernier état de l’automate n’est donc pas accessible alors que
l’algorithme 8.1 le dit accessible : l’approximation utilisée dans l’algorithme n’est pas correcte vis-
à-vis de l’accessibilité (sur la troisième colonne des deux calculs, la zone x− y < 1 est représentée
en gris clair).

Avant de présenter notre algorithme, nous rappelons nos résultats précis de décidabilité obtenus
dans la partie 3.3. Ces résultats, ainsi que d’autres définitions vont être nécessaires dans la suite
de ce chapitre.

8.2.1 Rappels sur les résultats de décidabilité

Nous reprenons la définition de régions donnée dans la partie 3.3 de la page 61, celle de la page 55
en étant un cas particulier. Ces derniers ensembles de régions seront appelés des ensembles de
régions non diagonaux.

Nous distinguons à nouveau les ensembles de contraintes non diagonales et les ensembles de
contraintes générales.

Contraintes non diagonales

Soient C ⊆ Cdf (X) un ensemble de contraintes non diagonales et U ⊆ U(X) un ensemble de mises
à jour tel que

up =
∧

x∈X

upx ∈ U =⇒ pour tout x, upx ∈ {detx, infx, supx, intx} où : (♦df )



detx ::= x := c | x := z + d avec c ∈ N, d ∈ Z et z ∈ X

infx ::= x :� c | x :< z + d | infx ∧ infx avec �∈ {<,≤}, c ∈ N, d ∈ Z et z ∈ X

supx ::= x :� c | x :> z + d | supx ∧ supx avec �∈ {>,≥}, c ∈ N, d ∈ Z et z ∈ X

intx ::= x :∈ (c; d) | x :∈ (c; z + d) | x :∈ (z + c; d) | x :∈ (z + c; z + d)

où ( et ) sont soit [ soit ], z est une horloge et c, d sont dans Z.

Si le système Diophantien d’inéquations linéaires sur les variables (maxx)x∈X

{c ≤ maxx | x ∼ c ∈ C ou x :∼ c ∈ U} ∪ {maxz ≤ maxy + c | z :∼ y + c ∈ U} (Sdf )
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a une solution, alors la classe d’automates Aut(C,U) est décidable. De plus, si α = (maxx)x∈X

est solution du système, et si A ∈ Aut(C,U), alors nous pouvons décider du vide de L(A) grâce
à l’automate des régions ΓRα

(A) (α est vu ici comme un ensemble de régions non diagonales).
Notons bien qu’il est possible de décider de l’existence d’un tel α et que s’il existe, il peut être
calculé (voir [Dom91]).

À partir de l’ensemble de régions α que nous venons de construire, nous définissons un autre
ensemble de régions, β = ((max′

x)x∈X ; (max′
x,y)x,y∈X) où pour toutes les horloges x, y ∈ X,

max′
x = maxx et max′

x,y = maxx.

Exemple 8.3 Les ensembles de régions α et β peuvent être re-
présentés comme sur la figure de droite, où α est dessiné en
lignes pleines alors que son raffinement β utilise aussi les lignes
en pointillés.

Contraintes générales

Soient C ⊆ C(X) un ensemble fini de contraintes générales et U ⊆ U(X) un ensemble fini de mises
à jour telles que :

up =
∧

x∈X upx ∈ U =⇒ ∀x ∈ X, upx ∈ {x := c, x :< c, x :≤ c | c ∈ N}
∪ {x := y | y ∈ X} (♦gen)

Soit α = ((maxx)x∈X ; (maxx,y)x,y∈X) une solution du système Diophantien d’inéquations linéaires
suivant :

{c ≤ maxx | x ∼ c ∈ C}
∪ {c ≤ maxx,y | x − y ∼ c ∈ C}
∪ {c ≤ maxx, maxz ≥ c + maxz,x | x :< c ou x :≤ c ou x := c ∈ U , et z ∈ X}
∪ {maxx ≤ maxy, maxz,y ≥ maxz,x, maxx,z ≤ maxx,y | x := y ∈ U et z ∈ X}

(Sgen)

Alors le vide de tout automate de Aut(C,U) peut être testé en construisant l’automate des régions
ΓRα

(A).

À partir de α, nous définissons l’ensemble de régions β = ((max′
x)x∈X ; (max′

x,y)x,y∈X) par :

(max′
x)x∈X sont les plus petites constantes telles que

{
max′

x ≥ maxx

x := y ∈ U =⇒ max′
x = max′

y

et pour toutes les horloges x, y ∈ X, max′
x,y = max′

x.

Comme dans le cas des automates temporisés avec contraintes non diagonales, l’ensemble des
régions décrit par β est un raffinement de celui décrit par α.

Dans tout ce qui suit, nous considérerons uniquement des automates temporisés qui appartiennent
à une classe d’automates décidable décrite ci-avant. Nous associons à chaque tel automate deux en-
sembles de régions α et β comme nous l’avons décrit dans cette partie.

8.2.2 Zones

Nous complétons les définitions de la partie 8.1.1.

Soit Rα un ensemble de régions. Chaque union convexe de régions de Rα est une zone, l’ensemble
de ces zones est noté Zα. Si Z est une zone, nous définissons Approxα(Z) la plus petite zone de
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Zα qui contient Z. Nous disons que Approxα(Z) est l’α-approximation de Z. La k-approximation
d’une zone que nous avons définie dans la partie 8.1.1 est un cas particulier d’α-approximation où
α = (k, . . . , k).

Exemple 8.4 Considérons par exemple l’en-
semble de régions non diagonal Rα dessiné
à droite (maxx = 3 et maxy = 2) et la
zone Z en gris foncé. Son α-approximation
Approxα(Z) est alors dessinée en gris clair.

zone Z

Approxα(Z) \ Z

8.2.3 L’algorithme

L’algorithme que nous proposons pour tester le vide des automates temporisés avec mises à jour
décidables est une extension de l’algorithme 8.1 pour les automates temporisés classiques. Nous
considérons donc un automate temporisé avec mises à jour A qui appartient à une classe décidable
Aut(C,U). Notre algorithme est présenté comme l’algorithme 8.2.

Algorithme 8.2 Algorithme des zones pour les automates temporisés avec mises à jour décidables

Algorithme des zones (A:UTA) {
Calculer β en utilisant U et C ;
Visités := ∅; (* Visités contient les états visités *)
Attente := {(q0,Approxβ(Z0))};
Répéter

Prendre (q,Z) dans Attente et le Retirer;
Si q est final alors {Retourner «~Oui~»;}

sinon {S’il n’y a pas de (q,Z’)∈ Visités t.q. Z ⊆ Z’
alors {Visités := Visités ∪ {(q,

−→
Z )};

Successeur := {(q’,Approxβ(Post(Z,e))) |
e transition de q à q’};

Attente := Attente ∪ Successeur;}}
Jusqu’à (Attente = ∅);
Retourner «~Non~»; }

Cet algorithme est très semblable à celui pour les automates temporisés classiques, la seule dif-
férence résidant dans le calcul de β, l’ensemble des régions utilisé pour calculer les approxima-
tions. Nous pouvons remarquer que si A est un automate temporisé classique, alors, définissant
β = (k, . . . , k), nous obtenons qu’un tel β pourrait être associé à A comme dans la partie 8.2.1
et que Approxk = Approxβ . L’algorithme 8.2 apparaît donc bien comme une extension de l’algo-
rithme 8.1 pour les automates temporisés avec mises à jour.

Comme Approxβ est une sur-approximation, l’algorithme 8.2 calcule, tout comme l’algorithme 8.1,
une surapproximation de l’ensemble d’états accessibles. Ainsi, il nous faut maintenant étudier deux
problèmes principaux :
– nous devons étudier la correction de l’algorithme 8.2 : nous souhaitons montrer que si l’al-

gorithme 8.2 répond qu’un état est accessible, alors il est vraiment accessible. L’étude de la
correction sera présentée en détails dans la partie 8.3.

– dans l’algorithme 8.2, de nouvelles opérations sur les zones sont apparues, par exemple l’image
d’une zone par une mise à jour ou bien la surapproximation Approxβ d’une zone. Nous présen-
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terons dans la partie 8.2.4 une implémentation possible de cet algorithme en utilisant aussi les
DBMs comme structure de données.

Remarque : L’ensemble exact des états accessibles peut être calculé si aucune sur-approximation
des zones n’est utilisée. Cependant, les calculs peuvent ne pas terminer. Dans [MP99], des sous-
classes des automates temporisés classiques, pour lesquels la terminaison est assurée, sont dé-
crites. Notre but, ici, est très différent, nous ne sommes pas intéressés par le calcul exact des états
accessibles, mais par la décision du problème de l’accessibilité (d’un état de contrôle).

8.2.4 Implémentation de l’algorithme

Pour montrer que la structure de données des DBMs est adaptée à l’implémentation de l’algo-
rithme 8.2, nous décrivons comment il est possible de calculer les nouvelles opérations sur les
zones qui apparaissent dans l’algorithme 8.2 en utilisant les DBMs. Les nouvelles opérations sont
de deux types distincts : image par une mise à jour et sur-approximation Approxβ .

Image par une mise à jour. Soit up une mise à jour et M une DBM (en forme normale). La
DBM M représente une contrainte d’horloges ϕ sur l’ensemble d’horloges X. À partir de up, nous
construisons une contrainte ϕup sur l’ensemble d’horloges X ∪ X ′ (où X ′ est une copie disjointe
de X) par induction sur up de la manière suivante :

ϕx:∼c = x′ ∼ c

ϕx:∼y+c = x′ ∼ y + c

ϕup1∧up2 = ϕup1 ∧ ϕup2 .

Nous définissons maintenant la formule ϕ′
up = ϕ∧ϕup. Cette formule représente la mise à jour up

dans le sens où si V est une valuation des horloges X ∪ X ′, alors

V |= ϕ′
up ⇐⇒ V|X |= ϕ et V|X′ ∈ up(V|X).

Nous supposons que up =
∧n

i=1 upi où upi est une mise à jour de l’horloge xi. Nous définissons
N = (ηi,j)i,j=0...2n comme étant la DBM de taille 2n+1 (sur l’ensemble d’horloges X ∪X ′) définie
par :

– pour i, j = 0 . . . n, ηi,j = (mi,j ;≺i,j),
– pour chaque mise à jour upi (1 ≤ i ≤ n), nous distinguons les différents cas possibles

pour upi :

si upi est : alors nous posons :

xi := c ηi+n,0 = (c,≤) et η0,i+n = (−c;≤)

xi := xj + c ηi+n,j = (c;≤) et ηj,i+n = (−c;≤)

xi :≺ c avec ≺∈ {<;≤} ηi+n,0 = (c;≺) et η0,i+n = (0;≤)

xi :� c avec �∈ {>;≥} η0,i+n = (−c;≺)

(où ≺ est < si � est > et ≺ est ≤ si � est ≥)

xi :≺ xj + c avec ≺∈ {<;≤} ηi+n,j = (c;≺) et ηj,i+n = (∞;<)

xi :� xj + c avec �∈ {>;≥} ηj,i+n = (−c;≺)

(où ≺ est < si � est > et ≺ est ≤ si � est ≥)

Si upi est une conjonction de mises à jour simples, nous prenons les plus petites valeurs
calculées par l’un de ces upi,

– pour chaque i, j = 0 . . . 2n + 1, si le coefficient ηi,j n’a pas encore été affecté, nous posons
ηi,j = (+∞;<).
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Par construction, la DBM N représente la contrainte d’horloges ϕ′
up (les indices 1 ≤ i ≤ n corres-

pondent à l’ensemble des horloges X alors que les indices n + 1 ≤ i ≤ 2n + 1 correspondent à
l’ensemble des horloges X ′) :

�N� = {V valuation sur X ∪ X ′ | V |= ϕ′
up}.

Nous définissons la DBM (φ(N))|X′ comme étant la
sous-matrice carrée de N de taille n+1 où nous effaçons
tout ce qui concerne l’ensemble d’horloges X. Ceci peut
être représenté par le dessin à droite (la partie blanche
correspond aux horloges de X). Nous obtenons alors :

�(φ(N))|X′� = up(�M�).



∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
...
∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
...
∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗



Exemple 8.5 Considérons la zone Z définie par la DBM dans laquelle nous ne conservons que les entiers, et
pas les opérateurs de comparaison (pous simplifier)0

B@ 0 −2 −1

4 0 3

2 −1 0

1
CA

ainsi, que la mise à jour up = (x :< 2 ∧ y := x).

La matrice N qui est calculée est :0
BBBBB@

0 −2 −1 2 ∞
4 0 3 ∞ 0

2 −1 0 ∞ ∞
0 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ 0 ∞ ∞ ∞

1
CCCCCA

ce qui, après application de l’algorithme de
Floyd et projection, donne la DBM (sous forme
normale) suivante pour représenter up(Z) :0

B@ 0 −2 −2

2 0 0

2 2 0

1
CA 0 1 2 3 4

1

2

3

4

y

x

zone Z

zone up(Z)

β-sur-approximation. Soit β = ((maxx)x∈X ; (maxx,y)x,y∈X) un uplet définissant un ensemble de
régions. Nous supposons que X = {x1, . . . , xn}. Une DBM M = (mi,j ;≺i,j)i,j est dite β-bornée si :

0 ≤ mi,0 ≤ maxxi
ou mi,0 = ∞ pour tout 1 ≤ i ≤ n

−maxxi
≤ m0,i ≤ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n

(−maxxj ,xi
≤ mi,j ≤ maxxi,xj

ou mi,j = ∞)
si mi,0 = ∞ ou mj,0 = ∞ pour tout 1 ≤ i, j ≤ n

−maxxj
≤ mi,j ≤ maxxi

si mi,0 < ∞ et mj,0 < ∞ pour tout 1 ≤ i, j ≤ n

Nous avons alors le résultat suivant :
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Lemme 8.6 Soit Z une zone. Alors

Z ∈ Zβ ⇐⇒ il existe une DBM β-bornée Mβ telle que Z = �Mβ�.
PREUVE : Si Mβ est une DBM β-bornée, alors �Mβ� est dans Zβ .
Une région R ∈ Rβ est β-bornée. Supposons que Z soit une zone, union (convexe) de deux zones
Z1 et Z2 qui appartiennent à Zβ et telles qu’il existe deux DBMs β-bornées MZ1 et MZ2 telles que
Z1 = �MZ1� et Z2 = �MZ2�. Nous supposons que pour l = 1, 2, MZl

= (m(l)
i,j ;≺

(l)
i,j)i,j=1...n et nous

construisons M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n telle que :

(mi,j ;≺i,j) = max((m(1)
i,j ;≺(1)

i,j ), (m(2)
i,j ;≺(2)

i,j )).

Nous commençons par remarquer que M est une DBM β-bornée. Nous voulons montrer que
�M� = Z. Nous notons que pour l = 1, 2, MZl

≤ M , donc Zl ⊆ �M� et ceci implique que
Z ⊆ �M�.
Soit r un réel tel que −mj,i ≺j,i r ≺i,j mi,j . Il existe k tel que (mi,j ;≺i,j) = (m(k)

i,j ;≺(k)
i,j ). Nous

obtenons donc que (m(k)
j,i ;≺(k)

j,i ) ≤ (mj,i;≺j,i), ainsi −m
(k)
j,i ≺(k)

j,i r ≺(k)
i,j m

(k)
i,j . Ceci implique qu’il

existe une valuation v ∈ Zk telle que v(i) − v(j) = r. Comme conséquence, nous ne pouvons
resserrer aucune constante de M . Donc, Z = �M�. Ceci termine la preuve. �

Nous considérons l’algorithme suivant (où M = (mi,j ;≺i,j) et M ′ = (m′
i,j ;≺′

i,j)) :

Algorithme de β-approximation (M:n-DBM) {
M’ = φ (M); (* Forme normale de M *)
Pour i de 1 à n faire

Pour j de 1 à n faire
Si ((m’i,0;≺i,0)>(maxi;<)) ou ((m’j,0;≺j,0)>(maxj;<)) alors {

Si (m’i,j;≺i,j)>(maxi,j;≤) alors (m’i,j;≺i,j) devient (+∞;<);
Si (m’i,j;≺i,j)<(mini,j;<) alors (m’i,j;≺i,j) devient (mini,j;<); };

Findupour;
Findupour;
Pour i de 0 à n faire

Si (m’i,0;≺i,0)>(maxi;≤) alors (m’i,0;≺i,0) devient (+∞;<);
Si (m’0,i;≺0,i)<(-maxi;<) alors (m’0,i;≺0,i) devient (-maxi,<) ; !

Findupour;
Retourner M’;}

Si M est une DBM, en lui appliquant cet algorithme, nous obtenons une DBM que nous notons
φβ(M). Nous pouvons remarquer que φβ(M) est β-bornée et que �φβ(M)� est dans Zβ .

Propriété 8.7 Si M est une DBM, alors nous avons que �φβ(M)� = Approxβ(�M�).
PREUVE : Soit M une DBM en forme normale. Nous obtenons immédiatement l’inclusion

Approxβ(�M�) ⊆ �φβ(M)�
car Approxβ(�M�) est la plus petite zone de Zβ qui contient �M� et �φβ(M)� est une telle zone.
Il existe une DBM β-bornée Mβ telle que Approxβ(�M�) = �Mβ�. Nous obtenons alors que M ≤
Mβ . Supposons que M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n et Mβ = (m(β)

i,j ;≺(β)
i,j )i,j=1...n. Nous montrons, coeffi-

cient par coefficient, que φβ(M) ≤ Mβ . Par exemple, supposons que

(mi,0;≺i,0) > (maxi;≤) et (mi,j ;≺i,j) > (maxi,j ;≤).
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Alors M ≤ Mβ implique que (m(β)
i,j ;≺(β)

i,j ) = (∞;<). Nous ne détaillons pas les autres cas (qui sont
nombreux), mais, de la même manière, nous montrons que φβ(M) ≤ Mβ , ce qui implique que
�φβ(M)� ⊆ Approxβ(�M�). Ceci termine la preuve. �
L’Algorithme de β-approximation appliqué à M calcule donc une DBM qui représente la β-
approximation de �M�. En outre, la complexité du calcul d’une telle β-sur-approximation n’est pas
très élevée (sa complexité est en O(n3) si n est le nombre d’horloges).

Utilisant les résultats de la partie 8.1.3, nous obtenons que chaque opération de l’algorithme 8.2
peut être calculée en utilisant les DBMs comme structure de données : les DBMs dont donc appro-
priées pour implémenter l’algorithme 8.2. De plus, la complexité de chaque étape de l’algorithme
est, comme pour les automates temporisés classiques, polynômiale en le nombre d’horloges.

8.3 Preuve de la correction de l’algorithme

Comme nous l’avons annoncé dans les parties 8.1.2 et 8.2.3, la correction des algorithmes 8.1
et 8.2 est loin d’être évidente. En effet, ces algorithmes calculent une sur-approximation de l’en-
semble des états accessibles, ce qui pourrait être strictement plus grand que l’ensemble des états
réellement accessibles. Nous commençons par discuter la correction et montrer que, même pour
l’algorithme 8.1, la preuve de correction n’est pas si évidente. Pourtant, bien que cet algorithme
ait été plusieurs fois implémenté, nous n’avons trouvé aucune preuve convaincante dans la litté-
rature. Bien sûr, il y a plusieurs articles qui prétendent de telles preuves, mais toutes ces preuves,
si nous les avons bien comprises, sont incomplètes et même parfois incorrectes.

– Dans la thèse [Tri98], l’implémentation de la « c-closure » proposée à la page 127 correspond à
notre approximation Approxc. L’algorithme « Yes/No » devrait correspondre à l’algorithme 8.1.
Cependant, la définition de la « c-closure » donnée à la page 21 ne correspond pas à l’implé-
mentation. Par exemple, considérons le graphe des régions où c vaut 2 :

zone Z « c-closure » de Z ce que l’implémentation
calcule

La preuve de la correction de l’algorithme « Yes/No » (Lemme 5.9 page 58) est faite en utilisant
la « c-closure » qui est définie et non celle qui est implémentée. La correction de l’algorithme
implémenté n’est donc pas complète.

– Dans la thèse [WT94], si Z est une zone, alors round(Z) correspond à notre sur-approximation
Approxk. Le théorème 4.8 de la page 90 vise à montrer la correction de l’algorithme 8.1. La
preuve est faite de la manière suivante : considérons une zone Z, elle est décomposée en une
union finie de régions. Le calcul de l’opérateur round est d’abord fait sur les sous-zones (cette
étape est assez facile) ; round(Z) est alors obtenu en calculant l’union du round de toutes ces
sous-zones. Cependant, round n’est pas compatible avec l’union, par exemple, considérons la
zone suivante :

zone Z
round appliqué aux

sous-zones de Z round(Z)
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En plus de cela, cette preuve ne vise à montrer la correction de l’algorithme 8.1 que pour les
automates temporisés avec contraintes non diagonales.

Nous revenons maintenant à la preuve de correction de l’algorithme 8.2. Lorsque cela sera fait, un
simple corollaire sera la correction de l’algorithme 8.1 pour les automates temporisés classiques.
Ce corollaire est très important car il est la base des algorithmes de UPPAAL et KRONOS.

La preuve se décompose en plusieurs étapes. L’algorithme 8.2 utilise une sur-approximation des
zones, Approxβ . Il serait plutôt difficile de prouver la correction directement en utilisant cette
approximation. Nous allons donc utiliser un algorithme intermédiaire qui utilise une autre sur-
approximation. Malheureusement, cet algorithme ne peut pas être implémenté facilement, mais
sa correction peut, elle, être prouvée assez aisément.

8.3.1 L’algorithme modifié

Pour chaque zone Z, pour chaque uplet α, nous définissons la clôture par régions de Rα de Z par

Closureα(Z) =
⋃

{R ∈ Rα | R ∩ Z �= ∅}.

Nous disons que Closureα(Z) est l’α-clôture de Z. Notons tout d’abord que Closureα(Z) peut être
différent de Approxα(Z) : Approxα(Z) est convexe alors que Closureα(Z) peut ne pas être convexe.

Exemple 8.8 Considérons l’ensemble de régions défini comme sur le dessin à côté.
Si nous considérons la zone en gris foncé Z, alors la clôture par régions Closureα(Z)

est dessinée en gris clair (et gris foncé) et n’est pas convexe, comme nous pouvons le
constater sur le dessin.

L’algorithme modifié est présenté comme étant l’algorithme 8.3.

Algorithme 8.3 Algorithme des zones modifié pour les automates temporisés avec mises à jour

Algorithme des zones modifié (A:UTA) {
Calculer α en utilisant U et C ;
Visités := ∅; (* Visités contient les états visités *)
Attente := {(q0,Closureα(Z0))};
Répéter

Prendre (q,Z) dans Attente et le Retirer;
Si q est final alors {Retourner «~Oui~»;}

sinon {S’il n’y a pas de (q,Z’)∈ Visités t.q. Z ⊆ Z’
alors {Visités := Visités ∪ {(q,

−→
Z )};

Successeur := {(q’,Closureα(Post(Z,e))) |
e transition de q à q’};

Attente := Attente ∪ Successeur;}}
Jusqu’à (Attente = ∅);
Retourner «~Non~»; }

La différence entre cet algorithme et l’algorithme 8.2 tient dans l’approximation qui est utilisée.
Bien entendu, l’algorithme que nous venons de décrire termine (si α est fixé, quand Z varie, il y
a un nombre fini de Closureα(Z) différents). Nous commençons par montrer la correction de cet
algorithme.
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Soit U un ensemble de mises à jour et C un ensemble de contraintes d’horloges. Soit α un uplet
définissant un ensemble de régions Rα comme dans la partie 8.2.1. Ceci implique en particulier
(voir la partie 3.3) que pour toute contrainte g de C, pour chaque mise à jour up de U , pour chaque
région R de Rα, pour chaque valuation v de R,{

R ⊆ g ou R ⊆ ¬g

up(v) ∩ R �= ∅ =⇒ ∀v′ ∈ [v]α, up(v′) ∩ R �= ∅
(8.1)

En outre, ceci assure que le problème du vide est décidable pour la classe Aut(C,U) (c’est le sujet
de toute la partie 3.3).

Proposition 8.9 L’Algorithme des zones modifié teste la vacuité de tous les automates tempori-
sés avec mises à jour appartenant à une classe décidable.

La preuve de cette proposition est faite en utilisant plusieurs résultats intermédiaires. Nous com-
mençons par le résultat suivant :

Lemme 8.10 Les deux conditions suivantes sont vérifiées :{
Closureα(g) = g si g ∈ C
up(Closureα(Z)) ⊆ Closureα(up(Z)) si Z zone et up ∈ U (8.2)

PREUVE : Soit g une contrainte dans C. Alors Closureα(g) =
⋃
{R ∈ Rα | R ∩ g �= ∅} = g car pour

chaque région R ∈ Rα, si R ∩ g �= ∅ alors R ⊆ g.

Nous montrons maintenant la deuxième condition, c’est-à-dire que pour toute zone Z, pour chaque
mise à jour up ∈ U ,

up(Closureα(Z)) ⊆ Closureα(up(Z)) (8.3)

Considérons une zone Z. Nous pouvons écrire Z comme une union finie
⋃

f Zi où il existe des ré-
gions Ri telles que Zi = Z∩Ri et Zi est non vide. Si nous arrivons à montrer que la condition (8.3)
est vraie pour chaque zone Zi, alors elle sera vraie aussi pour Z :

up(Closureα(Z)) = up(Closureα(∪fZi))

= up(∪fClosureα(Zi))

= ∪fup(Closureα(Zi))

⊆ ∪fClosureα(up(Zi)) si la condition (8.3) est vraie pour chaque Zi

⊆ Closureα(∪fup(Zi))

⊆ Closureα(up(∪fZi))

⊆ Closureα(up(Z))

Ainsi, il nous suffit de montrer la condition (8.3) pour les zones incluses dans une région de Rα.
Soit Z une zone incluse dans une région. Nous souhaitons montrer que

up(Closureα(Z)) ⊆ Closureα(up(Z))

Supposons qu’il existe une valuation v′ ∈ up(Closureα(Z)) \ Closureα(up(Z)). Il existe alors une
valuation v ∈ Closureα(Z) telle que v′ ∈ up(v). Ainsi, nous obtenons que up(v)∩ [v′]α �= ∅. Soit v0

dans Z, alors [v]α = [v0]α et, par hypothèse, up(v0) ∩ [v′]α �= ∅ et donc [v′]α ⊆ Closureα(up(Z)).
C’est une contradiction avec le fait que v′ �∈ Closureα(up(Z)). �

Nous montrons ensuite le lemme suivant :
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Lemme 8.11 Pour chaque zone Z,
−−−−−−−−→
Closureα(Z) ⊆ Closureα(

−→
Z ) et pour chaque contrainte d’horloges

g telle que Closureα(g) = g, g ∩ Closureα(Z) ⊆ Closureα(g ∩ Z).

PREUVE : Soit v0 ∈
−−−−−−−−→
Closureα(Z). Il existe une valuation v1 ∈ Closureα(Z) et un réel t ≥ 0 tels que

v0 = v1 + t. Par définition de Closureα, il existe une valuation v2 ∈ Z telle que [v1]α = [v2]α. Ainsi,
[v0]α est un successeur temporel de [v2]α : il existe v3 ∈ [v0]α et t′ ≥ 0 tels que v3 = v2 + t′. Ainsi,
v3 ∈ −→

Z et il s’ensuit que v0 ∈ Closureα(
−→
Z ) car [v3]α = [v0]α. Ainsi, nous obtenons la propriété que

nous souhaitions.

La deuxième propriété est vraie grâce à la relation Closureα(g) = g : prenons v0 ∈ g∩Closureα(Z).
Nous avons que [v0]α ⊆ g et qu’il existe v1 ∈ [v0]α ∩ Z. Nous obtenons que v1 ∈ g ∩ Z et donc que
v0 ∈ Closureα(g ∩ Z). �

En utilisant ces deux lemmes, nous pouvons maintenant montrer la proposition. Sous les condi-
tions (8.2), si e = (q, g, a, up, q′) est une transition, nous calculons :

Post(Closureα(Z), e) = up(g ∩
−−−−−−−−→
Closureα(Z))

⊆ up(g ∩ Closureα(
−→
Z )) par le lemme 8.11

⊆ up(Closureα(g ∩ −→
Z )) par le lemme 8.11

⊆ Closureα(up(g ∩ −→
Z )) par la condition (8.2)

⊆ Closureα(Post(Z, e))

En particulier, si Post(Z, e) est vide, Post(Closureα(Z), e) est vide (car Closureα(Z) est vide si et
seulement si Z est vide).

En fait, l’Algorithme des zones modifié calcule, pour une suite de transitions (ei)i=1...p consé-
cutives, la zone

Closureα(Post(Closureα(Post(Closureα(Post(. . . , ep−2)), ep−1)), ep)).

Utilisant de manière itérative la relation ci-dessus et le fait que Closureα est involutive, nous obte-
nons que :

Closureα(Post(Closureα(Post(. . . , ep−1)), ep)) ⊆ Closureα(Post(Post(. . . , ep−1), ep))

Nous obtenons alors, si R(〈q0, Z0〉) et MZA(〈q0, Z0〉) représentent respectivement l’ensemble
exact des états accessibles et l’ensemble des états calculés par l’Algorithme des zones modifié,

R(〈q0, Z0〉) ⊆ MZA(〈q0, Z0〉) ⊆ Closureα(R(〈q0, Z0〉))

Ainsi, MZA(〈q0, Z0〉) = ∅ ⇐⇒ R(〈q0, Z0〉) = ∅, et ceci conclut la preuve de la proposition. �

Pour chaque automate temporisé « décidable » A (c’est-à-dire appartenant à une sous-classe déci-
dable décrite dans la partie 8.2.1), nous pouvons tester le vide de L(A) en utilisant l’Algorithme
des zones modifié. Cependant, cet algorithme ne peut pas être implémenté facilement (car les
ensembles de valuations qui sont manipulés ne sont pas toujours convexes), mais sa correction
nous aidera à montrer celle de l’algorithme 8.2. Pour terminer la preuve, nous allons utiliser
quelques propriétés des DBMs.

8.3.2 Quelques propriétés des DBMs

Avant d’établir quelques propriétés des DBMs et des zones, nous nous attardons sur quelques
définitions.
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Règles syntaxiques de réécriture. Une règle élémentaire syntaxique de réécriture sur les DBMs du
coefficient (i0, j0) est une fonction ψ qui associe à chaque DBM M une DBM M ′ de la manière
suivante : supposons que M = (mi,j ;≺i,j)i,j . Alors M ′ = (m′

i,j ;≺′
i,j)i,j est telle que pour tous i, j,

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (mi,j ;≺i,j) si (i, j) �= (i0, j0).

Une règle générale syntaxique de réécriture sur les DBMs est une fonction ψ qui peut s’écrire comme
une composition

ψ = ψi0,j0 ◦ · · · ◦ ψil,jl

où ψih,jh
est une règle élémentaire syntaxique de réécriture du coefficient (ih, jh). Par exemple,

φβ , présenté dans la partie 8.2.4, est une règle générale syntaxique de réécriture.

Si Z est une zone et si ψ est une règle élémentaire ou générale syntaxique de réécriture sur les
DBMs, alors nous notons ψ(Z) la zone �ψ(φ(MZ))� où MZ est une DBM qui représente la zone Z.

Projections. Soit M = (mi,j ;≺i,j)i,j une DBM. Nous définissons sa projection, πi0,j0(M), sur le
plan (0, xi0 , xj0) (avec i0 < j0 et i0 �= 0) comme la restriction de M aux coefficients i0 et j0 :

πi0,j0(M) =

 m0,0 mi0,0 mj0,0

m0,i0 mi0,i0 mj0,i0

m0,j0 mi0,j0 mj0,j0


Nous définissons aussi la projection sur le plan (0, xi0 , xj0) des zones d’une manière géométrique
(nous considérons alors la zone comme un polyèdre) et nous notons aussi πi0,j0(Z) cette projection
de Z. Bien sûr, si M est une DBM, la relation suivante est vérifiée :

πi0,j0(�M�) = �πi0,j0(φ(M))�.
Applications. Nous allons maintenant établir plusieurs propriétés des DBMs qui seront très utiles
pour la fin de la preuve. Le lemme et le corollaire qui suivent ont pour but de rendre plus faciles
certains points de la preuve par le fait qu’il va être suffisant de montrer les résultats pour la
dimension 2.

Lemme 8.12 Soit ψ une règle élémentaire syntaxique de réécriture sur les DBMs (avec n horloges)
pour le coefficient (i, j). Soient Z et Z ′ des zones en dimension n . Supposons que :

πi,j(Z) ∩ ψ(πi,j(Z ′)) �= ∅ =⇒ πi,j(Z) ∩ πi,j(Z ′) �= ∅

Alors,
Z ∩ ψ(Z ′) �= ∅ =⇒ Z ∩ Z ′ �= ∅.

PREUVE : Nous définissons la zone Z ′′ = Z ∩ ψ(Z ′). Alors, Z ′′ ⊆ ψ(Z ′). Soit MZ′′ une DBM sous
forme normale qui représente la zone Z ′′. Si MZ′ est une DBM sous forme normale qui représente
la zone Z ′, alors

MZ′′ ≤ ψ(MZ′).

En projetant sur le plan (0, xi, xj), nous obtenons que :

πi,j(MZ′′) ≤ πi,j(ψ(MZ′)) = ψ(πi,j(MZ′)).

Par hypothèse, (πi,j(MZ′) est sous forme normale car MZ′ est sous forme normale),

πi,j(�MZ′′�) ∩ πi,j(�MZ′�) �= ∅.



Chapitre 8. Une approche algorithmique des automates temporisés avec mises à jour 173

Nous en déduisons que :
πi,j(Z ∩ ψ(Z ′)) ∩ πi,j(Z ′) �= ∅.

Soit v ∈ Z ∩ ψ(Z ′) une valuation telle que v|{i,j} ∈ πi,j(Z ∩ ψ(Z ′)) ∩ πi,j(Z ′). Comme ψ est une
règle élémentaire syntaxique de réécriture pour le coefficient (i, j), nous obtenons que

v ∈ Z ′ ⇐⇒ vi et vj vérifient la contrainte indexée par i et j.

Comme πi,j(v) est dans πi,j(Z ′), nous obtenons que v est dans Z ′. Le résultat s’en suit immédia-
tement. �

Corollaire 8.13 (Réduction à la dimension deux) Soit ψ une règle générale syntaxique de réécri-
ture sur les DBMs (avec n horloges). Supposons que pour tout 0 ≤ i, j ≤ n, pour toutes les zones Z et
Z ′,

πi,j(Z) ∩ ψ(πi,j(Z ′)) �= ∅ =⇒ πi,j(Z) ∩ πi,j(Z ′) �= ∅.

Alors, pour toutes les zones Z et Z ′,

Z ∩ ψ(Z ′) �= ∅ =⇒ Z ∩ Z ′ �= ∅.

PREUVE : ψ peut être décomposé en ψ = ψ1 ◦ · · · ◦ ψl où ψi est une règle élémentaire syntaxique
de réécriture pour un coefficient. Appliquant l fois le lemme 8.12, nous obtenons que :

Z ∩ ψ1 ◦ · · · ◦ ψl(Z ′) �= ∅ =⇒ Z ∩ ψ2 ◦ · · · ◦ ψl(Z ′) �= ∅

=⇒ Z ∩ ψ3 ◦ · · · ◦ ψl(Z ′) �= ∅

...

=⇒ Z ∩ ψl(Z ′) �= ∅

=⇒ Z ∩ Z ′ �= ∅.

Ceci conclut bien la preuve du corollaire. �

Nous appliquerons cette réduction dans les preuves qui suivent.

8.3.3 Application aux automates temporisés avec contraintes non diago-
nales

Soit A un automate temporisé avec contraintes non diagonales, décidable. Comme décrit dans la
partie 8.2.1, nous associons à A un ensemble de régions non diagonales Rα et un ensemble de
régions Rβ . Nous supposons que β = ((maxx)x∈X , (maxx,y)x,y∈X).

Proposition 8.14 Pour chaque zone Z, ce qui suit est vérifié :

Z ⊆ Approxβ(Z) ⊆ Closureα(Z).

PREUVE : Nous pouvons faire la preuve sur les DBMs et remarquer que si M est une DBM, alors
Approxβ(�M�) = �φβ(M)�. De plus, φβ est une règle générale syntaxique de réécriture, nous
pouvons donc utiliser la réduction proposée dans le corollaire 8.13 et supposer que nous sommes
dans un espace bidimensionnel. Il nous faudrait distinguer beaucoup de cas, mais il est suffisant
de présenter en détails un seul des cas, car tous les autres sont semblables.
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Nous supposons que
mi,0 ≤ maxi

mj,0 > maxj

m0,j > −maxj

et nous considérons la zone Z sur la
figure de droite.

zone Z

Approxβ(Z) \ Z

Closureα(Z) \ Approxβ(Z)

Il n’est pas difficile de montrer que Approxβ(Z) ⊆ Closureα(Z). Ceci reste vrai pour n’importe
quelle zone Z. �

Remarque : Nous pouvons remarquer
que si nous considérons Approxα au
lieu de Approxβ , la propriété précé-
dente n’est plus vraie. Il suffit par
exemple de regarder la figure à droite
pour s’en convaincre.

zone Z

Closureα(Z) \ Z

Approxα(Z) \ Closureα(Z)

L’algorithme 8.3 est correct vis-à-vis de l’accessibilité et la sur-approximation utilisée dans l’algo-
rithme 8.2 est plus fine que celle utilisée dans l’algorithme 8.3, ce qui peut se décrire par le schéma
suivant :

Z ⊆ Approxβ(Z) ⊆ Closureα(Z)
↑ ↑ ↑

Ensemble exact Algorithme 8.2 Algorithme 8.3

nous obtenons alors le théorème suivant :

Théorème 8.15 L’algorithme 8.2 est correct, vis-à-vis de l’accessibilité, pour la classe des automates
temporisés avec mises à jour et contraintes non diagonales.

8.3.4 Application aux automates temporisés avec mises à jour générales

La propriété « pour toute zone Z, Approxβ(Z) ⊆ Closureα(Z) » n’est pas toujours vraie pour les
ensembles de régions quelconques.

Par exemple, considérons l’ensemble
de régions dessiné sur la figure de
droite. La zone Z ne vérifie pas la pro-
priété Approxβ(Z) ⊆ Closureα(Z).

zone Z

Closureα(Z) \ Z

Approxβ(Z) \ Closureα(Z)

Au lieu de prouver cette propriété très forte, nous allons montrer que pour toute zone Z,

Approxβ

(
up(

−−−−−−−−→
Approxβ(Z) ∩ g)

)
⊆ Closureα

(
up(

−−−−−−−−→
Approxβ(Z) ∩ g)

)
(8.4)

ce qui sera la conséquence du fait que pour toute zone Z de Zβ ,

Approxβ(up(Z)) ⊆ Closureα(up(Z)) (8.5)

car si une zone Z est dans Zβ , alors
−→
Z est aussi dans Zβ et si deux zones Z1 et Z2 sont dans Zβ ,

alors Z1 ∩ Z2 est aussi dans Zβ .
Si nous montrons la condition (8.5), alors la condition (8.4) sera aussi vérifiée, et, utilisant le
fait que l’algorithme 8.3 est correct pour les automates temporisés décidables, nous obtiendrons
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que l’ensemble des états calculés par l’algorithme 8.2 est inclus dans l’ensemble des états que
l’algorithme 8.3 calcule, ce qui montre qu’aucun état de contrôle en trop n’est calculé.

Soit up une mise à jour comme décrite dans la partie 8.2.1 (cas général). Elle peut s’écrire comme
une conjonction

up =
∧

x∈Y

(x := yx) ∧
∧

x∈X\Y

(x :∼ cx).

L’image d’une zone par up peut donc être calculée en commençant par appliquer la mise à jour∧
x∈Y

(x := yx) (équivalente à la mise à jour
∧

x∈Y

(x := yx) ∧
∧

x∈X\Y

(x := x) )

et en appliquant ensuite successivement chaque mise à jour x :∼ cx (pour x ∈ X \ Y ).

Les deux lemmes suivants ont pour but de montrer la condition (8.5).

Lemme 8.16 Considérons la mise à jour up =
∧n

i=1(xi := xhi
) (X = {xi | i = 1 . . . n}) et supposons

que M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n est une DBM sous forme normale telle que �M� = �φβ(M)�. Si nous
définissons la DBM M ′ = (m′

i,j ;≺′
i,j)i,j=1...n par :

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (mhi,hj
;≺hi,hj

) pour tout i, j = 1 . . . n

alors M ’ est en forme normale, �M ′� = up(�M�) et �M ′� = �φβ(M ′)�.
En particulier, si Z est une zone telle que Z = Approxβ(Z), alors

up(Z) = Approxβ(up(Z)) ⊆ Closureα(up(Z)).

PREUVE : Supposons que r est un réel tel que −m′
hj ,hi

≺′
hj ,hi

r ≺′
hi,hj

m′
hi,hj

. Alors nous avons
que −mj,i ≺j,i r ≺i,j mi,j et comme M est sous forme normale, il existe v ∈ �M� telle que
vi − vj = r. Alors, v′ définie par up(v) vérifie v′

i − v′
j = r. Ceci implique que M ′ est sous forme

normale (aucune contrainte ne peut être resserrée).

Le deuxième point du lemme est très facile : �M ′� = up(�M�) par construction.

Nous allons maintenant montrer le dernier point du lemme, �M ′� = �φβ(M ′)�. Supposons donc
que �M ′� �= �φβ(M ′)� et prenons v′ ∈ �φβ(M ′)� \ �M ′�. Il y a une contrainte de M ′, disons celle
représentée dans M ′ par (m′

i,j ;≺i,j), qui n’est pas vérifiée par v′. Il existe donc des indices i �= j

tels que v′
|{i,j} �∈ πi,j(�M ′�) alors que v′

|{i,j} ∈ πi,j(�φβ(M ′)�). Comme{
πi,j(�M ′�) = �πi,j(M ′)� car M ′ est sous forme normale
πi,j(�φβ(M ′)�) ⊆ �φβ(πi,j(M ′))� car φβ est une règle de réécriture

alors �πi,j(M ′)� �= �φβ(πi,j(M ′))�. Comme hi �= hj (sinon xi = xj est la contrainte vérifiée
dans M ′), il y a une isométrie entre �πhi,hj

(M)� et �πi,j(M ′)�. Comme β est « symétrique »
en i/hi (par exemple, maxi,j = maxi = maxhi

= maxhi,hj
) et en j/hj , nous obtenons que

�πhi,hj
(M)� �= �φβ(πhi,hj

(M))� et donc πhi,hj
(�M�) �= πhi,hj

(�φβ(M)�). Ainsi, nous obtenons
que �M� �= �φβ(M)�, ce qui contredit nos hypothèses. Ceci conclut la preuve, �M ′� = �φβ(M ′)�.
�

Lemme 8.17 Considérons la mise à jour up = (xk :∼ c) où ∼ ∈ {<;≤; =} et considérons aussi
une DBM sous forme normale M = (mi,j ;≺i,j)i,j=1...n telle que �M� = �φβ(M)�. Supposons que
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M ′ = (m′
i,j ;≺′

i,j)i,j avec :

(m′
i,j ;≺′

i,j) = (mi,j ;≺i,j) si i, j �= k

(m′
k,0;≺′

k,0) =
{

(c;≤) si ∼∈ {≤; =}
(c;<) si ∼∈ {<}

(m′
0,k;≺′

0,k) =
{

(−c;≤) si ∼∈ {=}
(0;≤) si ∼∈ {<;≤}

(m′
k,i;≺′

k,i) = (m′
k,0;≺′

k,0) + (m0,i;≺0,i) si i �= k

(m′
i,k;≺′

i,k) = (mi,0;≺i,0) + (m′
0,k;≺′

0,k) si i �= k

Alors M ′ est en forme normale, �M ′� = up(�M�) et �φβ(M ′)� ⊆ Closureα(�M ′�).
Ainsi, si Z est une zone telle que Z = Approxβ(Z), alors φβ(up(Z)) ⊆ Closureα(up(Z)).

PREUVE : Soit r un réel tel que −m′
j,i ≺′

j,i r ≺′
i,j m′

i,j . Nous distinguons plusieurs cas :

– Si i et j sont tous les deux différents de k, alors il existe une valuation v ∈ �M� (M est sous
forme normale) telle que vi − vj = r. Toute valuation v′ ∈ up(v) vérifie v′

i − v′
j = r.

– Si i = k et j = 0, alors le réel r vérifie r ∼ c. Donc, si nous prenons la valuation v ∈ �M�,
v′ = [vk ← r]v est dans �M ′�.
Le cas où i = 0 et j = k est identique.

– Si i = k et j �= 0, k, nous pouvons trouver r′ ∼ c tel que −m0,j ≺0,j r′ − r ≺j,0 mj,0 (par
construction de M ′). Il existe une valuation v ∈ �M� telle que vj = r′ − r. Alors la valuation v′

définie par v′
k = r′, v′

j = r′ − r et pour tout i �= j, k, v′
i = vi. La valuation v′ est dans up(v).

Le cas i �= 0, k et j = k est identique.
Nous déduisons de ceci que M ′ est sous forme normale et il est facile de voir que �M ′� = up(�M�).
Nous pouvons montrer que �φβ(M ′)� ⊆ Closureα(M ′). Nous supposons qu’il existe une région R

de Rβ (c’est donc une sous-région de Rα) telle que R ∩ Closureα(M ′) = ∅ et R ⊆ �φβ(M ′)�. Il
existe une contrainte de R (indexée par i, j) qui est plus grande que la contrainte de Closureα(M ′).
Nous obtenons donc

πi,j(R) ∩ πi,j(Closureα(M ′)) = ∅

=

πi,j(R) ∩ Closureα(πi,j(M ′))

En outre, comme R ⊆ �φβ(M ′)�, nous en déduisons que πi,j(R) ⊆ �φβ(πi,j(M ′))�.
Nous obtenons alors une contradiction : la zone �πi,j(M ′)�
est incluse dans la zone grisée de la figure de gauche et
la condition (♦gen) présentée dans la partie 8.2.1 à la
page 163 implique qu’il n’est pas possible d’avoir en même
temps l’inclusion πi,j(R) ⊆ �φβ(πi,j(M ′))� et πi,j(R) ∩
Closureα(πi,j(M ′)) = ∅ si R est une région de Rβ

�

Appliquant tout d’abord le lemme 8.16 puis plusieurs fois le lemme 8.17, nous obtenons la condi-
tion (8.5), c’est-à-dire que pour toute zone Z de Zα, Approxβ(up(Z)) ⊆ Closureα(up(Z)). Comme
nous le disions au début de cette partie, ceci implique que l’algorithme 8.2 est correct pour les
automates temporisés décidables :

Théorème 8.18 L’algorithme 8.2 est correct (vis-à-vis de l’accessibilité) pour les automates tempori-
sés décidables (avec des contraintes générales).
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Comme un important corollaire de ce théorème, nous obtenons la correction de l’algorithme 8.1
pour les automates temporisés classiques (voir la partie 8.2.3 pour une explication).

Corollaire 8.19 (Application aux automates temporisés (classiques)) L’algorithme 8.1 est cor-
rect (vis-à-vis de l’accessibilité) pour les automates temporisés classiques.

Ce résultat montre que l’algorithme utilisé dans des outils tels que UPPAAL et KRONOS est cor-
rect, ce dont personne ne doutait bien que, à notre connaissance, aucune preuve correcte ne soit
publiée.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donc proposé un algorithme d’analyse en avant qui permet de décider
de la vacuité des automates temporisés avec mises à jour décidables. De plus, nous avons donné
une description précise d’une implémentation possible de notre algorithme en utilisant les DBMs,
la même structure de données que celle utilisée dans les outils UPPAAL ou KRONOS. Le travail qu’il
reste à faire pour implémenter n’est donc plus très important car nous avons décrit avec précision
les différentes étapes de calculs de notre algorithme. Il faut bien remarquer que notre algorithme
apparaît réellement comme une extension de l’algorithme des zones implémenté dans UPPAAL et
KRONOS pour les automates temporisés classiques et sa complexité n’est pas plus importante.

Ce travail est donc le dernier maillon de notre étude sur les automates temporisés avec mises à
jour. Il fait le lien entre le travail théorique qui a été fait sur le sujet (voir la partie 3), décidabilité
et expressivité, et un outil qui permettrait de traiter ces mises à jour.

Dans le futur, ceci facilitera la modélisation des systèmes temporisés en autorisant l’utilisation de
mises à jour. Comme nous venons de le voir, la vérification de ces modèles ne nécessite pas une
première étape consistant à transformer les automates temporisés avec mises à jour en automates
temporisés classiques, ce qui est très positif car la transformation que nous avons présentée au
chapitre 3 souffre d’une explosion combinatoire.

Une conséquence (assez importante) de notre résultat est la correction de l’algorithme des zones
pour automates temporisés classiques, implémenté dans UPPAAL et KRONOS, mais dont nous
n’avons trouvé aucune preuve complète dans la littérature.
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Chapitre 9

Les automates de test

Ce chapitre provient des articles [ABBL98] et [ABBL02].

Comme nous l’avons dit dans le chapitre précédent, les propriétés d’accessibilité sont les plus
simples à vérifier et il y a des algorithmes assez efficaces pour les vérifier. Par exemple, dans
l’outil UPPAAL présenté brièvement à la page 155, l’algorithme implémenté est essentiellement
un algorithme d’accessibilité. En pratique, il peut arriver que nous ayons à vérifier des propriétés
autres que de l’accessibilité. Il est alors relativement naturel d’essayer de ramener la vérification
de ces propriétés un peu plus « élaborées » à de la vérification de propriétés d’accessibilité via une
réduction adéquate. La réduction que nous nous proposons d’étudier est la suivante. Étant donnée
une propriété φ, nous construisons un « observateur », appelé automate de test et noté Tφ. Cet
automate vérifie alors que si A est un automate temporisé,

A vérifie φ ⇐⇒ A ‖ Tφ ne permet pas d’atteindre un état rejetant de Tφ

Ainsi, pour tester si A vérifie φ, il suffit de pouvoir tester l’accessibilité de certains états du système
formé de la mise en parallèle de l’automate A avec l’observateur Tφ. Cette réduction a été utilisée
pour traiter des études de cas [KP95, BGK+96, JLS96].

Il est alors naturel de se poser la question de savoir quelles sont les propriétés pouvant être vé-
rifiées de cette manière. Dans ce chapitre, nous définissons un fragment d’un langage proche de
Lν (voir page 147) et nous proposons un algorithme qui permet de construire, de manière syn-
taxique, pour chaque formule φ de notre langage, un automate de test Tφ comme décrit ci-dessus.
Nous montrons alors que ce fragment de langage logique caractérise complètement l’ensemble des
propriétés dont la vérification peut se réduire à un test d’accessibilité dans le sens défini ci-dessus.

Nous considérons tout d’abord le langage de propriétés SBLL qui permet d’exprimer des propriétés
de sûreté et de vivacité bornée pour les systèmes temporisés. Nous montrons que SBLL est testable,
dans le sens où des automates de test peuvent être construits pour chaque propriété de SBLL.
Cependant, SBLL n’est pas un langage expressivement complet vis-à-vis des automates de test, dans
le sens où il ne permet pas d’exprimer toutes les propriétés qui peuvent être vérifiées via les
automates de test. Nous présentons alors une extension de SBLL, appelée L∀S , qui caractérise la
limite précise de l’approche du model-checking par les automates de test. Plus précisément, nous
montrons que :
– toute propriété ψ de L∀S est testable, dans le sens où il existe un automate de test Tψ tel que

tout automate temporisé S satisfait ψ si et seulement si S ‖ Tψ ne permet pas d’atteindre un
état rejetant de Tψ,
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– tout automate de test T peut s’exprimer dans L∀S , dans le sens où il existe une formule ψT de
L∀S telle que, pour chaque automate temporisé S, le système S ‖ T ne permet pas d’atteindre
un état rejetant de T si et seulement si S satisfait ψT .

Ce chapitre est organisé de la façon suivante : après avoir présenté les spécificités du modèle à
la UPPAAL que nous allons considérer (partie 9.1), légèrement différent de celui d’Alur et Dill,
nous définissons la notion d’automates de test et nous décrivons comment ils peuvent être utilisés
pour vérifier des propriétés (partie 9.2). Nous présentons ensuite les langages de propriétés SBLL
et L∀S et nous prouvons leur testabilité (partie 9.3). Dans la partie 9.4, nous montrons que le
langage de propriétés L∀S est complet vis-à-vis des automates de test.

9.1 Le modèle à la UPPAAL

Nous commençons par quelques définitions provenant des spécificités du modèle utilisé dans UP-
PAAL [LPY97].

9.1.1 Systèmes de transitions temporisés avec urgence

Pour reprendre les notations classiques utilisées dans les articles traitant d’UPPAAL, nous noterons
Act l’ensemble des actions. Celui-ci sera décomposé en deux ensembles disjoints, un ensemble
classique d’actions Σ et un ensemble d’actions urgentes Σu. Nous supposerons que Act est doté
d’une fonction · : Act → Act telle que pour tout a ∈ Act, a = a. En outre, nous imposons que
a ∈ Σ ⇐⇒ a ∈ Σ pour toute action a ∈ Act (remarquons que comme Σ et Σu sont disjoints,
cela est vrai aussi pour Σu). Nous noterons τ l’action silencieuse (ou action interne) au lieu de ε et
nous poserons Actτ = Act ∪ {τ}.

Soit T = (S,Γ, s0,−→) un système de transitions temporisé où Γ = Actτ ∪ {ε(d) | d ∈ T} comme
présenté à la définition 3.34, page 69. Ce système de transitions est dit avec urgence si les deux
hypothèses suivantes sont vérifiées :
– PERSISTANCE EN AVANT DES ACTIONS URGENTES : pour tous s, s′, s′′ ∈ S, a ∈ Σu et d ∈ R+, si

s
ε(d)−−−→ s′ et s

a−−→ s′′, alors il existe s ∈ S tel que s′
a−−→ s

– PERSISTANCE EN ARRIÈRE DES ACTIONS URGENTES : pour tous s, s′, s′′ ∈ S, a ∈ Σu et d ∈ R+, si

s
ε(d)−−−→ s′ et s′

a−−→ s′′, alors il existe s ∈ S tel que s
a−−→ s

Dans toute la suite de ce chapitre, nous considérerons uniquement ces systèmes de transitions
temporisés « avec urgence ».

Nous noterons s
α−−→ pour représenter le fait qu’il existe un état s′ tel que s

α−−→ s′, et s � α−−→ s’il
n’existe pas d’état s′ tel que s

α−−→ s′.

Soit T = (S,Γ, s0,−→) un système de transitions temporisé avec urgence. Nous définissons de
nouvelles relations de transitions, paramétrées par un ensemble d’actions urgentes S :

s
µ−→S s′ ssi s

µ−−→ s′ pour tout µ ∈ Actτ

s
ε(d)−→S s′ ssi s

ε(d)−−−→ s′ et ∀d′ ∈ [0, d[, (s
ε(d′)−−−−→ sd′ =⇒ ∀a ∈ S, sd′ � a−−→)

s
a=⇒S s′ ssi s

a=⇒ s′1

s
ε(d)
=⇒S s′ ssi il existe une exécution d’attente2

s = s0
α1−→S s1

α2−→S . . .
αn−→S sn = s′ (n ≥ 0) où

d =
∑

{di | αi = ε(di)}
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Intuitivement, s
ε(d)−→S s′ est vrai si s peut attendre d unités de temps sans qu’aucune action de

S ne devienne possible. Remarquons que comme S ne contient que des actions urgentes, les
hypothèses de persistance des actions urgentes entraînent que soit d = 0, soit s � a−−→, pour tout

a ∈ S. De manière similaire, s
ε(d)
=⇒S s′ est vrai s’il existe une exécution d’attente de durée d à

partir de l’état s pour laquelle les transitions d’attente de durée positive ont seulement lieu dans
des états où aucune action urgente de S n’est permise.

Exemple 9.1 Considérons un système de transitions temporisé dont les états sont s et s′. Les transitions

d’actions sont s
a−−→ s, avec a une action urgente, et s

τ−−→ s′. Les transitions d’attente sont s
ε(d)−−−→ s et

s′
ε(d)−−−→ s′ pour chaque d ∈ R+. Alors, pour chaque d ∈ R+, l’état s permet l’exécution d’attente suivante :

s
τ−−→ s′

ε(d)−−−→{a} s′. Ainsi, s
ε(d)
=⇒{a} s′ pour chaque d ∈ R+.

Remarquons que, comme dans l’exemple ci-dessus, une exécution d’attente permettant de faire

s
ε(d)
=⇒S s′ peut traverser des états à partir desquelles des actions de S pourraient être faites, mais

au niveau de ces états, aucune attente n’est autorisée.

Nous définissons définir un opérateur qui permet de restreindre l’ensemble des actions qui peuvent
être effectuées.

Définition 9.2 Soit T = (S,Γ, s0,−→) un système de transitions temporisé et soit L ⊆ Act un
ensemble d’actions. La restriction de T par rapport à L est le système de transitions temporisé

T \L = (S\L,Γ, s0\L,�)

où S\L = {s\L | s ∈ S} et la relation de transitions� est définie par les trois règles suivantes :

(1) s
τ−→s′

s\L τ�s′\L (2) s
ε(d)−−−→s′

s\Lε(d)� s′\L

(3) s
a−→s′

s\L a�s′\L a, a �∈ L

où s, s′ sont des états de T ,
L ⊆ Act, a ∈ Act, et d ∈ R+.

Tableau 9.1: Règles définissant la relation de transition� dans T \L

Définition 9.3 Soient Ti = (Si,Γ, s0
i ,−→i) (i ∈ {1, 2}) deux systèmes de transitions temporisés. La

composition parallèle de T1 et T2 est le système de transitions temporisé

T1 ‖ T2 = (S1 × S2,Γ, (s0
1, s

0
2),−→)

où la relation de transitions −→ est définie par les règles présentées dans le tableau 9.2.

Un couple (s1, s2) sera noté par la suite s1 ‖ s2.

2La relation a
=⇒S a été définie à la page 69 et est définie par s

a
=⇒ s′ ⇐⇒ ∃s′′, s

ε−−→∗
s′′ a−−→ s′.

2Rappelons (voir page 69) qu’une exécution d’attente est une suite de transitions s0
α1−−−→ s1

α2−−−→ s2 . . .
αn−−−→ sn

telle que n ≥ 0, pour tout 1 ≤ i ≤ n, αi = ε ou bien αi = ε(di) pour un certain di ∈ T.
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(1)
s1

µ−→1s
′
1

s1‖s2

µ−→s′1‖s2

(2)
s2

µ−→2s
′
2

s1‖s2

µ−→s1‖s′2

(3)
s1

a−→1s
′
1 s2

a−→2s
′
2

s1‖s2

τ−→s′1‖s′2

(4)
s1

ε(d)−−−→1s
′
1 s2

ε(d)−−−→2s
′
2

s1‖s2

ε(d)−−−→s′1‖s′2

d = 0 ou ∀a ∈ Σu.

¬(s1
a−−→1 ∧ s2

a−−→2)

où si, s
′
i sont des état de Ti (i ∈ {1, 2}),

µ ∈ Actτ , a, a ∈ Act et d ∈ R+.

Tableau 9.2: Règles définissant la relation de transitions −→ dans T1 ‖ T2

La définition de l’opérateur ‖ force les systèmes de transitions que nous composons à se synchro-
niser sur les attentes, avec la particularité qu’il n’est possible d’attendre que si aucune synchroni-
sation entre actions urgentes n’est possible (voir la règle (4) du tableau 9.2). La composition pa-
rallèle que nous venons de définir correspond exactement à l’opérateur de composition parallèle
utilisé dans UPPAAL et est très fortement similaire à la composition parallèle de TCCS [Yi90, Yi91]
— la seule différence résidant dans le fait que dans TCCS, toutes les actions sont urgentes.

Le résultat suivant est classique.

Proposition 9.4 La classe des systèmes de transitions temporisés avec urgence est close par les opéra-
tions de composition parallèle et de restriction.

9.1.2 Automates temporisés à la UPPAAL

La notion d’automates temporisés que nous utilisons est une variamte du modèle original proposé
par Alur et Dill et présenté au chapitre 2. Les automates que nous considérons n’ont ni états finals,
ni états répétés car, dans ce chapitre, nous serons plus intéressés par les comportements que par
les langages reconnus.

Définition 9.5 Un automate temporisé à la UPPAAL est un 5-uplet A = (Q,X,Actτ , q0, T ) où Q est
un ensemble fini d’états, q0 est l’état initial, X est un ensemble fini d’horloges et T ⊆ Q × C(X) ×
Actτ × 2X × Q est un ensemble de transitions. En outre, nous imposons la contrainte suivante :

– URGENCE : si (q, g, µ, r, q′) ∈ T et µ ∈ Σu, alors g est une tautologie, i.e. g représente la
contrainte Vrai.

Exemple 9.6 L’automate temporisé à la UPPAAL dessiné sur la figure 9.3 a cinq états étiquetés de q0 à q4, il
a une horloge x, des actions a ∈ Σu et b ∈ Σ, et quatre transitions. La transition de l’état q1 à l’état q2, par
exemple, est contrainte par x ≥ 0, étiquetée par l’action urgente a et remet à zéro l’horloge x. Remarquons
que les contraintes des transitions étiquetées par une action urgente sont bien des tautologies.

Comme c’est le cas pour les automates temporisés classiques (voir la partie 3.4.1 à la page 70),
la sémantique d’un automate temporisé à la UPPAAL A est donnée par un système de transitions
temporisé TA = (S,Γ, s0,−→), où S = {(q, v) | q ∈ Q et v ∈ TX} est l’ensemble des états de A,
s0 = (q0,0) est l’état initial (0 est la valuation qui associe à chaque horloge zéro) et −→ est la
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relation de transitions définie comme suit :

(q, v)
µ−−→ (q′, v′) ssi ∃e = (q, g, µ, r, q′) ∈ T. g(v) ∧ v′ = [r ← 0]v

(q, v)
ε(d)−−−→ (q′, v′) ssi q = q′ et v′ = v + d

où µ ∈ Actτ et d ∈ T.

q0

q1 q4

q2 q3

x = 0
τ

x ≥ 0
a

x := 0

x ≥ 0
a

x = 0
b

Figure 9.3: Automate temporisé A (a ∈ Σu et b ∈ Σ)

Exemple 9.7 Ce qui suit est une suite valide de transitions pour l’automate temporisé de la figure 9.3, où le
nombre entre accolades correspond à la valeur de l’horloge x :

(q0, {0}) τ−−→ (q1, {0})
ε(3.14)−−−−−→ (q1, {3.14}) a−−→ (q2, {0}).

Proposition 9.8 Soit A un automate temporisé à la UPPAAL. Alors TA est un système de transitions
temporisé avec urgence.

Cette proposition est très facile à montrer, nous ne détaillons pas la preuve.

9.2 Les automates de test

Comme nous l’avons déjà dit, nous souhaitons donner une caractérisation complète de la classe
de propriétés dont la vérification peut se réduire à de l’analyse d’accessibilité. Dans cette partie,
nous commençons donc par définir de quelle manière la vérification de ces propriétés peut être
transformée en de l’analyse d’accessibilité. De manière informelle, nous mettons en parallèle un
automate (ou un réseau d’automates) avec un automate de test. Nous testons alors l’accessibilité
d’un ou plusieurs états de cette mise en parallèle et nous disons que l’automate initial (ou le réseau
d’automates initial) rate le test de l’automate de test si un état cadre rejetant peut être atteint dans
la mise en parallèle. Dans la cas contraire, nous dirons que l’automate passe le test.

9.2.1 Que signifie « Tester » ?

Nous commençons par donner la définition d’un automate de test puis décrire comment un tel
automate interagit avec les automates ou les réseaux d’automates que nous souhaitons vérifier.
Nous pourrons alors définir ce que signifie « passer le test » ou bien « rater le test ».
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Définition 9.9 Un automate de test est un 7-uplet T = (N,X,X0,Actτ , n0, NT , E)3 où le 5-uplet
(N,X, Actτ , n0, E) représente un automate temporisé à la UPPAAL. L’ensemble d’états NT est appelé
l’ensemble des états rejetants. L’ensemble X0 ⊆ X est l’ensemble des horloges qui sont initialisées à
zéro lors de toute exécution impliquant T .

La sémantique d’un automate de test est définie de la même façon que celle d’un automate tem-
porisé à la UPPAAL, c’est-à-dire via le système de transitions associé.

Intuitivement, un automate de test interagit avec un automate temporisé ou un réseau d’automates
temporisés ou bien plus généralement avec un système de transitions temporisé en communiquant
avec lui. En général, l’état initial de l’automate de test qui convient pour tester une propriété
donnée dépendra de cette propriété. Par exemple, il est raisonnable d’attendre que l’automate
de test pour une propriété du type « la valeur de l’horloge x est égale à la valeur de l’horloge
y » va avoir x et y parmi ses horloges et que leurs valeurs courantes vont être données, sans
réinitialisation, par l’environnement que nous cherchons à tester.

C’est la raison pour laquelle nous allons autoriser plusieurs états initiaux pour les automates de
test et nous associons à chaque automate de test un ensemble d’horloges privées, l’ensemble X0.
Ces horloges appartiennent à l’automate de test et sont remises à zéro à chaque entrée dans
l’automate. Une valuation initiale pour T est une valuation de l’ensemble d’horloges X qui associe
à toute horloge de X0 la valeur 0. Un état initial de T est donc un couple (n0, v0) où v0 est une
valuation initiale de T .

Étant donné un état initial pour un automate de test, la dynamique de l’interaction entre l’auto-
mate de test et le système testé est décrite par la composition parallèle, restreinte aux actions de
Act, des systèmes de transitions temporisés associés à l’automate de test et du système temporisé
que nous testons.

Nous définissons maintenant précisément la notion de succès et d’échec pour un test.

Définition 9.10 Soient T un système de transitions temporisé et T un automate de test.

– Un état n de T est dit accessible à partir d’un état (s1 ‖ s2) de (T ‖ TT ) si et seulement s’il existe
un état s′1 de T et une valuation v des horloges de T tels que l’état (s′1 ‖ (n, v)) soit accessible à
partir de (s1 ‖ s2) dans (T ‖ TT ).

– Un état s de T ne passe pas le test T à partir de l’état initial (n0, u0) si et seulement si un état
rejetant de T est accessible dans (T ‖ TT ) à partir de l’état (s ‖ (n0, u0)).

Sinon, nous disons que s passe le test T de l’état initial (n0, u0).

Dans le reste de ce chapitre, les systèmes de transitions temporisés que nous considérerons seront
souvent des systèmes de transitions provenant des automates temporisés. Dans ce cas, nous nous
autoriserons à noter (A ‖ T ) au lieu de (TA ‖ TT ). L’état initial de T dont nous partirons sera
toujours indiqué clairement.

Exemple 9.11 Considérons l’automate temporisé A de l’exemple 9.6 (figure 9.3) et l’automate de test Tb

(b �∈ Σu) de la figure 9.4(b), où nous étiquetons la flèche arrivant dans l’état initial n0 de Tb par la remise
à zéro k := 0 pour dénoter le fait que l’horloge k est contenue dans X0 (cette convention sera utilisée tout
au long du chapitre). L’état rejetant nT de l’automate de test est accessible de l’état initial de (A ‖ Tb). En
effet, comme b n’est pas une action urgente, il est possible de laisser s’écouler le temps alors que les deux
automates sont dans leurs états initiaux. Ceci permet alors à l’automate Tb de faire l’action interne τ à partir
de l’état n0 de Tb : l’état nT est bien accessible. Dans ce cas, nous disons que A ne passe pas le test Tb.

3Nous notons l’ensemble des états de l’automate de test N au lieu de Q pour bien distinguer les automates de test des
autres automates représentant les systèmes que nous étudions.
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Si nous testons A en utilisant l’automate Ta (a ∈ Σu) au lieu de Tb (figure 9.4(a)), alors, A et Ta doivent
se synchroniser sur a et, comme a est une action urgente, il n’est pas possible d’attendre avant la synchroni-
sation. Nous en déduisons alors que l’état rejetant nT de Ta n’est pas accessible et donc que A passe le test
représenté par Ta.

n0

n1 nT

a

k > 0
τ

k := 0

(a) Automate de test Ta (a ∈ Σu)

n0

n1 nT

b

k > 0
τ

k := 0

(b) Automate de test Tb (b 	∈ Σu)

Figure 9.4: Les automates de test Ta et Tb

9.2.2 Comment tester des propriétés ?

Nous venons de voir comment il est possible de réaliser des tests sur les systèmes de transitions
temporisés. Nous aimerions maintenant utiliser ces automates de test pour déterminer si, étant
donné un ensemble de propriétés L, un état d’un système de transitions satisfait une formule de
L ou pas. Comme il a déjà été remarqué, cette approche du model-checking n’est pas juste une
curiosité théorique, mais c’est le moyen de savoir quelles sont les propriétés qu’il est possible de
tester en utilisant seulement de l’accessibilité (comme il est d’usage dans UPPAAL).

Définition 9.12 (Propriétés que nous pouvons tester) Soient L un ensemble de propriétés, ϕ une
formule de L, et T = (N,X,X0,Actτ , n0, NT , E) un automate de test.

– Pour chaque état s d’un système de transitions temporisé T et pour chaque valuation u d’un en-
semble d’horloges adéquats4 contenant X, nous disons que (s, u) passe le test T si et seulement
si aucun état rejetant de T n’est accessible à partir de l’état (s ‖ (n0, [X0 ← 0](u � X)))5 dans
(T ‖ TT ).

– Nous disons que l’automate de test T teste la formule ϕ (et que la formule ϕ est testable) si pour
chaque système de transitions T , pour chaque état s de T et pour chaque valuation u d’au moins
les horloges de T ,

(s, u) |= ϕ si et seulement si (s, u) passe le test T (9.1)

Si la condition (9.1) n’est vérifiée que pour les systèmes de transitions provenant d’automates tem-
porisés, nous disons que l’automate de test T teste la formule ϕ (et que ϕ est testable) pour les
automates temporisés.
Un ensemble de propriétés est testable si toute propriété de cet ensemble est testable.

Nous obtenons immédiatement la propriété suivante :

4Nous disons que l’ensemble d’horloges est adéquat car il va dépendre du langage L que nous allons considérer, comme
nous le verrons plus loin.

5La notation u � X a été définie à la page 29 et représente la restriction de la valuation u à l’ensemble d’horloges X.



186 Chapitre 9. Les automates de test

Proposition 9.13 Soit L un ensemble de propriétés. Si L est testable alors pour tout système de
transitions temporisé T , pour tout état s de T , pour toute valuation u, et pour toute propriété ϕ ∈ L,

(s, u) |= ϕ si et seulement si ∀s′. s
τ−→∗

s′ =⇒ (s′, u) |= ϕ

PREUVE : Il nous suffit de montrer l’implication « seulement si » de l’équivalence. Supposons que
(s, u) |= ϕ mais qu’il existe un état s′ tel que s

τ−→∗
s′ et (s′, u) �|= ϕ. Comme L est testable, un

état rejetant de Tϕ (Tϕ est l’automate de test pour la formule ϕ) est accessible à partir de l’état
(s′ ‖ (n0, [X0 → 0](u � X))) (n0 est l’état initial de Tϕ) dans (T ‖ TTϕ

). Ainsi, un état rejetant est
aussi accessible à partir de l’état (s ‖ (n0, [X0 → 0](u � X))). Comme L est testable, cela contredit
notre hypothèse que (s, u) |= ϕ. �

9.3 Les langages de propriétés

Dans ce qui suit, nous considérons un langage de propriétés (c’est-à-dire un ensemble de pro-
priétés) adapté à la spécification de propriétés de sûreté et de vivacité bornée pour les systèmes
de transitions temporisés. Ce langage de propriétés est un fragment de la logique Lν présentée
dans [LLW95] (cf la partie 7.1.2) qui prend en outre en compte les actions urgentes et non ur-
gentes.

Dans un souci de clarté, nous commençons par présenter un premier candidat naturel pour notre
langage de propriétés, appelé SBLL, et nous montrons que cet ensemble est testable (cf les par-
ties 9.3.1 et 9.3.2). Nous montrons ensuite que le formalisme des automates de test est strictement
plus expressif que SBLL (partie 9.3.3). Le langage de propriétés L∀S , dont nous montrerons la
complétude dans la partie 9.4, est alors introduit dans la partie 9.3.4. Son expressivité est étudiée
dans les parties 9.3.5 et 9.3.6. Enfin, la testabilité de L∀S est prouvée dans la partie 9.3.7.

Dans toute cette partie, nous dirons langage pour langage de propriétés.

9.3.1 Le langage SBLL

Convention. Dans ce qui suit, nous supposerons que les horloges utilisées dans les automates de
test proviennent d’un ensemble fixé et dénombrable XT alors que les horloges des autres auto-
mates proviennent d’un autre ensemble fixé et dénombrable XA, disjoint de XT .

Définition 9.14 (Le langage SBLL) Soit K un ensemble infini dénombrable d’horloges, disjoint de
XA et incluant XT . Nous notons fail une action non contenue dans Actτ . Le langage SBLL sur
l’ensemble K est engendré par la grammaire suivante :

ϕ ::= ff | ϕ1 ∧ ϕ2 | g ∨ ϕ | ∀∀ϕ | [a]ϕ |
〈a〉tt (a ∈ Σu) | x in ϕ | Z | max(Z,ϕ)

g ::= x ∼ p | x − y ∼ p

où a ∈ Act ∪ {fail}, x, y ∈ K, p ∈ N, ∼∈ {<,>,=}, Z est une variable et max(Z,ϕ) représente la
solution maximale de l’équation Z = ϕ.

Une formule récursive close du langage SBLL est une formule dans laquelle chaque occurrence
d’une variable Z apparaît sous un opérateur max(Z,ϕ). Étant donnée une formule non close, une
variable qui n’est pas sous un opérateur max est dite libre. Nous utilisons la notation SBLL− pour
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représenter l’ensemble des formules récursives closes de SBLL qui ne contiennent pas d’occur-
rences du type 〈a〉tt. Nous notons aussi clocks(ϕ) l’ensemble des horloges apparaissant dans la
formule ϕ.

Reprenant ce qui a été fait dans [LLW95], les formules récursives closes de SBLL sont interprétées
sur les couples de la forme (s, u), où s est un état d’un système de transitions temporisé et u est
une valuation des horloges de K.

Nous définissons alors la relation de satisfaction pour SBLL comme étant la plus grande relation,
notée |=, qui satisfait les implications du tableau 9.5.

(s, u) |= ff =⇒ Faux

(s, u) |= ϕ1 ∧ ϕ2 =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, u) |= ϕ1 et (s′, u) |= ϕ2

(s, u) |= g ∨ ϕ =⇒ g(u) ou ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, u) |= ϕ

(s, u) |= [a]ϕ =⇒ ∀s′. s
a=⇒ s′ implique (s′, u) |= ϕ

(s, u) |= 〈a〉tt (a ∈ Σu) =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique s′
a−−→ s′′ pour un s′′

(s, u) |= ∀∀ϕ =⇒ ∀d ∈ R+ ∀s′. s
ε(d)
=⇒ s′ implique (s′, u + d) |= ϕ

(s, u) |= x in ϕ =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, [x ← 0]u) |= ϕ

(s, u) |= max(Z,ϕ) =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, u) |= ϕ{max(Z,ϕ)/Z}

Tableau 9.5: Relation de satisfaction pour SBLL

Notons que cette interprétation est légèrement différente de celle de SBLL définie dans [LLW95]
ne correspond pas à ce que nous voulons faire (grossièrement, l’interprétation de nos formules
doit être « close par les actions internes »).

9.3.2 Tester SBLL

Notre but est d’utiliser le langage que nous venons juste de définir comme langage de spécifica-
tion et de réduire son model-checking à un test d’accessibilité. Dans ce but, nous définissons une
procédure de « compilation » qui va permettre de calculer un automate de test à partir des for-
mules que nous voulons tester. Par le biais de cette procédure de compilation, nous automatisons
la génération d’automates de test à partir de nos spécifications logiques, phase qui pourrait être
difficile à réaliser sans cette procédure.

L’un de nos résultats importants est que le langage SBLL est testable (voir la définition 9.12). Plus
précisément, nous avons le théorème suivant :

Théorème 9.15 Pour chaque formule close ϕ de SBLL−, il existe un automate de test Tϕ, sur l’en-
semble d’horloges {k} ∪ clocks(ϕ), où k est une horloge n’apparaissant pas dans clocks(ϕ), qui teste
la formule ϕ.

Pour chaque formule close ϕ de SBLL, il existe un automate de test Tϕ, sur l’ensemble d’horloges
{k} ∪ clocks(ϕ), où k est une horloge n’apparaissant pas dans clocks(ϕ), qui teste la formule ϕ pour
les automates temporisés.

La construction de l’automate Tϕ se fait par induction sur la structure de la formule ϕ. Les dif-
férents cas sont représentés de manière schématique sur la figure 9.6. La preuve complète de
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τ
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τ
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Figure 9.6: Automates de test pour les sous-formules de SBLL
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correction de ces constructions, longue et un peu fastidieuse, est proposée dans l’annexe A de ce
chapitre, à la page 207.

Il est maintenant naturel de se demander si chaque propriété ϕ qui est testable de cette manière
peut être exprimée par une formule du langage SBLL. Cela nous amène à nous demander si
chaque automate de test T peut s’exprimer dans le langage SBLL, dans le sens où il existe une
formule ψT dans SBLL telle que chaque automate temporisé A passe le test T si et seulement
si A satisfait ψT . En effet, si nous avions la réponse à cette question, alors nous obtiendrions
une caractérisation complète de l’ensemble des propriétés que nous pouvons vérifier grâce aux
automates de test.

9.3.3 SBLL n’est pas suffisant !

Nous commençons par montrer que les automates de test ont un pouvoir d’expression plus impor-
tant que le langage de spécification SBLL. Par exemple, considérons l’automate de test T dessiné
sur la figure 9.7 (a est supposée être une action urgente).

n3

k = 0
τ

n2

b

n0 τ

k := 0

n1

a

k := 0

Figure 9.7: Un automate de test, T , qui ne peut pas être exprimé dans SBLL (a ∈ Σu)

Nous verrons bientôt (cf la preuve du théorème 9.26) qu’il y a deux automates temporisés qui
vérifient les mêmes propriétés de SBLL, mais qui se comportent différemment en présence de
l’automate de test T . En particulier, l’un de ces automates passe le test T , alors que l’autre ne le
passe pas. Ceci montre que la propriété testée par l’automate de la figure 9.7 ne peut pas s’exprimer
dans le langage SBLL. Intuitivement, la propriété qui est testée par l’automate T exprime le fait
que, en attendant sans pouvoir faire une action a, un état ne peut permettre que d’aller dans un
état où l’action b ne peut pas être effectuée.

Proposition 9.16 Soit s un état d’un système de transitions temporisé T Alors s passe le test de la

figure 9.7 si et seulement si, pour tout état s′ de T et pour tout réel d ∈ R+, s
ε(d)
=⇒{a} s′ implique

s′ � b=⇒.

PREUVE : Nous montrons les deux implications séparément.
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– IMPLICATION « SEULEMENT SI » : Nous montrons la contraposée. À cette fin, nous supposons

qu’il existe un état s′ et une attente d ∈ R+ tels que s
ε(d)
=⇒{a} s′ et s′

b=⇒. Nous montrons que s′

ne passe pas le test T .
Tout d’abord, notons que dans (T ‖ TT ), nous avons

(s‖(n0, [k ← 0]))
ε(d)
=⇒ (s′‖(n0, [k ← d]))

car s
ε(d)
=⇒{a} s′ et (n0, [k ← 0])

ε(d)−−−→ (n0, [k ← d]). En utilisant l’hypothèse que s′
b=⇒ s′′ pour

un état s′′, nous pouvons maintenant compléter l’exécution précédente de la manière suivante :

(s′ ‖ (n0, [k ← d])) τ−−→ (s′ ‖ (n2, [k ← 0]))
τ=⇒ (s′′ ‖ (n3, [k ← 0]))
τ−−→ (s′′ ‖ (nT , [k ← 0])).

Ainsi, l’état rejetant de T est accessible, et s ne passe pas le test T .
– IMPLICATION « SI » : De nouveau, nous montrons la contraposée. À cette fin, supposons que s

ne passe pas le test T . Nous montrons qu’il existe un état s′ et une attente d ∈ R+ tels que

s
ε(d)
=⇒{a} s′ et s′

b=⇒.
Comme s ne passe pas le test T , il existe dans (T ‖ TT ) une exécution de la forme

(s ‖ (n0, [k ← 0])) −→∗ (s′′ ‖ (nT , [k → d′])) (9.2)

pour un état s′′ et une attente d′ ∈ R+. Considérons un tel chemin de longueur minimale. Il
n’est pas difficile de voir que la dernière transition d’une telle exécution doit être de la forme

(s2‖(n3, [k ← 0])) τ−−→ (s2‖(nT , [k ← 0]))

pour un état s2. Il s’ensuit que d′ = 0. Ainsi, (9.2) a la forme

(s‖(n0, [k ← 0])) −→∗ (s1‖(n0, [k ← d]))
τ−−→ (s1‖(n2, [k ← 0]))

−→∗ (s2‖(n3, [k ← 0]))
τ−−→ (s2‖(nT , [k ← 0]))

pour un d ∈ R+ et un état s1. Le fragment initial de cette exécution

(s‖(n0, [k ← 0])) −→∗ (s1‖(n0, [k ← d]))

peut juste être constitué de délais synchronisés de somme d, et de τ -transitions provenant du
membre de gauche de la composition parallèle. Comme a est urgente et (n0, [k → d′′]) ā−−→,
pour un d′′ ∈ R+, aucune action a n’est autorisée à partir de s durant cette exécution d’attente.

Il s’ensuit que s
ε(d)
=⇒{a} s1. Comme la transition étiquetée par b à partir de l’état n2 ne remet pas

à zéro l’horloge k, l’exécution

(s1‖(n2, [k ← 0])) −→∗ (s2‖(n3, [k ← 0]))

provient d’une synchronisation de s1
b=⇒ s2 avec (n2, [k ← 0]) b−→ (n3, [k ← 0]). Nous pouvons

alors en déduire que s
ε(d)
=⇒{a} s1

b=⇒ s2, ce que nous voulions montrer.
La preuve est maintenant complète. �
Le type d’automate de test dessiné à la figure 9.7 suggère un enrichissement du langage SBLL,
dans lequel l’opérateur ∀∀ serait paramétré par un ensemble d’actions urgentes. Les éléments de cet
ensemble d’actions urgentes ne peuvent pas être autorisés au niveau d’un état d’attente. Comme
nous allons le voir dans la suite (théorème 9.38), cette simple extension de SBLL va permettre
d’obtenir un langage complet pour le test via les automates de test.
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9.3.4 Un enrichissement de SBLL, le langage L∀S

Le langage que nous allons étudier est une extension de SBLL. Il est très proche de la logique
modale Lν présentée dans [LLW95] et utilisée ensuite dans [LL95]. La complexité du model-
checking de ces langages a été étudiée dans [AL99, AL02] et Lν est utilisé comme langage de
spécification dans l’outil CMC [LL98] (nous avons rappelé tous ces faits dans le chapitre 7).

Rappelons que XT représente un ensemble d’horloges d’où proviennent toutes les horloges des au-
tomates de test alors que XA (disjoint de XT ) représente un ensemble d’horloges d’où proviennent
toutes les horloges des automates temporisés qui vont être testés.

Définition 9.17 Soit K un ensemble infini dénombrable d’horloges, disjoint de XA et incluant XT .
Nous utilisons fail pour représenter une action non contenue dans Actτ . L’ensemble L∀S des formules
sur K est engendré par la grammaire suivante :

ϕ ::= ff | ϕ1 ∧ ϕ2 | g ∨ ϕ | ∀∀Sϕ | [a]ϕ |
〈a〉tt (a ∈ Σu) | x in ϕ | Z | max(Z,ϕ)

g ::= x ∼ p | x − y ∼ p

où S ⊆ Σu, a ∈ Act ∪ {fail}, x, y ∈ K, p ∈ N, ∼∈ {<,>,=}, Z est une variable et max(Z,ϕ)
représente la solution maximale de l’équation Z = ϕ. Nous utilisons L−

∀S pour représenter l’ensemble
des formules de L∀S qui ne contiennent pas d’occurrence de 〈a〉tt.

Comme pour SBLL, nous définissons une formule récursive close de L∀S comme étant une formule
dans laquelle toute variable Z apparaît sous un opérateur max(Z,ϕ). Dans le reste de ce chapitre,
chaque formule sera close, à moins que le contraire soit précisé. Comme pour SBLL, nous notons
clocks(ϕ) l’ensemble des horloges apparaissant dans la formule ϕ. Une horloge x est libre dans la
formule φ s’il y a une occurrence de x dans φ qui n’est pas sous un opérateur x in ϕ. Une formule
est close pour les horloges si elle n’a pas d’horloges libres.

Étant donné un système de transitions temporisé T = (S,Γ, s0,−→), nous interprétons les for-
mules closes de L∀S sur des couples de la forme (s, u) où s est un état de T et u est une valuation
des horloges de K. La relation de satisfaction |= est la plus grande relation satisfaisant les im-
plications de la table 9.8. Une relation satisfaisant ces implications est appelée une relation de
satisfaisabilité.

(s, u) |= ff =⇒ Faux

(s, u) |= ϕ1 ∧ ϕ2 =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, u) |= ϕ1 et (s′, u) |= ϕ2

(s, u) |= g ∨ ϕ =⇒ g(u) ou ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, u) |= ϕ

(s, u) |= [a]ϕ =⇒ ∀s′. s
a=⇒ s′ implique (s′, u) |= ϕ

(s, u) |= 〈a〉tt (a ∈ Σu) =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique s′
a−−→ s′′ pour un s′′

(s, u) |= ∀∀Sϕ =⇒ ∀d ∈ R+ ∀s′. s
ε(d)
=⇒S s′ implique (s′, u + d) |= ϕ

(s, u) |= x in ϕ =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, [x ← 0]u) |= ϕ

(s, u) |= max(Z,ϕ) =⇒ ∀s′. s
τ−→∗

s′ implique (s′, u) |= ϕ{max(Z,ϕ)/Z}

Tableau 9.8: Relation de satisfaction pour L∀S
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De la théorie générale des points fixes [Tar55, Ace94], il vient que |= est l’union de toutes les
relations de satisfaisabilité et que, pour |=, les implications ( =⇒ ) sont en fait des équivalences
( ⇐⇒ ).

Nous disons que T satisfait ϕ, ce que nous écrivons T |= ϕ, si (s0,K ← 0) |= ϕ. Dans la suite,
pour un automate temporisé A, nous écrirons A |= ϕ à la place de TA |= ϕ.

Remarque : Comme fail n’appartient pas à Act, tout état d’un système de transitions temporisé
satisfait les formules de la forme [fail]φ. Le rôle joué par ces formules deviendra plus clair dans
la partie 9.4.

Le lemme suivant établit une propriété de base de la relation de satisfaction.

Lemme 9.18 Si u et v sont deux valuations qui assignent aux horloges libres d’une formule ϕ la
même valeur, alors pour tout état s d’un système de transitions temporisé,

(s, u) |= ϕ implique (s, v) |= ϕ

PREUVE : Soit u une valuation. La relation Ru définie par :

Ru
def= {((s, v), ϕ) | (s, u) |= ϕ et u, v assignent la même valeur aux horloges libres de ϕ}

est une relation de satisfaisabilité. La vérification facile de ce fait n’est pas détaillée ici. �

Si la formule φ est close pour les horloges, alors la véracité de (s, u) |= φ est indépendante de la
valuation u (lemme 9.18). Dans ce cas, nous écrirons souvent simplement s |= φ à la place de
(s, u) |= φ. Il est aussi évident que la véracité de (s, u) |= φ dépend uniquement de la restriction
de u à l’ensemble des horloges apparaissant dans ϕ. Ainsi, dans les preuves, nous écrirons souvent
(s, u � clocks(ϕ)) |= ϕ à la place de (s, u) |= ϕ.

La relation de satisfaction est close par la relation de transition τ−−→∗
, dans le sens de la proposition

suivante.

Proposition 9.19 Soit T = (S,Γ, s0,−→) un système de transitions temporisé. Alors, pour tout
s ∈ S, pour tout ϕ ∈ L∀S et pour toute valuation u des horloges de K, (s, u) |= ϕ si et seulement si
pour tout s′ tel que s

τ−−→∗
s′, (s′, u) |= ϕ.

PREUVE : La seule chose à vérifier est que, si (s, u) |= ϕ et s
τ−−→∗

s′, alors (s′, u) |= ϕ. Dans ce but,
il est suffisant de montrer que la relation R définie par :

R def= {((s, u), ϕ) | ∃t. (t, u) |= ϕ et t
τ−−→∗

s} ∪ |=

est une relation de satisfaisabilité. La vérification assez aisée n’est pas détaillée. �

Cette proposition recoupe ce qui était demandé dans la proposition 9.13. Notre définition de
la relation de satisfaction est quelque peu différente de celle communément présentée dans la
littérature. Par exemple, nous pourrions nous attendre à ce que la formule 〈a〉tt soit interprétée
de la manière suivante :

(s, u) |= 〈a〉tt implique s
a=⇒ s′ pour un certain s′. (9.3)

Rappelons cependant que le but de ce travail est de proposer un langage de spécification pour
les automates temporisés pour lequel le model-checking peut être réduit à un test d’accessibilité.
Ayant ce but en tête, une proposition raisonnable pour un automate de test pour la formule 〈a〉tt,
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interprétée de manière standard comme en (9.3), est l’automate dessiné sur la figure 9.4(a). Ce-
pendant, il n’est pas difficile de voir qu’un tel automate pourrait être emmené jusqu’à son état
rejetant nT par une interaction avec l’automate temporisé de la figure 9.9 (représentant le proces-
sus TCCS a + τ). Ceci est dû au fait que, à cause de la définition de la composition parallèle, un
automate de test ne peut pas empêcher le système testé d’effectuer des actions internes menant à
un état à partir duquel aucune action a n’est possible.

a

τ

Figure 9.9: Automate temporisé associé au processus TCCS a + τ

9.3.5 Propriétés de base de L∀S

Définition 9.20 Soit E un ensemble de systèmes de transitions temporisés.
– Deux formules φ et ψ de L∀S sont dites équivalentes vis-à-vis de E si et seulement si pour tout état

s d’un système de transitions temporisé de E et pour toute valuation w des horloges des formules,

(s, w) |= φ ⇐⇒ (s, w) |= ψ.

– Soient L et L′ deux sous-ensembles de L∀S . Nous disons que L est au moins aussi expressif que
L′ vis-à-vis de E si et seulement si pour toute formule φ de L′, il existe une formule ψ de L qui est
équivalente à φ vis-à-vis de E .

– Si L est au moins aussi expressif que L′ vis-à-vis de E , et s’il y a au moins une formule φ dans L

qui n’est équivalente à aucune formule de L′ vis-à-vis de E , alors nous disons que L est strictement
plus expressif que L′ vis-à-vis de E .

– Les langages L et L′ sont dits expressivement équivalents vis-à-vis de E si et seulement si L est au
moins aussi expressif que L vis-à-vis de E , et vice versa.

Dans la suite, nous distinguons en particulier deux ensembles de systèmes de transitions tempori-
sés :
– l’ensemble de tous les systèmes de transitions temporisés, que nous noterons STT et
– l’ensemble des systèmes de transitions temporisés provenant des automates temporisés, que

nous noterons STTaut.

Comme, pour tout automate temporisé A, la structure TA est un système de transitions temporisé
(proposition 9.8), il vient que si deux formules sont équivalentes vis-à-vis de STT, alors alors elles
sont aussi équivalentes vis-à-vis de STTaut. Nous verrons un peu plus tard que la réciproque n’est
pas vraie.

Le lemme suivant, dont nous ne développons pas la preuve, rassemble tous les résultats de base
sur l’équivalence entre formules, certains de ces résultats seront utiles pour les preuves de la
partie 9.4.

Lemme 9.21

1. Pour chaque formule ϕ et pour toutes les horloges x, y, la formule x in (y in ϕ) est équivalente
à y in (x in ϕ) vis-à-vis de STT.
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2. Pour chaque formule ϕ et pour chaque ensemble d’actions urgentes S, la formule ∀∀Sϕ est équi-
valente à ∀∀S∀∀Sϕ vis-à-vis de STT.

3. Pour toutes les formules ϕ, φ et pour toute action a, la formule [a](ϕ ∧ φ) est équivalente à
([a]ϕ) ∧ ([a]φ) vis-à-vis de STT.

Notation. La première équivalence de ce lemme nous permet d’écrire pour chaque ensemble
d’horloges {y1, . . . , yn} et pour chaque formule ϕ, {y1, . . . , yn} in ϕ comme « raccourci » pour
y1 in (y2 in · · · (yn in ϕ) · · · ). Si n = 0, alors, par convention, ∅ in ϕ est équivalent à ϕ. Nous
écrivons aussi g à la place de g ∨ ff, et tt pour x ≥ 0. Quand φ est une contrainte d’horloges sur K

et ψ ∈ L∀S , nous utilisons φ =⇒ ψ pour ¬φ ∨ ψ, où ¬φ remplace une contrainte représentant la
négation de φ.

Exemple 9.22 Considérons l’automate temporisé de la figure 9.10, où a est une action urgente.

t0

t1

t2 s0

s1

s2

x < 1
τ

a

1 ≤ x ≤ 2
τ

x > 1
τ

b

Figure 9.10: Un patron d’automate temporisé (a ∈ Σu)

Nous allons prouver que :

1. (t0, [x ← 0]) |= ∀∀{a}[b]ff, mais

2. (s0, [x ← 0]) �|= ∀∀{a}[b]ff.

Nous commençons par montrer que (t0, [x ← 0]) satisfait la formule ∀∀{a}[b]ff. À cette fin, supposons que

(t0, [x ← 0])
ε(d)
=⇒{a} t pour un état t donné. Nous allons voir que t � b

=⇒ en examinant les formes possibles
que peut prendre t. Nous distinguons deux cas, dépendant de si d est strictement plus petit que 1, ou pas.
– Supposons que d < 1. Alors soit t = (t0, [x → d]), soit t = (t1, [x → d]). Dans les deux cas, comme d < 1,

la transition étiquetée par τ qui part de t1 ne peut pas être prise. Nous en déduisons que t � b
=⇒.

– Supposons que d ≥ 1. Nous allons montrer que t peut seulement être (t0, [x → d]) — ce qui impliquera le
résultat voulu car, comme d ≥ 1, aucune action ne peut être faite à partir d’un tel état. Pour voir que c’est

bien le cas, remarquons tout d’abord que (t0, [x ← 0])
ε(d)
=⇒{a} (t0, [x → d]) car la seule transition sortante

de t0 est étiquetée par τ . En outre, comme d ≥ 1, toute transition de la forme (t0, [x ← 0])
ε(d)
=⇒{a} t qui
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quitte l’état t0 doit avoir le préfixe suivant pour un 0 ≤ d′ < 1 :

(t0, [x ← 0])
ε(d′)−→{a} (t0, [x → d′]) τ−−→ (t1, [x → d′])

Comme (t1, [x → d′]) a−−→ et d′ < 1, le délai nécessaire pour pouvoir prendre la transition étiquetée par τ

qui sort de t1 ne peut pas être attendu sans pouvoir effectuer une action a. Nous en concluons donc que,

comme annoncé, aucune transition de la forme (t0, [x ← 0])
ε(d)
=⇒{a} t avec d ≥ 1 ne peut quitter l’état t0.

D’un autre côté, (s0, [x ← 0]) �|= ∀∀{a}[b]ff. En fait, par exemple,

(s0, [x ← 0])
ε(1.1)
=⇒ {a} (s1, [x → 1.1])

b−→

L’exemple ci-dessus est d’un intérêt particulier car, comme nous le verrons bientôt, chaque pro-
priété que nous pourrons exprimer dans SBLL qui est satisfaite par l’état (t0, [x ← 0]), l’est aussi
par l’état (s0, [x ← 0]).

9.3.6 Résultats d’expressivité pour L∀S et L−
∀S

Dans cette partie, nous étudions le pouvoir d’expression relatif des langages introduits précédem-
ment. Nous commençons par voir que les langages L∀S et L−

∀S sont expressivement équivalents
vis-à-vis de STTaut, mais que L∀S est strictement plus expressif que L−

∀S vis-à-vis de STT. Nous
verrons par la suite que la propriété 〈a〉tt ne peut pas être vérifiée par les automates de test.

Théorème 9.23 Les langages L∀S et L−
∀S sont expressivement équivalents vis-à-vis de STTaut, mais

L∀S est strictement plus expressif que L−
∀S vis-à-vis de STT.

Comme L−
∀S est un sous-langage de L∀S , il est clair que chaque propriété qui peut être exprimée

dans L−
∀S peut aussi l’être dans L∀S . Nous montrons maintenant que l’inverse est vraie si nous

nous restreignons aux STTaut. Comme la seule différence réside dans la formule 〈a〉tt (a ∈ Σu),
il est suffisant de montrer que cette formule peut être codée dans L−

∀S (si nous nous restreignons
aux STTaut). C’est ce qu’exprime le résultat suivant :

Lemme 9.24

1. Soient s un état d’un système de transitions temporisé, et w une valuation quelconque. Suppo-
sons que (s, w) |= 〈a〉tt. Alors (s, w) |= x in ∀∀{a}(x = 0).

2. Soient (q, u) un état d’un automate temporisé, et w une valuation quelconque. Supposons que
((q, u), w) |= x in ∀∀{a}(x = 0). Alors ((q, u), w) |= 〈a〉tt.

Ainsi, la formule 〈a〉tt (a ∈ Σu) est équivalente à x in ∀∀{a}(x = 0) vis-à-vis de STT.

PREUVE : L’équivalence des formules 〈a〉tt et x in ∀∀{a}(x = 0) vis-à-vis de STTaut est une consé-
quence immédiate des points 1 et 2 du lemme. Nous les montrons maintenant séparément.

1. Soient s un état d’un système de transitions temporisé, et w une valuation pour les horloges
de formule. Supposons que (s, w) |= 〈a〉tt. Nous montrons que (s, w) |= x in ∀∀{a}(x = 0). À
cette fin, supposons que

s
τ−−→∗

s′
ε(d)
=⇒{a} s′′.

Nous souhaitons montrer que (s′′, [x → d](w + d)) |= x = 0, i.e., que d = 0.

Tout d’abord, remarquons que (s′, w) |= 〈a〉tt car (s, w) |= 〈a〉tt et s
τ−−→∗

s′ (proposi-

tion 9.19). Une induction simple sur la longueur de la dérivation s′
ε(d)
=⇒{a} s′′ prouve que

d = 0, ce que nous voulions montrer.
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2. Nous montrons la propriété contraposée. À cette fin, supposons que, pour un état d’un auto-
mate temporisé (q, u) et une valuation w des horloges de formules, ((q, u), w) �|= 〈a〉tt. Nous
montrons que ((q, u), w) �|= x in ∀∀{a}(x = 0).

Comme ((q, u), w) �|= 〈a〉tt, il existe un état (q′, u′) tel que (q, u) τ−−→∗
(q′, u′) � a−−→. Nous

montrons que ((q′, u′), [x → 0]w) �|= ∀∀{a}(x = 0). À cette fin, il est suffisant de trouver un

réel positif d tel que (q′, u′)
ε(d)−→{a} (q′, u′ +d). Comme (q′, u′) � a−−→ et comme a est une action

urgente, l’hypothèse de persistance en arrière des actions urgentes (voir la définition du
début de la partie 9.1.1) entraîne que (q′, u′ +d) � a−−→ pour chaque d ≥ 0. Ainsi, par exemple,

nous avons que (q′, u′)
ε(1)−→{a} (q′, u′ + 1). Comme ((q′, u′ + 1), [x → 1]w) �|= x = 0, nous

avons montré ce que nous voulions.

La preuve du lemme est maintenant complète. �

En utilisant le lemme 9.24, il n’est maintenant pas difficile de montrer que le langage L−
∀S est

au moins aussi expressif que L∀S vis-à-vis de STTaut. En fait, chaque formule de L∀S peut être
transformée en une formule équivalente de L−

∀S simplement en remplaçant chaque occurrence
d’une formule de la forme 〈a〉tt par x in ∀∀{a}(x = 0). Nous en déduisons alors que L∀S et L−

∀S sont
équivalents vis-à-vis de STTaut.

Notons que le lemme 9.24(2) n’est plus valable pour des systèmes de transitions temporisés arbi-
traires. Considérons par exemple le système de transitions avec un seul état, s, et une seule tran-

sition d’attente s
ε(0)−−−→ s. Alors pour chaque valuation w des horloges, (s, w) |= x in ∀∀{a}(x = 0).

Par ailleurs, s n’autorise pas de transition étiquetée par a, et donc (s, w) �|= 〈a〉tt. Il est facile de
vérifier que l’état s ne peut pas correspondre à un état d’un automate temporisé. Ainsi, le codage
de la propriété 〈a〉tt dans L−

∀S proposée juste avant n’est plus valable ici. Nous allons maintenant
voir qu’il n’y a aucune formule de L−

∀S équivalente à 〈a〉tt vis-à-vis de STT et donc que le langage
L∀S est strictement plus expressif que L−

∀S vis-à-vis de STT. Dans ce but, nous exhibons deux états
s et t d’un système de transitions temporisé avec la propriété suivante :
– pour chaque valuation w des horloges, (t, w) satisfait 〈a〉tt, mais (s, w) ne la satisfait pas,
– pour chaque valuation w des horloges, l’ensemble des formules de L−

∀S qui sont satisfaites par
(t, w) est inclus dans celui des formules satisfaites par (s, w).

Ces deux propriétés assurent qu’il n’y a pas de formule dans L−
∀S équivalente à 〈a〉tt vis-à-vis de

STT.

Considérons les états s et t d’un système de transitions temporisé défini par :

s
ε(0)−−−→ s

t
ε(0)−−−→ t

t
a−−→ t

Évidemment, indépendamment de la valuation w pour les horloges, les couples (t, w) satisfont
〈a〉tt, mais, comme nous l’avons remarqué ci-dessus, (s, w) ne satisfait pas cette formule. D’un
autre côté, chaque formule de L−

∀S qui est satisfaite par (t, w) l’est aussi par (s, w).

Lemme 9.25 Pour chaque formule ϕ ∈ L−
∀S et pour chaque valuation w des horloges, si (t, w) |= ϕ,

alors (s, w) |= ϕ.

PREUVE : Il est suffisant de montrer que la relation

R def= {((s, w), ϕ) | ϕ ∈ L−
∀S et (t, w) |= ϕ}
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est une relation de satisfaisabilité. Nous ne détaillons pas ce résultat et nous présentons unique-
ment le cas ϕ ≡ ∀∀Sφ.

Supposons que ((s, w),∀∀Sφ) ∈ R, et que s
ε(d)
=⇒S s′ pour un réel positif d et un état s′. Nous

souhaitons montrer que ((s′, w +d), φ) ∈ R. À cette fin, remarquons tout d’abord que d = 0 et que

s′ = s. De plus, t autorise la transition t
ε(0)−→S t que a soit dans S ou pas. Comme (t, w) |= ∀∀Sφ,

nous montrons que (t, w) |= φ. Finalement, par la définition de R, il vient que ((s, w), φ) ∈ R, ce
que nous voulions montrer. �

À la lumière du lemme 9.25 et de toutes les considérations précédentes, nous obtenons finalement
que L∀S est strictement plus expressif que L−

∀S vis-à-vis de STT, et ceci complète la preuve du
théorème 9.23.

Nous allons maintenant comparer l’expressivité des langages SBLL et L−
∀S . Nous allons montrer

que SBLL est strictement moins expressif que L−
∀S vis-à-vis de STT, et a fortiori vis-à-vis de STTaut.

La différence entre le langage présenté dans la définition 9.17 et celui présenté dans la défini-
tion 9.14 réside dans le fait que, contrairement à SBLL, L∀S a un opérateur de délai universel
paramétré par un ensemble d’actions urgentes S. En effet, le langage SBLL est juste le sous-
langage de L∀S dans lequel les seules occurrences de ∀∀S autorisées sont celles pour lesquelles
S = ∅. Nous allons maintenant montrer que l’utilisation de ∀∀S pour des ensembles arbitraires
d’actions urgentes S accroît l’expressivité. C’est ce qu’exprime le résultat suivant :

Théorème 9.26 Le langage L−
∀S est strictement plus expressif que SBLL vis-à-vis de STTaut.

Pour établir ce résultat, nous montrons que

1. chaque formule de SBLL est équivalente à une formule de L−
∀S (vis-à-vis de STTaut) et que

2. il y a une formule dans L−
∀S qui n’est équivalente à aucune formule de SBLL vis-à-vis de

STTaut.

La première des conditions peut être obtenue directement car il y a une inclusion syntaxique de
SBLL dans L∀S qui envoie chaque occurrence de ∀∀ sur ∀∀∅, et chaque occurrence de 〈a〉tt sur la
formule x in ∀∀{a}(x = 0). À la lumière du lemme 9.24, tout ceci préserve clairement la sémantique

des formules car les transitions
ε(d)
=⇒ et

ε(d)
=⇒∅ coïncident.

Pour établir la deuxième condition, il est suffisant d’exhiber deux automates temporisés A et B,
ainsi qu’une formule φ de L−

∀S tels que

– chaque formule de SBLL qui est satisfaite par A est aussi satisfaite par B, et
– A satisfait φ, mais B ne satisfait pas φ.

Soient A et B des automates temporisés dont les états initiaux sont (t0, [x ← 0]) et (s0, [x ← 0])
de la figure 9.10, respectivement. Prenons φ ≡ ∀∀{a}[b]ff. Nous avons déjà vu que A satisfait φ,
mais que B ne satisfait pas φ (voir l’exemple 9.22 page 194), et donc que le comportement de ces
deux automates peut être différencié en utilisant une propriété de L−

∀S . Nous allons maintenant
montrer que chaque formule de SBLL qui est satisfaite par A est aussi satisfaite par B. C’est ce
qu’exprime le résultat suivant :

Lemme 9.27 Soient t0 et s0 comme à la figure 9.10. Alors, pour toute formule ϕ ∈ SBLL et pour
toute valuation v pour les horloges de K,

((t0, [x → 0]), v) |= ϕ implique ((s0, [x → 0]), v) |= ϕ.
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PREUVE : Nous allons montrer que la relation R définie par :

R def= {(((s0, [x → d]), v), ϕ) | ((t0, [x → d]), v) |= ϕ, ϕ ∈ SBLL et d < 1} ∪ |=

est une relation de satisfaisabilité. En effet, la seule chose intéressante qu’il faut tester est que
les implications définissant |= sont vérifiées par les paires (((s0, [x → d]), v), ϕ) lorsque d < 1 et
((t0, [x → d]), v) |= ϕ. Nous le faisons par une analyse de cas sur la forme de ϕ et nous allons
uniquement présenter les détails de la preuve pour le cas où ϕ ≡ ∀∀φ. Pour les autres cas, nous
remarquons juste que :
– le cas ϕ ≡ [c]φ est trivial car, comme d < 1, il n’y a pas de transition sortant de l’état (s0, [x → d]),
– le cas ϕ ≡ 〈c〉tt est évident aussi car (t0, [x → d]) �|= 〈c〉tt,
Comme annoncé, nous présentons maintenant les détails du cas que nous avons sélectionné.

Cas ϕ ≡ ∀∀φ. Supposons que (s0, [x → d])
ε(d′)
=⇒ (s, [x → d′′]) pour d′, d′′ ∈ R+ et un état s.

Nous montrons que (((s, [x → d′′]), v + d′), φ) ∈ R en distinguant trois cas dépendant du fait que
d + d′ < 1, ou bien d + d′ = 1, ou bien d + d′ > 1.

➜ Cas d + d′ < 1 . Dans ce cas, nous montrons que s0 = s et d′′ = d + d′. Comme (t0, [x →
d])

ε(d′)−−−−→ (t0, [x → d + d′]) et ((t0, [x → d]), v) |= ∀∀φ, il s’ensuit que

((t0, [x → d + d′]), v + d′) |= φ.

Utilisant la définition de la relation R, nous obtenons maintenant immédiatement ce que nous
voulions, à savoir que s0 = s et d′′ = d + d′.

➜ Cas d + d′ = 1. Dans ce cas, nous montrons que s0 = s et d′′ = d + d′. Comme d < 1 et
d + d′ = 1, nous obtenons que

(t0, [x → d]) τ−−→ (t1, [x → d])
ε(d′)−−−−→ (t1, [x → d + d′]) τ−−→ (s0, [x → d + d′]).

Comme ((t0, [x → d]), v) |= ∀∀φ, il vient que ((s0, [x → d + d′]), v + d′) |= φ, et nous avons fini
car |= est incluse dans R.

➜ Cas d + d′ > 1. Dans ce cas, (s, [x → d′′]) peut prendre l’une des deux formes suivantes :

1. (s, [x → d′′]) = (s0, [x → d + d′]),

2. (s, [x → d′′]) = (s1, [x → d + d′]).

Dans le premier cas, en raisonnant comme ci-dessus, nous pouvons montrer que (((s0, [x →
d + d′]), v + d′), φ) est contenu dans R. Dans le second cas, comme d < 1 et d + d′ > 1, nous
pouvons montrer que

(t0, [x → d])
ε(d′)
=⇒ (s1, [x → d + d′]).

Comme ((t0, [x → d]), v) |= ∀∀φ, il s’ensuit que ((s1, [x → d + d′]), v + d′) satisfait φ. L’inclusion
de |= dans R termine la preuve.

Les cas restants de la preuve sont identiques et ne sont pas détaillés. �

L’analyse ci-dessus montre que la propriété ∀∀{a}[b]ff ne peut pas être exprimée dans SBLL (lorsque
nous nous restreignons aux STTaut). Supposons que, en fait, il y ait une formule φ dans SBLL équi-
valente à ∀∀{a}[b]ff vis-à-vis de STTaut. Alors A satisfait φ, mais B ne satisfait pas φ (exemple 9.22).
Cependant, cela contredit le lemme 9.27. Ainsi, aucune formule de SBLL n’est équivalente à
∀∀{a}[b]ff vis-à-vis de STTaut. Ceci termine la preuve du théorème 9.26.
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9.3.7 Tester L−
∀S

Dans la partie 9.3.2, nous avons vu comment nous pouvions tester le langage SBLL. Nous souhai-
tons maintenant étendre notre résultat au langage L−

∀S .

Théorème 9.28 Pour chaque formule close ϕ de L−
∀S , il existe un automate de test Tϕ, sur l’ensemble

d’horloges {k} ∪ clocks(ϕ), où k n’apparaît pas dans clocks(ϕ), qui teste ϕ.

PREUVE : Il nous suffit de compléter la preuve du théorème 9.15 en considérant le nouvel opéra-
teur ∀∀Sϕ. La preuve pour SBLL était basée sur une induction structurelle sur les formules (qui ne
sont pas nécessairement closes). Nous supposons donc que nous pouvons construire un automate
de test pour la formule ϕ et nous voulons construire un automate de test pour la formule ∀∀Sϕ.
Considérons l’automate de test T∀∀Sϕ dessiné sur la figure 9.11.

nT

n1

n0 τ

k := 0

k := 0

a1 ap

. . .

Tϕ

Figure 9.11: T∀∀Sϕ si S = {a1, . . . , ap}

Supposons qu’un état rejetant de T∀∀Sϕ soit accessible dans la composition parallèle d’un système
de transitions T avec T∀∀Sϕ. Alors cela signifie que l’exécution suivante est permise dans (T ‖ T∀∀Sϕ)
(d ≥ 0 est un réel quelconque) :

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
ε(d)
=⇒ (s1 ‖ (n0, ([k ← 0]w0) + d))

τ−−→ (s1 ‖ (n1, [k ← 0](w0 + d)))

�∗ (s2 ‖ (nT , w))

En outre, la première transition
ε(d)
=⇒ est en fait une transition

ε(d)
=⇒S car il n’y a pas de synchroni-

sation autorisée entre une action ai et une action ai. Il s’ensuit que (s1, ([k ← 0]w0) + d) �|= ϕ, et
donc que (s0, [k ← 0]w0) �|= ∀∀Sϕ.
Réciproquement, supposons que (s0, w0) �|= ∀∀Sϕ. Cela signifie qu’il existe un réel d ≥ 0 et un état

s1 de T tels que s0
ε(d)
=⇒S s1 et (s1, w0 + d) �|= ϕ. Ainsi, dans la composition parallèle de T et T∀∀Sϕ,

l’exécution suivante est autorisée :

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
ε(d)
=⇒S (s1 ‖ (n0, ([k ← 0]w0) + d))

τ−−→ (s1 ‖ (n1, [k ← 0](w0 + d)))

�∗ (s ‖ (nT , wT ))

Ainsi, un état rejetant de T∀∀Sϕ est accessible dans (T ‖ T∀∀Sϕ). �
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Comme conséquence du théorème ci-dessus et du lemme 9.24, nous obtenons le résultat plus fort
pour les automates temporisés.

Corollaire 9.29 Soit ϕ une formule close de L∀S . Alors il existe un automate de test Tϕ, sur l’ensemble
d’horloges {k} ∪ clocks(ϕ), qui teste ϕ pour les automates temporisés.

Comme nous l’avons remarqué dans la partie 9.3, le langage L−
∀S permet uniquement une utilisa-

tion restreinte de l’opérateur « ou ». De plus, même si les formules de la forme 〈a〉tt peuvent être
codées dans L−

∀S si a est une action urgente (lemme 9.24), il n’est pas possible d’exprimer 〈a〉tt
dans L−

∀S si a n’est pas urgente. Ces restrictions sont justifiées par les résultats négatifs suivants,
où nous considérons des extensions du langage L−

∀S avec ce que nous venons de mentionner.

Proposition 9.30

1. La formule 〈a〉tt n’est pas testable, que a soit urgente ou pas.

2. La formule 〈a〉tt (a non urgente) n’est pas testable pour les automates temporisés.

3. La formule [a]ff ∨ [b]ff (a, b non urgentes) n’est pas testable pour les automates temporisés.

PREUVE : Nous montrons les trois propriétés séparément.

1. Supposons, dans le but de trouver une contradiction, que l’automate de test T teste la for-
mule 〈a〉tt. Considérons le système de transitions temporisé T constitué d’un seul état s et

de la transition s
ε(0)−−−→ s. Soit u une valuation arbitraire pour les horloges des formules.

Comme (s, u) ne satisfait pas 〈a〉tt, le couple (s, u) ne doit pas passer le test T — c’est-à-dire
qu’un état rejetant de T est accessible de l’état (s ‖ (n0, [X0 ← 0](u � X))) dans (T ‖ TT ),
où n0 est l’état initial de T . Comme s ne permet que de faire une transition d’attente de 0, il
est facile de se rendre compte que cela signifie qu’il y a une suite de τ -transitions allant de
(n0, [X0 ← 0](u � X)) jusqu’à un état rejetant de T . Considérons maintenant le système de
transitions temporisé ayant un unique état t et dont les transitions sont

t
ε(0)−−−→ t et t

a−−→ t.

De manière évidente, (t, u) |= 〈a〉tt. Cependant, (t, u) ne passe pas le test T car T peut,
de manière indépendante, aller jusqu’à un état rejetant en faisant une suite de τ -transitions
(comme pour le système de transitions précédent). Ceci contredit notre hypothèse que T

teste la formule 〈a〉tt.

2. (SKETCH.) Supposons, dans le but de trouver une contradiction, qu’un automate de test
T teste la formule 〈a〉tt (a n’est pas une action urgente) pour les automates temporisés.
Alors l’automate temporisé Aa+τ

6 dessiné sur la figure 9.12(a) ne doit pas passer le test
T . En utilisant l’hypothèse que a n’est pas urgente, nous pouvons maintenant montrer, en
analysant une exécution arbitraire menant à un état rejetant de T dans (Aa+τ ‖ T ), qu’un
état rejetant de T peut aussi être atteint dans (Aa ‖ T ), où Aa est l’automate dessiné sur
la figure 9.12(b)). Comme Aa satisfait bien évidemment la formule 〈a〉tt, ceci contredit
l’hypothèse que T teste la formule 〈a〉tt.

3. (SKETCH.) Supposons, dans le but de trouver une contradiction, qu’un automate de test T

teste la formule [a]ff∨ [b]ff. L’automate temporisé Aa+b dessiné sur la figure 9.12(c) ne doit
pas pouvoir passer le test T . En utilisant l’hypothèse que T teste la formule [a]ff ∨ [b]ff, par
une analyse d’une exécution arbitraire menant à un état rejetant de T dans (Aa+b ‖ T ), nous
obtenons que soit

6La notation a + τ vient du fait que cet automate représente le processus TCCS a + b [Yi90, Yi91].
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(A) une telle exécution contient uniquement des transitions d’attente et des τ -transitions de
l’automate T , soit

(B) elle doit contenir une synchronisation avec une action a ou une action b, potentiellement
précédée ou suivie par des τ -transitions et des transitions d’attente de l’automate T .

Dans le cas (A), l’automate temporisé Anil dessiné sur la figure 9.12(d) ne passera pas non
plus le test T . Comme un tel automate temporisé satisfait bien évidemment la propriété
[a]ff ∨ [b]ff, ceci contredit notre hypothèse que T teste la formule [a]ff ∨ [b]ff.

Dans le cas (B), soit l’automate temporisé associé avec le processus a, soit celui associé avec
le processus b ne passera pas le test T . De nouveau, comme ces deux automates temporisés
satisfont de manière évidente la formule [a]ff ∨ [b]ff, ceci contredit notre hypothèse que T

teste la formule [a]ff ∨ [b]ff. �

a τ

(a) Aa+τ

a

(b) Aa

a b

(c) Aa+b (d) Anil

Figure 9.12: Les automates que nous testons

Le premier point de la proposition ci-dessus justifie notre remarque précédente.

Dans la partie qui suit, nous étudierons le problème de la complétude de L−
∀S vis-à-vis de l’ac-

cessibilité. En particulier, nous montrerons notre principal résultat, c’est-à-dire que les propriétés
qui peuvent s’exprimer dans L−

∀S sont précisément celles qui peuvent être testées en utilisant les
automates de test.

9.4 Compositionnalité et complétude

Nous avons montré que chaque propriété ϕ qui peut s’exprimer dans le langage L∀S (et, a fortiori,
dans SBLL) est testable pour les automates temporisés, et que L−

∀S est testable (pour les systèmes
de transitions temporisés quelconques). Nous nous intéressons maintenant au problème de la
complétude de ces langages. Plus précisément, nous allons étudier si toutes les propriétés qui sont
testables pour les systèmes de transitions temporisés peuvent être exprimées dans les langages
SBLL et L−

∀S — dans le sens où, pour chaque automate de test T , il existe une formule ψT telle
que chaque état d’un système de transitions temporisé passe le test T si et seulement s’il satisfait
ψT .

Nous avons déjà suffisamment d’informations pour affirmer que le langage SBLL est strictement
moins expressif que le formalisme des automates de test. En effet, l’automate dessiné à la figure 9.7
n’est rien d’autre que l’automate de test pour la formule ∀∀{a}[b]ff, ce qui ne peut pas être exprimé
dans SBLL (voir la preuve du théorème 9.26).

Notre but, dans cette partie, est de montrer que, contrairement à SBLL, le langage L−
∀S est com-

plet. Dans la preuve de ce résultat de complétude, nous allons suivre une approche indirecte en
nous focalisant sur la compositionnalité du langage L. Comme nous le verrons dans la proposi-
tion 9.33, si le langage L est compositionnel (voir la définition 9.32), alors il sera complet (voir
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la définition 9.31). Nous montrerons ensuite que SBLL n’est pas compositionnelle, mais que L−
∀S

l’est.

Nous commençons par quelques définitions préliminaires, introduisant les concepts-clé de compo-
sitionnalité et de complétude.

Définition 9.31 (Complétude) Soit L un langage sur l’ensemble d’horloges K. Nous disons que L

est complet (par rapport aux automates de test) si pour tout automate de test T , il existe une formule
ϕT ∈ L telle que,

« pour tout état s d’un système de transitions temporisé, pour toute valuation u,
(s, u) |= ϕT si et seulement si (s, u) passe le test T »

L’idée intuitive de la compositionnalité a été donnée dans la partie 7.2.4. Dans notre cadre, elle
peut être définie formellement de la façon suivante :

Définition 9.32 (Compositionnalité) Soit L un langage sur un ensemble d’horloges K, nous disons
que L est compositionnel (par rapport aux automates de test et de ‖) si, pour tout ϕ ∈ L et pour
tout automate de test T = (N,Z,X0,Actτ , n0, NT , E) (avec X disjoint de clocks(ϕ)), il existe une
formule ϕ/T ∈ L sur l’ensemble d’horloges clocks(ϕ) ∪ X telle que, pour chaque état s d’un système
de transitions temporisé T et pour chaque valuation u de K,((

s ‖ (n0, [X0 ← 0](u � X))
)
, u
)
|= ϕ ⇐⇒ (s, [X0 ← 0]u) |= ϕ/T 7

Notre intérêt dans la compositionnalité provient du résultat suivant, qui fait le lien entre les no-
tions de compositionnalité et de complétude. Dans ce qui suit, nous utilisons Lbad pour repré-
senter le langage, uniquement constitué de la formule ∀∀∅[fail]ff, où fail est une action non
contenue dans Actτ .

Proposition 9.33 Soit L un langage (sur un ensemble d’horloges K) qui contient Lbad. Supposons
que L soit compositionnel. Alors L est complet.

PREUVE : Supposons que ∀∀∅[fail]ff ∈ L et que L soit compositionnel. Considérons alors un
automate de test T = (N,X,X0,Actτ , n0, NT , E). Nous voulons montrer qu’il existe une formule
ϕT ∈ L qui vérifie les propriétés décrites dans la définition 9.31. Dans ce but, nous commençons
par ajouter à T un nouvel état nw et des transitions e = nT

tt,fail,∅−−−−−−→ nw, où nT est un état
rejetant de T , et fail est une action qui n’est pas dans Actτ , comme décrit ci-dessous :

nT

n0

nw

fail

T

7u est une valuation d’un ensemble d’horloges contenant celles de l’automate de test T et adéquat pour la logique L.
Ainsi, (n0, [X0 ← 0](u � X)) est un état initial de T donc

“
s ‖ (n0, [X0 ← 0](u � X))

”
est un état de (T ‖ TT ).
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Appelons l’automate de test résultant Tfail. Clairement, tout état s d’un système de transitions
temporisé passe le test T si et seulement si il passe le test Tfail. Comme L est compositionnel,
nous pouvons définir la formule ϕT donnée par la définition 9.32, i.e. X0 in ((∀∀∅[fail]ff)/Tfail).
Nous allons maintenant montrer qu’une telle formule ϕT vérifie en fait les propriétés décrites dans
la définition 9.31.

Soient T un système de transitions temporisé, s un état de T et v une valuation d’au moins les
horloges de T . Nous raisonnons de la manière suivante :

(s, v) passe le test T ssi (s ‖ (n0, [X0 ← 0](v � X))) ne permet pas d’atteindre un état
rejetant de T dans (T ‖ TT )

(Par définition de « passer un test »)

ssi (s ‖ (n0, [X0 ← 0](v � X))) ne permet pas d’atteindre un état
rejetant de Tfail dans (T ‖ TTfail)\Act

(Comme fail n’est pas dans Act et par construction de Tfail)

ssi (s, [X0 ← 0]v) |= (∀∀∅fail]ff)/Tfail

(Comme L est compositionnel et clocks((∀∀∅[fail]ff)/Tfail) ⊆ X)

ssi (s, v) |= X0 in ((∀∀∅[fail]ff)/Tfail)
(Par définition de la relation |=)

ssi (s, v) |= ϕT .

Comme T était un automate de test arbitraire, nous pouvons en conclure que le langage de pro-
priétés L est complet. �

Comme SBLL et L−
∀S sont des extensions de Lbad, à la lumière de la proposition ci-dessus, une

façon de montrer qu’ils sont complets est de vérifier s’ils sont compositionnels. Malheureusement,
le premier résultat est négatif.

Proposition 9.34 Le langage SBLL n’est pas compositionnel.

PREUVE : Supposons, dans le but d’obtenir une contradiction, que SBLL soit compositionnel.
Comme SBLL contient Lbad, la proposition 9.33 implique que SBLL est complet. Ainsi, en parti-
culier, il existe une formule ϕ ∈ SBLL telle que pour chaque système de transitions temporisés T ,
pour chaque état s de T et pour chaque valuation u de K,

(s, u) passe le test Tφ si et seulement si (s, u) |= ϕ

où Tφ est l’automate de test pour la formule φ ≡ ∀∀{a}[b]ff dessiné sur la figure 9.7. Soient t0 et
s0 comme sur la figure 9.10. À la lumière du théorème 9.28 et de l’exemple 9.22, pour chaque
valuation w des horloges de K, ((t0, [x → 0]), w) satisfait ϕ, mais pas ((s0, [x → 0]), w). Cependant,
comme ϕ est contenue dans SBLL, ceci contredit le lemme 9.27. �

D’un autre côté, comme nous le montrerons bientôt, L−
∀S est compositionnel, et est donc complet.

Nous commençons par définir le quotient des formules de L∀S , dans l’esprit des travaux présentés
dans [And95, LL95].

Notations. Si A est un automate temporisé, pour chaque état n et pour chaque action µ dans
A, nous notons E(n, µ) l’ensemble de toutes les transitions partant de q étiquetées par l’action
µ. Pour chaque état n, nous définissons Act(n) l’ensemble de toutes les actions de Act étiquetant
une transition partant de n, i.e. Act(n) = {µ ∈ Act | E(n, µ) �= ∅} et nous utilisons Σu(n)
l’ensemble de toutes les actions urgentes de Act(n). Si e est une transition, nous la noterons
souvent ne

ge,µe,re−−−−−−→ n′
e.
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Définition 9.35 (Quotient pour L∀S) Soient A un automate temporisé, et n l’un de ses états. Soit
ϕ une formule de L−

∀S . Nous définissons la formule ϕ/n (dire « ϕ quotientée par n ») selon le ta-
bleau 9.13.

Remarquons que, reprenant les notations de la définition 9.32, si T est un automate ϕ/T corres-
pond au quotient de ϕ par l’état initial de T .

La définition de la formule quotient ϕ/n présentée ci-dessus correspond en fait à une liste fi-
nie d’équations récursives, sur les variables φ/m pour chaque formule φ et chaque état m d’un
automate temporisé. La formule quotient ϕ/n elle-même est la composante associée à ϕ/n de la
solution la plus grande du système d’équations ayant ϕ/n comme membre de gauche. Par exemple,
si ϕ est la formule [a]ff et si n est un état d’un automate temporisé qui a pour unique transition

n
tt,b̄,∅−−−−→ n, alors comme il est facile de vérifier, ϕ/n est la solution la plus grande de l’équation

récursive :

ϕ/n
def= [a]ff ∧ [b](ϕ/n)

ce qui correspond à la formule max(Z, [a]ff∧[b]Z) dans le langage de propriétés L−
∀S . Cette formule

exprime le fait assez intuitif que l’état (s ‖ n) ne peut pas faire une transition a=⇒ si et seulement si
s ne peut pas non plus faire de telle transition après une séquence quelconque de synchronisations
sur l’action b avec n.

Remarquons que, comme nous venons de le constater, le quotient d’une formule sans opérateur de
récursion, peut tout de même être une formule comportant de la récursion. Nous pouvons montrer
que ceci est inévitable, car le fragment sans récursion de L−

∀S n’est pas compositionnel.

Nous pouvons maintenant établir le résultat-clé suivant.

Théorème 9.36 Soit ϕ une formule close de L−
∀S . Supposons que s soit un état d’un système de

transitions et que n′ soit un état d’un automate temporisé sur l’ensemble d’horloges X. Supposons
en outre que u et v′ soient des valuations pour les ensembles disjoints d’horloges clocks(ϕ) et X

respectivement. Alors

(s ‖ (n′, v′), u) |= ϕ ⇐⇒ (s, v′ : u) |= ϕ/n′.

Tout comme les formules φ/n étaient construites par induction sur la structure de φ (tableau 9.13),
la preuve des deux implications du théorème 9.36 va être faite par induction sur φ. Celle-ci, longue
et un peu fastidieuse, est proposée dans l’annexe B de ce chapitre, à la page 212.

Une application immédiate de ce théorème est la propriété suivante :

Corollaire 9.37 Le langage de propriétés L−
∀S est compositionnel.

Utilisant alors ce corollaire et la proposition 9.33, nous obtenons alors le théorème suivant, qui
dit que le langage L−

∀S permet d’exprimer toutes les propriétés qui peuvent être testées via les
automates de test.

Théorème 9.38 Le langage de propriétés L−
∀S est complet.

Théorème 9.39 Le langage L−
∀S est l’extension compositionnelle de Lbad la moins expressive vis-à-vis

de STT.
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ff/n′ def= ff

(φ1 ∧ φ2)/n′ def= φ1/n′ ∧ φ2/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (φ1 ∧ φ2)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (φ1 ∧ φ2)/n′
e))

(g ∨ φ)/n′ def= (g ∨ (φ/n′))

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (g ∨ φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (g ∨ φ)/n′
e))

([a]φ)/n′ def= [a](φ/n′)

∧
∧

e∈E(n′,a)

(ge ⇒ re in φ/n′
e)

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in ([a]φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in ([a]φ)/n′
e))

(x in φ)/n′ def= x in (φ/n′)

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (x in φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (x in φ)/n′
e))

(∀∀Sφ)/n′ def= ∀∀
S∪Σu(n′) (φ/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (∀∀Sφ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (∀∀Sφ)/n′
e))) si S ∩ Σu(n′) = ∅

(∀∀Sφ)/n′ def= (φ/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (∀∀Sφ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (∀∀Sφ)/n′
e))) si S ∩ Σu(n′) �= ∅

Z/n′ def= Z

max(Z, φ)/n′ def= (φ{max(Z, φ)/Z})/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in max(Z, φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (max(Z, φ))/n′
e))

Tableau 9.13: Construction du quotient pour L−
∀S
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PREUVE : Soit L un langage de propriétés compositionnel qui contient Lbad. Nous montrons que
chaque propriété de L−

∀S est équivalente à une formule de L vis-à-vis de STT, i.e., que L est au
moins aussi expressif que L−

∀S . À cette fin, soit ϕ une propriété de L−
∀S . Par le théorème 9.28, il

existe un automate de test Tϕ tel que pour chaque état s de T et pour chaque valuation u des
horloges de K,

(s, u) |= ϕ si et seulement si (s, u) passe le test Tϕ.

Comme L est une extension compositionnelle de Lbad, la proposition 9.33 implique que L est
complet. Ainsi, il existe une formule φ ∈ L telle que pour chaque état s, pour chaque valuation u,

(s, u) |= φ si et seulement si (s, u) passe le test Tϕ.

Il s’ensuit que φ et ϕ sont satisfaites par les mêmes couples (s, u) où s est un état d’un système de
transitions temporisé et u est une valuation et sont donc équivalentes vis-à-vis de STT. �

9.5 Conclusion

Comme Pierre Wolper l’a argumenté dans [Wol97], des algorithmes efficaces pour décider l’acces-
sibilité peuvent être utilisés pour résoudre beaucoup de problèmes en vérification. Dans l’étude
que nous avons menée dans ce chapitre, nous avons montré comment il est possible de réduire
le model-checking de propriétés de sûreté et de vivacité bornée exprimables dans le langage L∀S

à l’analyse de l’accessibilité d’états rejetants d’un automate de test. Cette approche nous permet
de tirer entièrement profit de l’outil de vérification UPPAAL [BLL+95, LPY97, BLL+98, ABB+01]
qui permet essentiellement de vérifier de manière efficace des propriétés d’accessibilité pour les
automates temporisés.

L’approche du model-checking par les automates de test que nous venons de décrire a été testée sur
un protocole CSMA/CD [ABL98]. Les études de cas réalisées avec UPPAAL et décrites dans [KP95,
BGK+96, JLS96] utilisaient déjà des automates de test pour tester certaines des propriétés, ce qui
montrent que l’approche des automates de test peut être appliquée à des études de cas réalistes.

Notons pour finir que la génération automatique d’automates de test à partir de formules de L∀S

a été implémentée dans sc Uppaal (voir [ABL98]).
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Appendice

Nous allons présenter les preuves des théorèmes 9.15 et 9.36, que nous n’avons pas développées
dans le corps de ce chapitre pour en faciliter la lecture.

A. Preuve du théorème 9.15

Théorème 9.15 Pour chaque formule close ϕ de SBLL−, il existe un automate de test Tϕ, sur l’en-
semble d’horloges {k} ∪ clocks(ϕ), où k est une horloge n’apparaissant pas dans clocks(ϕ), qui teste
la formule ϕ.

Pour chaque formule close ϕ de SBLL, il existe un automate de test Tϕ, sur l’ensemble d’horloges
{k} ∪ clocks(ϕ), où k est une horloge n’apparaissant pas dans clocks(ϕ), qui teste la formule ϕ pour
les automates temporisés.

Avant de démontrer ce théorème, nous généralisons notre notion de test à des formules non
closes, car cela nous sera utile dans la preuve (qui va être faite par induction sur la structure
des formules). Un automate de test non clos est un 9-uplet T = (N,X,X0,Actτ , n0, NT , E,X , λ)
où (N,X,X0,Actτ , n0, NT , E) est un automate de test classique, X est un ensemble de variables
et λ : X −→ 2N est une fonction d’étiquetage qui associe à chaque variable un ensemble d’états
(dans lesquels cette variable sera « libre »). Bien sûr, un automate de test simple peut être vu
comme un automate de test non clos où l’ensemble des variables X est vide.

Soit T un automate de test (supposé non clos) et T ′ un automate de test (qui peut aussi être non
clos). Nous définissons l’automate de test T{T ′/Z} comme étant l’automate obtenu à partir de T

en remplaçant tous les états étiquetés par Z par l’automate T ′. La construction est décrite sur la
figure 9.14.

mT

Z

n0

k := 0

T

mT ′

n′
0

T ′

=⇒
mT

n0

k := 0

mT ′

T{T ′/Z}

Figure 9.14: Construction de l’automate de test T{T ′/Z}

Nous étendons alors les définitions de test aux formules non closes : nous disons qu’un automate
de test (non clos) T teste une formule non close ϕ si pour chaque propriété testable ϕ1, . . . , ϕk,
l’automate de test (clos) T{Tϕ1/Z1, . . . , Tϕk

/Zk} teste la formule close ϕ{ϕ1/Z1, . . . , ϕk/Zk} (nous
supposons que Tϕi

teste la formule ϕi et que {Z1, . . . , Zk} est l’ensemble des variables libres de la
formule ϕ).
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Nous allons maintenant procéder à une énumération de tous les cas.

PREUVE : Nous considérons les automates Tψ dessinés sur la figure 9.15 (semblable à la fi-
gure 9.6). Nous allons montrer que chaque Tψ teste la formule ψ. Ceci va être fait par induction
sur la structure de ψ. Nous considérons dans toute la preuve un système de transitions temporisé
T .

➜ Cas ψ ≡ ff. L’état rejetant de Tff est accessible dans toute composition parallèle de Tff avec un
système de transitions temporisé.

➜ Cas ψ = g ∨ ϕ. Nous supposons d’abord qu’un état rejetant de Tg∨ϕ est accessible à partir de
l’état initial (s0 ‖ (n0, [k0 ← 0]w0)), où w0 est une valuation initiale donnée, dans (T ‖ TTg∨ϕ

).
Cela signifie que l’exécution suivante est autorisée dans la composition parallèle :

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→∗

(s ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→ (s ‖ (n1, [k ← 0]w0))

�∗ (s′ ‖ (nT , wT ))

où, en particulier, (k = 0 ∧ ¬g)([k ← 0]w0) est vraie et donc, g(w0) est fausse. En appliquant
l’hypothèse d’induction à ϕ, nous obtenons aussi que (s, w0) �|= ϕ. Ainsi, nous en déduisons que
(s0, w0) �|= g ∨ ϕ.
Réciproquement, supposons que (s0, w0) �|= g ∨ϕ, que g(w0) est fausse et qu’un état rejetant est
accessible dans la composition parallèle (T ‖ Tϕ). L’exécution suivante est alors autorisée (k est
une nouvelle horloge n’apparaissant pas dans Tϕ) :

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→ (s0 ‖ (n1, [k ← 0]w0))

�∗ (s′ ‖ (nT , wT )).

Ainsi, l’état rejetant de Tg∨ϕ est accessible à partir de s0 dans la composition parallèle (T ‖
Tg∨ϕ).

➜ Cas ψ = [a]ϕ. Nous commençons par supposer qu’un état rejetant de T[a]ϕ est accessible à par-
tir de (s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0)) dans (T ‖ TT[a]ϕ). Ainsi, l’exécution suivante est autorisée :

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→∗

(s ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ=a/a−−−−−→ (s′ ‖ (n1, [k ← 0]w0))

τ−−→∗
(s′′ ‖ (n1, [k ← 0]w0))

τ−−→ (s′′ ‖ (n2, [k ← 0]w0))

�∗ (s′′′ ‖ (nT , wT ).

Cela signifie précisément que s0
a=⇒ s′′ et que (s′′, [k ← 0]w0) �|= ϕ, donc (s0, [k ← 0]w0) �|= [a]ϕ.

Réciproquement, supposons que (s0, [k ← 0]w0]) �|= [a]ϕ : il existe un état s1 tel que s0
a=⇒ s1

et (s1, [k ← 0]w0) �|= ϕ. Ainsi, dans la composition parallèle (T ‖ T[a]ϕ),

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→∗ τ=a/a−−−−−→ (s1 ‖ (n1, [k ← 0]w0))

τ−−→ (s1 ‖ (n2, [k ← 0]w0))

�∗ (s2 ‖ (nT , wT ))

ce qui signifie qu’un état rejetant est accessible à partir de (s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0)) dans (T ‖
T[a]ϕ).
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τ
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τ
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Figure 9.15: Automates de test pour les sous-formules de SBLL
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➜ Cas ψ = x in ϕ. Nous supposons tout d’abord qu’un état rejetant de Tx in ϕ est accessible à
partir de (s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0)) dans (T ‖ TT§ in ϕ

). L’exécution suivante est autorisée :

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→∗

(s ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→ (s ‖ (n1, [k, x ← 0]w0))

�∗ (s′ ‖ (nT , wT )).

Ceci signifie précisément que (s, [x, k ← 0]w0) �|= ϕ, ainsi (s0, [k ← 0]w0) �|= x in ϕ.

Réciproquement, supposons que (s0, [k ← 0]w0) �|= x in ϕ : (s0, [k, x ← 0]w0) �|= ϕ. Ainsi, dans
la composition parallèle (T ‖ Tx in ϕ),

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→ (s0 ‖ (n1, [k, x ← 0]w0))

�∗ (s ‖ (nT , wT ))

ce qui signifie qu’un état rejetant est accessible à partir de (s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0)) dans (T ‖
Tx in ϕ).

➜ Cas ψ = Z. Il est immédiat que l’automate de test non clos dessiné sur la figure 9.15(b) teste
la formule Z (dans le sens défini juste avant la preuve).

➜ Cas ψ = max(Z,ϕ). Il est difficile de montrer la propriété directement sur la formule récursive,
nous définissons donc inductivement les formules suivantes :

ψ(0) = ϕ{tt/Z}
ψ(l+1) = ϕ{ψ(l)/Z}

Soit u une valuation. Comme propriété facile des points fixes maximaux [Tar55, Ace94], nous
obtenons que

(s0, u) |= max(Z,ϕ) ⇐⇒ ∀l ≥ 0. (s0, u) |= ψ(l).

L’automate de test pour ψ(l) est obtenu par une juxtaposition séquentielle de l copies de Tϕ,
plus précisément Tψ(0) correspond à Tϕ{Ttt/Z} et Tψ(l+1) correspond à Tϕ{Tψ(l)/Z} où Ttt est
l’automate de test avec un unique état (initial) et sans état rejetant.
Ainsi, nous avons juste à montrer qu’un état rejetant de Tmax(Z,ϕ) est accessible dans la compo-
sition parallèle (T ‖ Tmax(Z,ϕ)) si et seulement si, pour un entier l, un état rejetant de Tψ(l) est
accessible dans la composition parallèle (T ‖ Tψ(l)).
Dans ce but, nous définissons pour chaque entier l une projection πl de Tψ(l) sur Tmax(Z,ϕ) telle
que, si m est un état de Tψ(l) , πl(m) est le « même » état dans Tmax(Z,ϕ) (rappelons que Tψ(l)

est une juxtaposition de copies de Tϕ et que Tmax(Z,ϕ) a le même ensemble d’états que Tϕ) et
πl(m

α−−→ m′) est πl(m) α−−→ πl(m′).
Nous avons les deux propriétés suivantes :

(m,u) α−−→ (m′, u′) dans Tψ(l) =⇒ (πl(m), u) α−−→ (πl(m′), u′) dans Tmax(Z,ϕ)

et

m état rejetant de Tψ(l) ⇐⇒ πl(m) état rejetant de Tmax(Z,ϕ).

Si
(ni0 , u0)

α1−−→ (ni1 , u1)
α2−−→ . . .

αp−−−→ (nip
, up)

est une exécution dans Tψ(l) , alors

(πl(ni0), u0)
α1−−→ (πl(ni1), u1)

α2−−→ . . .
αp−−−→ (πl(nip

), up)
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est une exécution dans Tmax(Z,ϕ). Ainsi, si un état rejetant est accessible dans la composition
parallèle (T ‖ Tψ(l)), alors un état rejetant est accessible dans la composition parallèle (T ‖
Tmax(Z,ϕ)).

Réciproquement, considérons une exécution dans Tmax(Z,ϕ)

(ni0 , u0)
α1−−→ (ni1 , u1) . . .

αp−−−→ (nip
, up) (9.4)

et définissons J comme étant l’ensemble suivant d’indices

J = {j ∈ {1, . . . , p} | la transition
αj−−→ est nouvelle}

où une transition est dite nouvelle si elle est dans l’automate de test Tmax(Z,ϕ), mais pas dans
Tϕ (i.e. c’est une transition m

τ−−→ n0 où m est étiqueté par Z alors que n0 est initial dans Tϕ).
Définissons l par l = #J +1 où #J représente le cardinal de J . Nous allons montrer qu’il existe
un chemin dans Tψ(l)

(m′
i0 , u0)

α1−−→ (m′
i1 , u1) . . .

αp−−−→ (m′
ip

, up)

dont l’image par πl est le chemin (9.4).
Supposons que J = {j1, . . . jl−1} avec ji < ji+1 pour chaque 1 ≤ i < l − 1. Pour chaque
1 ≤ i < l − 1, pour chaque ji ≤ h < ji+1, l’état m′

ih
est défini comme étant l’unique état de la

ième copie de Tϕ dans Tmax(Z,ϕ) tel que πl(m′
ih

) = nih
. Le chemin

(m′
i0 , u0)

α1−−→ (m′
i1 , u1) . . .

αp−−−→ (m′
ip

, up)

est un chemin de Tψ(l) dont l’image par πl est (9.4).
Nous avons donc montré que si un état rejetant est accessible dans la composition parallèle
(T ‖ Tmax(Z,ϕ)), alors un état rejetant est accessible dans la composition parallèle (T ‖ Tψ(l))
pour un entier l donné.

➜ Cas ψ = ϕ1 ∧ ϕ2. Ce cas est très facile et la preuve est omise.

➜ Cas ψ = ∀∀ϕ. Supposons qu’un état rejetant est accessible à partir de

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))

dans la composition parallèle (T ‖ T∀∀ϕ). L’exécution suivante est autorisée (k est une horloge
n’apparaissant pas dans Tϕ) : il existe un réel d ≥ 0 tel que

(s0 ‖ (n0, [k ← 0]w0))
ε(d)
=⇒ (s1 ‖ (n0, ([k ← 0]w0) + d))

τ−−→ (s1 ‖ (n1, ([k ← 0](w0 + d)))
�∗ (s2 ‖ (nT , wT )).

(9.5)

En particulier, (s1, w0 + d) �|= ϕ (k n’est pas utile pour ϕ). Ainsi, (s0, [k ← 0]w0) �|= ∀∀ϕ.

Réciproquement, supposons que (s0, w0) �|= ∀∀ϕ. Alors une exécution comme (9.5) est autorisée
dans la composition parallèle (T ‖ T∀∀ϕ) : un état rejetant est donc accessible.

Nous avons terminé la preuve pour SBLL−, nous avons montré que toutes les formules de SBLL−

sont testables. Il nous reste à montrer que la logique SBLL est testable pour les automates tem-
porisés, c’est-à-dire que nous allons montrer que si nous nous restreignons aux systèmes de tran-
sitions temporisés provenant d’automates temporisés, il est possible de construire un automate de
test pour chaque formule de SBLL qui permet de la tester. Tout ce que nous venons de faire est
encore valable dans ce cadre, il nous suffit donc de traiter le cas où ψ est de la forme 〈a〉tt pour
conclure la preuve.
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➜ Cas ψ = 〈a〉tt. Le système de transitions temporisé T est supposé provenir d’un automate tem-
porisé A. Nous commençons par supposer qu’un état rejetant de T〈a〉tt est accessible à partir de
l’état initial (q0, u0) de A si nous mettons en parallèle A et T〈a〉tt avec w0 une valuation initiale
pour T〈a〉tt. Cela signifie que l’exécution suivante est autorisée dans la composition parallèle
(A ‖ T〈a〉tt) : il existe des réels d, d′ > 0 tels que

((q0, u0) ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→∗

((q1, u1) ‖ (n0, [k ← 0]w0))
ε(d′)−−−−→ ((q2, u2) ‖ (n0, ([k ← 0]w0) + d′))

ε(d−d′)
=⇒ ((q3, u3) ‖ (n0, ([k ← 0]w0) + d))

τ−−→ ((q3, u3) ‖ (nT , ([k ← 0]w0) + d)).

De plus, comme a est urgente (et donc a est aussi urgente), cela signifie que (q1, u1) � a−−→ et donc
que ((q0, u0), [k ← 0]w0) �|= 〈a〉tt.

Réciproquement, supposons que ((q0, u0), w0) �|= 〈a〉tt. Cela signifie qu’il existe un état de A,
(q1, u1) tel que (q0, u0)

τ−−→∗
(q1, u1) et (q1, u1) � a−−→. Ainsi, l’exécution suivante est autorisée

dans la composition parallèle :

((q0, u0) ‖ (n0, [k ← 0]w0))
τ−−→∗

((q1, u1) ‖ (n0, [k ← 0]w0))
ε(1)−−−→ ((q1, u1 + 1) ‖ (n0, ([k ← 0]w0) + 1))
τ−−→ ((q1, u1 + 1) ‖ (nT , ([k ← 0]w0) + 1)).

Un état rejetant est donc accessible dans (A ‖ T〈a〉tt).

Ceci conclut la preuve du théorème 9.15. �

B. Preuve du théorème 9.36

Théorème 9.36 Soit ϕ une formule close de L−
∀S . Supposons que s soit un état d’un système de

transitions et que n′ soit un état d’un automate temporisé sur l’ensemble d’horloges X. Supposons
en outre que u et v′ soient des valuations pour les ensembles disjoints d’horloges clocks(ϕ) et X

respectivement. Alors
(s ‖ (n′, v′), u) |= ϕ ⇐⇒ (s, v′ : u) |= ϕ/n′.

Nous rappelons la définition du quotient dans le tableau 9.16 (c’est le même que le tableau 9.13).

PREUVE : Nous allons montrer les deux implications séparément.

Implication « Si »

Nous avons pour but de montrer que (s, v′ : u) |= ϕ/n′ implique (s ‖ (n′, v′), u) |= ϕ. À cette fin, il
est suffisant de montrer que la relation R définie ci-dessous satisfait les implications de la relation
|= :

R def= {((s ‖ (n′, v′), u), ϕ) | (s, v′ : u) |= ϕ/n′}

Supposons que ((s ‖ (n′, v′), u), ϕ) ∈ R. Nous montrons que R est une relation de satisfaisabilité
par une disjonction de cas sur la forme de ϕ.

➜ Cas ϕ ≡ ff. Ce cas est évident.



Chapitre 9. Les automates de test 213

ff/n′ def= ff

(φ1 ∧ φ2)/n′ def= φ1/n′ ∧ φ2/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (φ1 ∧ φ2)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (φ1 ∧ φ2)/n′
e))

(g ∨ φ)/n′ def= (g ∨ (φ/n′))

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (g ∨ φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (g ∨ φ)/n′
e))

([a]φ)/n′ def= [a](φ/n′)

∧
∧

e∈E(n′,a)

(ge ⇒ re in φ/n′
e)

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in ([a]φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in ([a]φ)/n′
e))

(x in φ)/n′ def= x in (φ/n′)

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (x in φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (x in φ)/n′
e))

(∀∀Sφ)/n′ def= ∀∀
S∪Σu(n′) (φ/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (∀∀Sφ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (∀∀Sφ)/n′
e))) si S ∩ Σu(n′) = ∅

(∀∀Sφ)/n′ def= (φ/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (∀∀Sφ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (∀∀Sφ)/n′
e))) si S ∩ Σu(n′) �= ∅

Z/n′ def= Z

max(Z, φ)/n′ def= (φ{max(Z, φ)/Z})/n′

∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in max(Z, φ)/n′
e)

∧
∧

b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (max(Z, φ))/n′
e))

Tableau 9.16: Construction du quotient pour L−
∀S
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➜ Cas ϕ ≡ φ1 ∧ φ2. Supposons que

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1) (9.6)

Soit k le nombre d’étapes auxquelles le second composant de la composition parallèle par-
ticipe durant l’exécution (9.6). Par induction sur k, nous allons montrer que, pour j = 1, 2,
((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φj) ∈ R.

• CAS DE BASE. Si k = 0, alors n′ = n′
1, v′ = v′

1 et s
τ−−→∗

s1. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′,
de par la définition de la formule quotient ϕ/n′, nous obtenons que (s1, v

′ : u) |= φ1/n′

et (s1, v
′ : u) |= φ2/n′. Par définition de R, il vient que ((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φj) ∈ R pour

j = 1, 2, ce que nous voulions justement montrer.
• ÉTAPE D’INDUCTION. Supposons que le résultat a été prouvé pour k0 et que k = k0 + 1.

L’exécution (9.6) est de la forme suivante :

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s3 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

Nous analysons les deux formes que peut prendre la transition

s3 ‖ (n′, v′) τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2).

– Cas (n′, v′) τ−−→ (n′
2, v

′
2) et s3 = s2. Dans ce cas, il y a une transition e ∈ E(n′, τ) telle que

n′
e = n′

e, v′
2 = [re ← 0]v′ et ge(v′) est Vrai. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′ et s

τ−−→∗
s3, par

la définition de la formule quotient ϕ/n′ nous pouvons dire que (s3, [re ← 0]v′ : u) |=
ϕ/n′

2. Par définition de la relation R, il vient que

(s2 ‖ (n′
2, v

′
2), u), ϕ) ∈ R

Nous pouvons maintenant appliquer l’hypothèse d’induction à l’exécution

s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u), φj) ∈ R pour j = 1, 2, ce que nous voulions montrer.

– Cas (n′, v′) b−−→ (n′
2, v

′
2) et s3

b̄−−→ s2 pour un b ∈ Act. La preuve est identique à celle du cas
précédent et n’est donc pas détaillée.

Ceci termine l’étape d’induction et finit donc la preuve pour le cas ϕ ≡ φ1 ∧ φ2.

➜ Cas ϕ ≡ g ∨ φ. Supposons que

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1) (9.7)

Soit k le nombre d’étapes auxquelles la deuxièmes composante participe durant l’exécu-
tion (9.7). Par induction sur k, nous montrons que soit g(v′

1 : u) est vrai, soit ((s1 ‖
(n′

1, v
′
1), u), φ) ∈ R.

• CAS DE BASE. Si k = 0, alors n′ = n′
1, v′ = v′

1 et s
τ−−→∗

s1. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′,
par définition de la formule quotient ϕ/n′, nous obtenons que soit g(v′

1 : u) est vrai,
soit (s1, v

′ : u) |= φ/n′. Par définition de R, il vient que soit g(v′
1 : u) est vrai, soit

((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

• ÉTAPE D’INDUCTION. Supposons que le résultat soit prouvé pour k0 et que k = k0 + 1.
L’exécution (9.7) a la forme suivante :

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s3 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1)
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Nous considérons les deux formes que peut prendre la transition

s3 ‖ (n′, v′) τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2).

– Cas (n′, v′) τ−−→ (n′
2, v

′
2) et s3 = s2. Dans ce cas, il y a une transition e ∈ E(n′, τ), telle que

n′
2 = n′

2, v′
2 = [re ← 0]v′ et ge(v′) est vrai. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′ et s

τ−−→∗
s3, par

définition de la formule quotient ϕ/n′, nous obtenons que (s3, [r ← 0]v′ : u) |= ϕ/n′.
Par définition de la relation R, il vient que

(s2 ‖ (n′
2, v

′
2), u), ϕ) ∈ R

Nous appliquons maintenant l’hypothèse d’induction à l’exécution

s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que soit g(v′
1 : u) est vrai, soit ((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φ) ∈ R, ce que nous

voulions montrer.
– Cas (n′, v′) b−−→ (n′

2, v
′
2)) et s3

b̄−−→ s2 pour un b ∈ Act. La preuve est identique à celle du cas
précédent et n’est donc pas détaillée.

Ceci complète l’étape d’induction et termine la preuve pour le cas ϕ ≡ q ∨ φ.

➜ Cas ϕ ≡ [a]φ. Supposons que
s ‖ (n′, v′) a=⇒ s1 ‖ (n′

1, v
′
1) (9.8)

Nous montrons que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u), φ) ∈ R par induction sur le nombre d’étapes k dans

lesquelles la seconde composante participe durant l’exécution (9.8).
• CAS DE BASE. Si k = 0, alors n′ = n′

1, v′ = v′
1 et s

a=⇒ s1. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′,
par définition de la formule quotient ϕ/n′, nous obtenons que (s1, v

′ : u) |= φ/n′. Par
définition de R, il vient que ((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

• ÉTAPE D’INDUCTION. Supposons que le résultat soit prouvé pour k0 et que k = k0 +1. Nous
considérons les deux formes possibles que peut prendre l’exécution (9.8).
– Supposons que l’exécution (9.8) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s1 ‖ (n′, v′)

a−−→ s1 ‖ (n′
1, v

′
1)

car s
τ−−→∗

s1 et (n′, v′) a−−→ (n′
1, v

′
1). Comme (n′, v′) a−−→ (n′

1, v
′
1), il y a une transition

e ∈ E(n′, a) telle que n′
2 = n′

1, ge(v′) est vrai et v′
1 = [re ← 0]v′. Comme (s, v′ : u) |=

ϕ/n′ et s
τ−−→∗

s1, la définition de la formule quotient ϕ/n′ donne maintenant que
(s1, v

′
1 : u) |= φ/n′

1. Par définition de R, il vient que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u), φ) ∈ R, ce que

nous voulions montrer.
– Supposons que l’exécution (9.8) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s2 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

a=⇒ s1 ‖ (n′
1, v

′
1)

car s
τ−−→∗

s2 et (n′, v′) τ−−→ (n′
2, v

′
2). Comme (n′, v′) τ−−→ (n′

2, v
′
2), il y a une transition

e ∈ E(n′, τ) telle que n′
2 = n′

2, ge(v′) est vrai et v′
2 = [re ← 0]v′. Comme (s, v′ : u) |=

ϕ/n′ et s
τ−−→∗

s2, la définition de la formule quotient ϕ/n′ entraîne maintenant que
(s2, v

′
2 : u) |= ϕ/n′

2. Par définition de R, il vient que ((s2 ‖ (n′
2, v

′
2), u), ϕ) ∈ R. Nous

pouvons donc appliquer l’hypothèse d’induction à l’exécution s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

a=⇒ s1 ‖
(n′

1, v
′
1) pour obtenir que ((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.
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– Supposons que l’exécution (9.8) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s3 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

a=⇒ s1 ‖ (n′
1, v

′
1)

car (n′, v′) b−→ (n′
2, v

′
2) et s

τ−−→∗
s3

b̄−→ s2 pour une action b de Act. (Remarquons que

b peut être a.) Comme (n′, v′) b−→ (n′
2, v

′
2), il y a une transition e ∈ E(n′, b) telle que

n′
e = n′

2, ge(v′) est vrai et v′
2 = [re ← 0]v′. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′ et s

τ−−→∗
s3,

la définition de la formule quotient ϕ/n′ entraîne maintenant que (s2, v
′
2 : u) |= ϕ/n′

2.
Par définition de R, il vient que ((s2 ‖ (n′

2, v
′
2), u), ϕ) ∈ R. Nous pouvons appliquer

l’hypothèse d’induction à l’exécution s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

a=⇒ s1 ‖ (n′
1, v

′
1) pour obtenir que

((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

Ceci complète l’étape d’induction et termine la preuve pour le cas ϕ ≡ [a]φ.

➜ Cas ϕ = x in φ. Supposons que (s, u) ‖ ((n′, v′), u) τ−−→∗
(s1, u) ‖ ((n′

1, v
′
1), u). Nous montrons

que ((s1, u) ‖ ((n′
1, v

′
1), [x ← 0]u), φ) ∈ R. Soit k le nombre d’étapes auxquelles la deuxième

composante prend part durant l’exécution. La preuve va être faite par induction sur k. Si
k = 0, alors la deuxième composante reste dans l’état n′, et (s, v′ : u) τ−−→∗

(s1, v
′
1 : u). Par

définition du quotient, (s1, v
′
1 : [x ← 0]u) |= φ/n′, et donc

((s1, [x ← 0]u) ‖ ((n′, v′
1), [x ← 0]u), φ) ∈ R

Maintenant, supposons que k = k0 + 1 et que nous avons déjà résolu le problème pour k0.
Alors l’exécution a la forme suivante :

(s, u) ‖ ((n′, v′), u) τ−−→∗
(s3, u) ‖ ((n′, v′), u)

τ−−→ (s2, u) ‖ ((n′
2, v

′
2), u)

τ−−→∗
(s1, u) ‖ ((n′

1, v
′
1), u)

Comme dans le cas précédent, il y a deux choix possibles pour la première étape de la
deuxième composante, i.e. pour (s3, u) ‖ ((n′, v′), u) τ−−→ (s2, u) ‖ ((n′

2, v
′
2), u) : la deuxième

composante fait une action interne τ ou bien une action b et se synchronise sur b avec la
première composante. Ainsi, la preuve est semblable aux autres, et le résultat est obtenu
grâce à l’hypothèse d’induction.

➜ Cas ϕ = ∀∀Sφ. Supposons que

s ‖ (n′, v′)
ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1) (9.9)

pour un d ≥ 0. Nous considérons les cas S ∩ Σu(n′) = ∅ et S ∩ Σu(n′) �= ∅ séparément.
– Cas S ∩ Σu(n′) = ∅. Nous montrons que ((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u + d), φ) ∈ R par induction sur

le nombre d’étapes k auxquelles la deuxième composante participe pendant l’exécution
(9.9).

• CAS DE BASE. Si k = 0, alors nécessairement d = 0, n′ = n′
1, v′ = v′

1 et s
ε(0)
=⇒S s1.

Comme la relation de transitions
ε(0)
=⇒S coïncide avec τ−−→∗

pour chaque ensemble S,

il vient que s
ε(0)
=⇒

S∪Σu(n′) s1. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′, par définition de la formule
quotient ϕ/n′, nous obtenons que (s1, v

′ : u) |= φ/n′. Par définition de R, il vient que
((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

• ÉTAPE D’INDUCTION. Supposons que le résultat est prouvé pour k0 et que k = k0 + 1.
Nous allons considérer les trois formes possibles que peut prendre l’exécution (9.9).
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1. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s2 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car s
τ−−→∗

s2 et (n′, v′) τ−−→ (n′
2, v

′
2). Comme (n′, v′) τ−−→ (n′

2, v
′
2), il y a une transition e ∈

E(n′, τ) telle que n′
2 = n′

e, ge(v′) est vrai et v′
2 = [re ← 0]v′. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′

et s
τ−−→∗

s2, la définition de la formule quotient ϕ/n′ entraîne que (s2, v
′
2 : u) |= ϕ/n′

2.
Par définition de R, il vient que

((s2 ‖ (n′
2, v

′
2), u), ϕ) ∈ R

Nous appliquons alors l’hypothèse d’induction à l’exécution

s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u + d), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

2. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s3 ‖ (n′, v′)

ε(d′)−−−−→S s2 ‖ (n′, v′ + d′)
ε(d′′)
=⇒ s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car s
τ−−→∗

s3
ε(d′)−−−−→S s2, (n′, v′)

ε(d′)−−−−→S (n′, v′ + d′) et d = d′ + d′′. Comme

s3 ‖ (n′, v′)
ε(d′)−−−−→S s2 ‖ (n′, v′ + d′)

nous avons soit d′ = 0, soit s3 � ā−−→, pour chaque a ∈ Σu(n′). Dans ces deux cas,

nous pouvons voir que s
ε(d′)
=⇒

S∪Σu(n′) s2. Comme la formule ϕ/n′ est équivalente à
∀∀

S∪Σu(n′)(ϕ/n′) (lemme 9.21(2)) et (s, v′ : u) |= ϕ/n′, nous obtenons que (s2, v
′ + d′ :

u+ d′) |= ϕ/n′. Par définition de R, il vient que ((s2 ‖ (n′, v′ + d′), u+ d′), ϕ) ∈ R. Nous

appliquons alors l’hypothèse d’induction à l’exécution s2 ‖ (n′, v′ + d′)
ε(d′′)
=⇒ s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u + d′ + d′′), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

3. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s3 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car (n′, v′) b−→ (n′
2, v

′
2) et s

τ−−→∗
s3

b̄−→ s2 pour une action b de Act. La preuve de ce
sous-cas est identique à celle du sous-cas 1 et n’est donc pas détaillée.

Ceci complète l’étape d’induction et termine la preuve du cas S ∩ Σu(n′) = ∅.
– Cas S ∩ Σu(n′) �= ∅. Nous procédons par induction sur le nombre d’étapes de l’exécu-

tion (9.9).

• CAS DE BASE. Supposons que s ‖ (n′, v′)
ε(d)−−−→S s1 ‖ (n′

1, v
′
1). Ceci implique, entre

autres, que s
ε(d)−−−→S s1, (n′, v′)

ε(d)−−−→S (n′
1, v

′
1) et (n′

1, v
′
1) = (n′, v′ + d). Comme S ∩

Σu(n′) �= ∅, l’état (n′, v′) autorise une action urgente dans l’ensemble S. Ceci entraîne
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que d = 0, et, ainsi, que v′
1 = v′ et s = s1. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′, par définition de

la formule quotient, nous obtenons que (s, v′ : u) |= φ/n′. La définition de R implique
maintenant que

((s ‖ (n′, v′), u), φ) ∈ R

ce que nous voulions montrer.
• ÉTAPE D’INDUCTION. Nous considérons les quatre formes que l’exécution (9.9) peut

prendre.

1. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→ s2 ‖ (n′, v′)
ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car s
τ−−→ s2. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′ et s

τ−−→ s2, la proposition 9.19 implique que
(s2, v

′
2 : u) |= ϕ/n′

2. Par définition de R, il vient que

((s2 ‖ (n′, v′), u), ϕ) ∈ R

Nous pouvons alors impliquer l’hypothèse d’induction à l’exécution

s2 ‖ (n′, v′)
ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u + d), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

2. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→ s1 ‖ (n′
2, v

′
2)

ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car (n′, v′) τ−−→ (n′
2, v

′
2). Comme (n′, v′) τ−−→ (n′

2, v
′
2), il existe une transition e ∈ E(n′, τ),

telle que n′
2 = n′

e, ge(v′) est vrai et v′
2 = [re ← 0]v′. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′, la

définition de la formule quotient ϕ/n′ donne que (s, v′2 : u) |= ϕ/n′
2. Par définition de

R, il vient que
((s ‖ (n′

2, v
′
2), u), ϕ) ∈ R

Nous pouvons maintenant appliquer l’hypothèse d’induction à l’exécution

s ‖ (n′
2, v

′
2)

ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u + d), φ) ∈ R, ce que nous voulions montrer.

3. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′)
ε(d′)−−−−→S s2 ‖ (n′, v′ + d′)
ε(d′′)
=⇒ s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car s
ε(d′)−−−−→S s2, (n′, v′)

ε(d′)−−−−→S (n′, v′+d′) et d = d′+d′′. Comme S∩Σu(n′) �= ∅, l’état
(n′, v′) peut faire une action urgente de l’ensemble S. Ceci entraîne que d′ = 0, et ainsi
que s = s2 et d′′ = d. Nous pouvons donc appliquer l’hypothèse d’induction à l’exécution

s ‖ (n′, v′)
ε(d)
=⇒ s1 ‖ (n′

1, v
′
1) pour montrer que ((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u + d′ + d′′), φ) ∈ R, ce

que nous voulions montrer.
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4. Supposons que l’exécution (9.9) prenne la forme

s ‖ (n′, v′) τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

ε(d)
=⇒S s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

car (n′, v′) b−→ (n′
2, v

′
2) et s

b̄−→ s2 pour une action b de Act. La preuve de ce sous-cas
est identique à celle du sous-cas 1 et n’est donc pas détaillée.

Ceci complète l’étape d’induction et termine la preuve du cas S ∩ Σu(n′) = ∅.
La preuve pour le cas ϕ ≡ ∀∀Sφ est maintenant complète.

➜ Cas ϕ ≡ max(Z, φ). Supposons que

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1) (9.10)

Nous allons montrer que ((s1 ‖ (n′
1, v

′
1), u), φ{max(Z, φ)/Z}) ∈ R par induction sur le

nombre k d’étapes de l’exécution (9.10) auxquelles la deuxième composante participe.
• CAS DE BASE. Si k = 0, alors nous avons que s

τ−−→∗
s1, n′

1 = n′ et v′
1 = v′. Comme

(s, v′ : u) |= ϕ/n′, nous obtenons que

(s1, v
′ : u) |= (φ{max(Z, φ)/Z})/n′

La définition de R entraîne alors que

((s1 ‖ (n′, v′), u), φ{max(Z, φ)/Z}) ∈ R

ce que nous voulions montrer.
• ÉTAPE D’INDUCTION. Supposons le résultat montré pour k0 et que k = k0 + 1. L’exécution

(9.10) est de la forme suivante :

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s3 ‖ (n′, v′)

τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

Nous allons distinguer deux formes possibles pour la transition

s3 ‖ (n′, v′) τ−−→ s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

– Cas (n′, v′) τ−−→ (n′
2, v

′
2) et s3 = s2. Dans ce cas, il y a une transition e ∈ E(n′, τ) telle que

n′
2 = n′

e, v′
2 = [re ← 0]v′ et ge(v′) est vrai. Comme (s, v′ : u) |= ϕ/n′ et s

τ−−→∗
s3, par

définition de la formule quotient ϕ/n′, nous obtenons que (s3, [r ← 0]v′ : u) |= ϕ/n′
2.

Par définition de la relation R, il vient que

(s2 ‖ (n′
2, v

′
2), u), ϕ) ∈ R

Nous pouvons maintenant appliquer l’hypothèse d’induction à l’exécution

s2 ‖ (n′
2, v

′
2)

τ−−→∗
s1 ‖ (n′

1, v
′
1)

pour obtenir que
((s1 ‖ (n′

1, v
′
1), u), φ{max(Z, φ)/Z}) ∈ R

ce que nous voulions montrer.
– Cas (n′, v′) b−−→ (n′

2, v
′
2)) et s3

b̄−−→ s2 où b ∈ Act. La preuve de ce sous-cas est identique à
celle du cas précédent et n’est donc pas détaillée.
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Ceci complète l’étape d’induction et termine la preuve pour le cas ϕ ≡ max(Z, φ).

Ceci complète la preuve de l’implication « Si ».

Implication « Seulement si »

Nous voulons montrer que (s ‖ (n′, v′), u′) |= ϕ implique (s, v′ : u) |= ϕ/n′. Nous avons juste
besoin de montrer que l’environnement ρ défini comme suit pour chaque formule ϕ et pour chaque
état n′

�ϕ/n′�ρ def= {(s, v′ : u) | (s ‖ (n′, v′), u) |= ϕ}

est un post-point fixe de la fonction monotone sur les environnements induite par la définition du
quotient (voir la table 9.16) [Lar90, SI94].
Supposons que (s, v′ : u) ∈ �ϕ/n′�ρ. Nous voulons montrer que l’état (s, v′ : u) est contenu
dans l’interprétation de la partie droite de la formule définissant ϕ/n′ (voir la table 9.16). Nous
procédons par une analyse de cas sur la forme que peut prendre la formule ϕ.

➜ Cas ϕ ≡ ff. Ce cas est évident.

➜ Cas ϕ ≡ φ1 ∧ φ2. Nous allons montrer que

(s, v′ : u) ∈

�
����

(φ1/n′) ∧ (φ2/n′) ∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (ϕ/n′
e))

∧∧
b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge in [b] (re in (ϕ/n′
e)))

�
���� ρ

où �ψ�ρ est l’ensemble des états satisfaisant ψ dans l’environnement ρ. À cette fin, supposons
que s

τ−−→∗
s1. Nous souhaitons montrer que (s1, v

′ : u) ∈ �ψ�ρ, pour chaque formule ψ dans
l’ensemble

{φ1/n′, φ2/n′} ∪
⋃

e∈E(n′,τ)

{ge ⇒ re in (ϕ/n′
e)} ∪

⋃
b∈Act

⋃
e∈E(n′,b)

{ge ⇒ [b] (re in (ϕ/n′
e))}

Par exemple, considérons la formule ψ ≡ ge ⇒ [b] (re in (ϕ/n′
e)), pour une action b et

e ∈ E(n′, b). Supposons que ge(v′) est vrai et que s1
b=⇒

∗
s2. Alors s et (n′, v′) peuvent se

synchroniser sur l’action b entraînant l’exécution suivante à partir de s ‖ (n′, v′) :

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s2 ‖ (n′

e, [re ← 0]v′)

Comme (s ‖ (n′, v′), u) |= φ1 ∧ φ2, il vient par la proposition 9.19 que

(s2 ‖ (n′
e, [re ← 0]v′), u) |= ϕ

Par définition de l’environnement ρ, nous obtenons que (s2, [re ← 0]v′ : u) ∈ �φ/n′
e�ρ. Nous

pouvons donc en conclure que

(s1, v
′ : u) ∈ �ge ⇒ [b](re in (ϕ/n′

e))�ρ
ce que nous voulions montrer. La preuve pour les autres cas pour ψ est semblable à celle que
nous venons de faire, et n’est donc pas détaillée ici.

➜ Cas ϕ ≡ g ∨ φ. La preuve est semblable à celle que nous venons de faire pour ϕ ≡ φ1 ∧ φ2, et
est par conséquence omise.
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➜ Cas ϕ ≡ [a]φ. Nous allons montrer que

(s, v′ : u) ∈

�
����������

[a](φ/n′) ∧
∧

e∈E(n′,a)

(ge ⇒ re in φ/n′
e)

∧∧
e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in ([a]φ)/n′
e)

∧∧
b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in ([a]/φ)/n′
e))

�
����������

ρ

À cette fin, supposons que s
τ−−→∗

s1. Nous voulons montrer que (s1, v
′ : u) ∈ �ψ�ρ, pour

chaque formule ψ dans l’ensemble :

{[a](φ/n′)} ∪
⋃

e∈E(n′,a)

{ge ⇒ re in φ/n′
e} ∪

⋃
e∈E(n′,τ)

{ge ⇒ re in ([a]φ)/n′
e}

∪
⋃

b∈Act

⋃
e∈E(n′,b)

{ge ⇒ [b] (re in ([a]/φ)/n′
e)}

Nous présentons les détails de la preuve pour le cas ψ ≡ ge ⇒ re in φ/n′
e avec e ∈ E(n′, a).

Les autres cas pourraient être traités d’une façon similaire.
Supposons que e ∈ E(n′, a) et ge(v′) est vrai. Alors nous avons que :

s ‖ (n′, v′) a=⇒ s1 ‖ (n′
e, v

′
1)

où v′
1 = [re ← 0]v′. Comme (s ‖ (n′, v′), u′) |= ϕ, nous obtenons que (s1 ‖ (n′

e, v
′
1), u) |= φ.

Par définition de l’environnement ρ, il vient que (s1, v
′
1 : u) ∈ �φ/n′

e�ρ. Nous en concluons
que (s1, v

′ : u) ∈ �re in (φ/n′
e)�ρ, ce que nous voulions montrer.

➜ Cas ϕ ≡ x in φ. Nous voulons montrer que

(s, v′ : u) ∈

�
��������

x in (φ/n′)
∧∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (x in φ)/n′
e)

∧∧
b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge ⇒ [b] (re in (x in φ)/n′
e))

�
��������

ρ

Le cas que nous allons étudier est le cas x in (φ/n′) car pour les autres, la preuve est identique
aux précédentes. Supposons que (s, v′ : u) τ−−→∗

(s1, v
′ : u). Alors, en se synchronisant avec

le deuxième composant, nous avons que : (s, u) ‖ ((n′, v′), u) τ−−→∗
(s1, u) ‖ ((n′, v′), u). Par

hypothèse, (s1, [x ← 0]u) ‖ ((n′, v′), [x ← 0]u) |= φ. Alors (s1, v
′ : [x ← 0]u), φ ∈ �φ/n′�ρ.

Ainsi (s, v′ : u) ∈ �x in (φ/n′)�ρ.

➜ Cas ϕ = ∀∀Sφ. Nous distinguons deux sous-cas, dépendant du fait que S ∩ Σu(n′) = ∅, ou pas.

– Cas S ∩ Σu(n′) = ∅. Nous montrons que si s
ε(d)
=⇒

S∪Σu(n′) s1 avec d ∈ R+, alors

(s1, v
′ + d : u + d) ∈

�
����

φ/n′ ∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (ϕ/n′
e))

∧∧
b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(g2 ⇒ [b] (re in (ϕ/n′
e)))

�
���� ρ

À cette fin, nous montrons que si s1
τ−−→∗

s2, alors (s2, v
′ + d : u + d) ∈ �ψ�ρ, pour chaque

formule ψ apparaissant dans la conjonction du membre droit de l’équation définissant
ϕ/n′.
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Le cas qui est vraiment intéressant et différent des autres cas vus précédemment est

(s2, v
′ + d : u + d) ∈ �φ/n′�ρ

car les preuves pour les autres cas sont celles utilisées pour le cas ϕ ≡ φ1 ∧φ2. Pour traiter
ce cas, nous raisonnons de la manière suivante. Comme S ∩ Σu(n′) = ∅, nous avons que

(n′, v′)
ε(d)−−−→S (n′, v′ +d). En synchronisant cette transition d’attente de l’état (n′, v′) avec

l’exécution
s

ε(d)
=⇒

S∪Σu(n′) s1
τ−−→∗

s2

entraîne que

s ‖ (n′, v′)
ε(d)
=⇒S s2 ‖ (n′, v′ + d))

car la première composante est incapable de se synchroniser avec la deuxième composante
sur des actions urgentes pendant l’attente. Par hypothèse, (s2 ‖ (n′, v′ +d), u+d) |= φ. Par
définition de l’environnement ρ, nous obtenons que (s2, v

′ + d : u + d) ∈ �φ/n′�ρ, ce que
nous voulions montrer.

– Cas S ∩ Σu(n′) �= ∅. Les détails de la preuve sont identiques à ceux du cas ϕ ≡ φ1 ∧ φ2.

➜ Cas ϕ ≡ max(Z, φ). Supposons que s
τ−−→∗

s1. Nous allons montrer que

(s1, v
′ : u) ∈

�
����

(φ{max(Z, φ)/Z})/n′ ∧
∧

e∈E(n′,τ)

(ge ⇒ re in (ϕ/n′
e))

∧∧
b∈Act

∧
e∈E(n′,b)

(ge in [b] (re in (ϕ/n′
e)))

�
���� ρ

À cette fin, supposons que s1
τ−−→∗

s2. Nous voulons montrer que (s2, v
′ : u) ∈ �ψ�ρ où ψ est

l’une des formules de l’ensemble

{(φ{max(Z, φ)/Z})/n′} ∪
⋃

e∈E(n′,τ)

{ge ⇒ re in (ϕ/n′
e)} ∪

⋃
b∈Act

e∈E(n′,b)

{ge ⇒ [b] (re in (ϕ/n′
e))}

Considérons la formule ψ ≡ (φ{max(Z, φ)/Z})/n′. Comme s
τ−−→∗

s2, il vient que

s ‖ (n′, v′) τ−−→∗
s2 ‖ (n′, v′)

Par définition de la relation de satisfaction pour ϕ, nous avons que

(s2 ‖ (n′, v′), u) |= φ{max(Z, φ)/Z}

Par définition de l’environnement ρ, nous obtenons que

(s2, v
′ : u) ∈ �(φ{max(Z, φ)/Z})/n′�ρ

Par conséquence, (s2, v
′ : u) ∈ �(φ{max(Z, φ)/Z})/n′�ρ, c’est ce que nous souhaitions obte-

nir.

Pour tous les autres cas de ψ, la preuve est similaire à celle pour ϕ ≡ φ1 ∧ φ2 à cause de la
proposition 9.19.

La preuve de l’implication « Seulement si » est maintenant complète.
La preuve du théorème 9.36 est maintenant terminée. �



Chapitre 10

Une étude de cas : le protocole PGM

Ce chapitre est paru dans un rapport du projet RNRT Calife (sous-projet 4, « Techniques d’abstrac-
tion ») [BBP01].

Le travail que nous présentons dans ce chapitre est de nature complémentaire par rapport aux
travaux effectués jusqu’à présent. En effet, dans ces derniers, nous avons proposé des modèles et
des algorithmes pour faire du model-checking, mais nous avons toujours supposé que le modèle
du système réel était créé. Cependant, en pratique, comme nous l’avons dit dans le chapitre in-
troductif 1, les systèmes que l’on cherche à vérifier doivent être modélisés avant de pouvoir être
vérifiés. Dans ce cadre, nous présentons ici une modélisation d’un protocole de communication,
le protocole PGM (ce qui signifie Pragmatic Multicast Protocol), que nous avons faite dans le cadre
du projet RNRT Calife1. Nous présentons ensuite les expériences conduites avec l’outil UPPAAL.

Nous avons décidé de modéliser ce protocole de manière à pouvoir l’implémenter dans l’outil
UPPAAL (voir la partie 7.3.4 et le chapitre 9), nous justifierons ce choix dans la partie 10.2. La
présentation de ce travail va se découper en plusieurs parties : nous commençons par décrire
le protocole PGM en expliquant quelles sont les simplifications et hypothèses que nous allons
faire dans notre modélisation. Nous décrivons aussi quelles sont les propriétés que nous allons
vérifier. Ensuite, nous proposons notre modélisation de PGM en décrivant précisément comment
nous modélisons les différents composants du protocole. Nous décrivons ensuite quelles sont les
simulations et les vérifications que nous avons faites avec l’outil UPPAAL et nous présentons nos
résultats. Nous terminerons par quelques remarques ainsi qu’un bilan de ce travail.

10.1 Description informelle du protocole

Ce protocole est commercialisé, nous pouvons par exemple citer l’adresse

http ://www.cisco.com/warp/public/cc/pd/iosw/tech/_fr_xcst_ds.htm

où le protocole PGM est présenté de la manière suivante :

1Le but du projet Calife est de construire un prototype pour un outil de vérification, alliant à la fois preuve formelle,
model-checking et génération de test pour les protocoles de communication. La page web du projet se trouve à l’adresse
suivante :

http ://www.loria.fr/projets/calife
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«
– Protocole de transport multipoint fiable pour les applications exigeant une livraison ordon-

née, sans doublons et multipoint des données à partir de plusieurs sources et vers plusieurs
destinataires

– Assure que le destinataire d’un groupe multipoint reçoit soit tous les paquets de données
transmis et retransmis, ou qu’il peut détecter la perte irrémédiable de paquets

– Conçu pour les applications multipoint avec des exigences de base en matière de fiabilité
»

Plusieurs autres descriptions de PGM peuvent être trouvées sur Internet.

En ce qui nous concerne, la spécification de PGM nous a été fournie sous la forme d’un cahier
des charges de 115 pages [Spe01] qui décrit avec précisions le protocole. Certaines propriétés que
doit vérifier ce protocole sont aussi indiquées.

10.1.1 Ce que fait PGM

PGM est un protocole de communication multicast. La topologie d’un réseau dans PGM est un
graphe avec des nœuds qui sont soit des sources, soit des nœuds de réseau, soit des destinataires.

La source cherche à envoyer des données (supposées ordonnées) aux différents destinataires via
le réseau supposé non fiable. Certaines données peuvent être perdues, il faut donc mettre en place
une stratégie de recouvrement de ces données.

Les données envoyées par la source sont appelées des ODATA, pour Original DATA. La source en-
voie ces ODATA aux destinataires en suivant l’arborescence du réseau. Certaines données peuvent
être perdues lors de leur transmission au niveau des nœuds de réseau.

Lorsque la source cesse d’envoyer des données pendant un certain temps, elle adresse aux desti-
nataires des informations sur sa fenêtre de transmission, c’est-à-dire sur l’ensemble des données
qu’elle a en mémoire et qu’elle est donc capable de renvoyer en cas de perte. Ces informations
sont appelées des SPM, pour Source Path Messages. Elles permettent aux destinataires d’être en
permanence au courant de l’état de la source.

La détection d’une perte de donnée se fait au niveau des destinataires soit à la réception d’une
donnée, soit à la réception d’un SPM. Un destinataire peut détecter une perte de données grâce
au fait que les données sont ordonnées : s’il reçoit une donnée dont le numéro est strictement
supérieur à celui des données précédemment reçues, cela signifie qu’une ou plusieurs données
intermédiaires ont été perdues ; s’il reçoit un SPM lui indiquant que la fenêtre de transmission de
la source a avancé alors qu’il n’a pas reçu les données correspondantes, alors cela signifie qu’une
ou plusieurs données ont été perdues.

Lorsque le destinataire détecte une perte de donnée, il envoie à son père dans le réseau un NAK
(Negative AcKnowledgement) qui le transmet à son propre père, etc... jusqu’à la source. Ceci est
réalisé grâce à la création au niveau de chaque nœud de réseau d’un « état de réparation ». Cette
structure permet de garder en mémoire quels sont les RDATA en attente, de temporiser l’envoi des
NAK et de recevoir les NCF (Negative ConFirmation) que le père envoie pour indiquer qu’il a bien
reçu la demande de réparation.

À la réception d’un NAK, la source, si elle le peut, renvoie aux destinataires la donnée correspon-
dante (elle est alors dite réparée, c’est ce que nous appelons une RDATA, comme Repair DATA).
La source ne peut pas toujours envoyer des réparations car elle possède une fenêtre de trans-
mission qui contient une quantité bornée de données (une mémoire finie), donc si la demande
de réparation d’une donnée arrive trop tard, il se peut que la source n’ait plus ladite donnée en
mémoire.
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Spécificité de PGM. Le destinataire n’envoie un « accusé de réception » qu’en cas de perte (envoi
des NAK), il n’envoie pas d’accusé de réception positif pour dire « j’ai bien reçu telle donnée », ce
qui évite l’explosion du nombre d’accusés de réception qui se propagent dans le réseau.

Nous n’allons pas modéliser exactement le protocole PGM tel que décrit précédemment, mais nous
allons faire au préalable quelques hypothèses simplificatrices.

10.1.2 Hypothèses simplificatrices

Nous faisons principalement deux hypothèse simplifatrices, la première sur la topologie du réseau
et la seconde sur les pertes au niveau du réseau.

Topologie du réseau. Nous ne prenons en compte qu’une seule source. La topologie du réseau
est invariante pendant une session. Le réseau a une forme d’arbre avec trois types de nœuds :

– la racine de l’arbre, appelée la source,
– les feuilles de l’arbre, appelées les destinataires,
– tous les autres nœuds de l’arbre, appelés les nœuds de réseau.

Pertes. Seules les (O/R)DATA peuvent être perdues, pas les NAK. Ceci entraîne en particulier les
simplifications suivantes :

– Les nœuds de réseau et la source n’envoient pas d’accusé de réception des NAK (appelés NCF
comme NAK ConFirmation), ceci n’étant pas nécessaire car les NAK sont supposés ne pas se
perdre dans le réseau.

– Seul l’envoi d’un NAK est nécessaire lors de la détection d’une perte de données, il n’y a pas
besoin d’en envoyer à une fréquence régulière.

– Pas de création d’états de réparation au niveau des nœuds de réseau.

10.1.3 Rôle des différents composants

Le protocole (simplifié) peut alors être schématisé comme sur la figure 10.1.

Receiver

Transmission

Source

NAK

NAK

O/RDATA
SPM

O/RDATA
SPM

. . .. . .

Figure 10.1: Schéma décrivant le protocole PGM

Nous allons plus précisément décrire le rôle des différents composants du réseau.
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La source.

La source possède une fenêtre de transmission (TXW pour Transmit Window) qui garde en mé-
moire les numéros de toutes les données qu’elle conserve dans cette fenêtre et qu’elle peut donc
encore envoyer. Cette fenêtre de transmission se déplace au fur et à mesure de l’envoi des données.
La stratégie de déplacement de la fenêtre de transmission n’est pas fixée par le protocole.
La source envoie (avec une fréquence qui ne dépasse pas une certaine fréquence maximale) des
données originales (ODATA) aux destinataires via le réseau. Juste après avoir envoyé une ODATA,
elle envoie sur le réseau les informations sur sa fenêtre de transmission (SPM). Lorsque l’envoi de
données est en veille, elle envoie seulement les informations sur sa fenêtre de transmission (SPM).
Elle peut aussi recevoir de ses fils des accusés de réception négatifs (NAK), ce qui signifie que l’un
au moins des destinataires a perdu la donnée correspondant à ce NAK. À la réception d’un NAK,
si la donnée correspondante est toujours dans sa fenêtre de transmission, la source retient qu’elle
devra envoyer une donnée réparée (RDATA) pour la donnée correspondant au NAK reçu. La source
envoie indifféremment des ODATA ou des RDATA. Avant de modifier sa fenêtre de transmission, la
source envoie toutes les RDATA en attente pour éviter au maximum des pertes de données.

Un destinataire.

Un destinataire possède une fenêtre de réception qui représente l’ensemble des données dont le
statut n’est pas fixé (données détectées comme perdues mais pas encore recouvrées par exemple
ou bien données d’indice plus grand que celui d’une donnée perdue). Un destinataire a deux rôles
principaux : d’une part il reçoit des (O/R)DATA et des SPM et d’autre part il envoie des NAK
lorsqu’il détecte une perte de données.
Une perte de donnée est détectée dans les deux cas suivants :
– réception d’une donnée d’indice i telle qu’au moins une donnée d’indice j < i n’a pas été reçue,
– réception d’un SPM indiquant que la borne supérieure de la fenêtre de transmission est stricte-

ment supérieure à la plus grande donnée reçue.

Un nœud de réseau.

Il retransmet les (O/R)DATA de la racine vers les feuilles en pouvant perdre occasionnellement
certaines des données (la fréquence de perte n’est pas précisée). Il retransmet aussi les NAK de
bas en haut sans perte d’information.

10.1.4 Les propriétés à vérifier

Nous nous sommes intéressés aux deux propriétés fondamentales suivantes :

1. Pour toute donnée, le destinataire sait si elle est reçue ou s’il ne la recevra jamais (c’est la
propriété qui est demandée dans [Spe01]). Nous appellerons cette propriété Info-perte.

2. Chaque donnée détectée comme étant perdue est recouvrée. C’est une propriété plus forte
et plus intéressante que la précédente. On appellera cette propriété Pas-de-perte.

10.2 La modélisation du protocole PGM

Une modélisation de PGM reflétant fidèlement la description ci-dessus nécessiterait l’utilisation
d’un grand nombre d’objets non bornés. Or ces structures de données rendent la vérification très
difficile, voire indécidable. Nous allons donc abstraire le protocole en utilisant des structures bor-
nées, pour obtenir un modèle implémentable dans UPPAAL (voir la partie 7.3.4 pour une descrip-
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tion des algorithmes de UPPAAL et des références et voir le chapitre 9 pour une description précise
du modèle « à la UPPAAL »).
Comme les NAK ne sont pas perdus, nous pouvons supposer qu’ils ne passent pas dans les nœuds
de réseau mais qu’ils se transmettent directement du destinataire à la source. Nous schématisons
cette simplification comme à la figure 10.2.

Receiver

Transmission

Source

NAK

O/RDATA
SPM

O/RDATA
SPM

. . .. . .

Figure 10.2: Schéma de la modélisation de PGM

Pour modéliser une séquence d’instructions qui doivent se faire de manière instantanée, nous
utiliserons les Committed Locations d’UPPAAL. Si un état d’un automate est « committed », ce
qui est noté par C sur les dessins, ceci signifie que lors d’une exécution, il faut immédiatement
quitter cet état. Par exemple, supposons que nous souhaitions effectuer les instruction i1, i2 et i3
de manière séquentielle mais instantanée. Une solution est de représenter ceci par un automate
comme celui qui suit :

C C
i1 i2 i3

Si l’instruction i1 est exécutée, alors tout de suite après, les instructions i2 puis i3 seront aussi
exécutées, indépendamment de ce que font les autres automates de la composition parallèle.

UPPAAL ne permet pas la manipulation de files de communication entre les différents automates.
Pour pouvoir représenter les files de communication, nous utilisons les canaux de communication
proposés dans UPPAAL et nous utilisons des variables partagées pour communiquer les informa-
tions de composant en composant.

Nous utilisons aussi des variables entières bornées et des tableaux. Les variables entières (bornées)
vont nous servir à stocker ou/et à transmettre toutes les informations sur ce qui circule dans le
réseau (données, accusés de réception). Les tableaux vont nous servir essentiellement à abstraire
les files non bornées dont nous aurions besoin pour représenter les files de communication et les
fenêtres de réception.

Nous utilisons aussi bien entendu les horloges pour temporiser les envois et les transmissions de
données sur le réseau, elles vont être principalement utilisées au niveau des nœuds de réseau.
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10.2.1 Modélisation de la source

Nous modélisons la fenêtre de transmission par deux variables, txw_trail et txw_lead, qui cor-
respondent respectivement au numéro de la plus petite donnée qui se trouve dans la fenêtre de
transmission et à la plus grande donnée qui se trouve dans cette même fenêtre de transmission.
La stratégie de déplacement de la fenêtre de transmission que l’on choisit est la suivante : elle
a une taille maximale, qui correspond au paramètre TXW_SIZE, et lorsqu’elle est pleine, nous en-
voyons toutes les RDATA qui sont en attente et nous déplaçons la fenêtre de transmission (en la
translatant). L’état de cette fenêtre peut être représenté par le schéma suivant :

≤ TXW_SIZE

0 txw_trail txw_lead

A chaque instant, nous avons txw_lead – txw_trail ≤ TXW_SIZE. Nous décalons la fenêtre de
transmission de TXW_ADVANCE lorsque txw_lead – txw_trail = TXW_SIZE et lorsque nous souhai-
tons envoyer une nouvelle ODATA.

La source communique avec les nœuds du réseau qui sont juste en dessous via les canaux de
synchronisation src_send_data (envoi d’une (O/R)DATA) et src_send_spm (envoi d’un SPM) et
grâce aux variables partagées src_sqn (numéro de la donnée envoyée), src_trail (borne infé-
rieure de la fenêtre de transmission) et src_lead (borne supérieure de la fenêtre de transmission).
Il n’y a pas de priorité entre l’envoi d’une ODATA ou d’une RDATA sauf lorsque la fenêtre de trans-
mission est pleine, auquel cas l’envoi des RDATA est prioritaire sur l’envoi d’une nouvelle ODATA.

La source communique aussi avec les destinataires via le canal src_receive_nak (réception d’un
NAK) grâce à la variable partagée nak (numéro du NAK). À la réception d’un NAK, la source le
garde en mémoire dans le tableau rdata, ce qui lui permet de savoir quelles sont les données
qu’elle devra envoyer en réparation ultérieurement (RDATA).

Notre modélisation de la source est représentée sur la figure 10.3 à la page 230.

10.2.2 Modélisation d’un destinataire

Nous représentons la fenêtre de réception par un tableau circulaire statut qui a une taille bornée
(par le paramètre SIZE_STATUT). Deux numéros de données sont retenus : max_recu qui repré-
sente la plus grande donnée reçue et max_statut_ok qui représente la plus grande donnée pour
laquelle nous sommes sûrs de l’état (reçue, perdue). Une case du tableau statut est dans l’un des
trois états :

– état 0 si la case n’est pas occupée,
– état 1 s’il va falloir envoyer un NAK,
– état 2 si la donnée correspondante a bien été reçue.

≤ SIZE_STATUT

max_statut_ok max_recu

2 00 1
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Les deux indices index_max_statut_ok et index_max_recu permettent de savoir à quelle case du
tableau correspondent les données max_statut_ok et max_recu.

À la réception d’une donnée d, que devons-nous faire ?

1. si d ∈ ]max_statut_ok; max_statut_ok + SIZE_STATUT], il faut indiquer dans le tableau
statut que la donnée d est reçue. Si les premières cases de statut sont dans l’état 2, il faut
décaler le pointeur max_statut_ok (ainsi que index_max_statut_ok, évidemment).

2. si d ≤ max_statut_ok, il n’y a rien à faire.

3. si d > max_statut_ok + SIZE_STATUT, nous décalons la fenêtre statut pour que d soit la
plus grande donnée retenue par statut. Nous mettons à jour max_recu et il faut décaler
max_statut_ok pour redimensionner à la taille SIZE_STATUT. C’est là que nous voyons si
certaines données sont définitivement perdues.

À la réception d’un SPM (rec_trail,rec_lead), que faire ?

1. si rec_lead > max_recu, alors, comme dans le cas 3. précédent, il faut décaler la fenêtre
statut.

2. si rec_trail > max_statut_ok+1, alors il faut décaler le max_statut_ok car les données
qui sont inférieures au rec_trail ne peuvent plus être recouvrées et sont donc définitive-
ment perdues.

Un destinataire communique avec son nœud père via les canaux rec_receive_data (réception
d’une donnée) et rec_receive_spm (réception d’un SPM) grâce aux variables rec_sqn (numéro
de la donnée qui arrive), rec_trail (borne inférieure de la fenêtre de transmission de la source)
et rec_lead (borne supérieure de la fenêtre de transmission de la source).

Comme nous l’avons déjà vu au niveau de la modélisation de la source, les destinataires commu-
niquent avec la source via le canal src_receive_nak grâce à la variable partagée nak. Ils doivent
aussi être capables de détecter les pertes de données éventuelles et envoyer des NAK si une donnée
perdue est détectée.

La partie « réception de données et de SPM » d’un destinataire peut se modéliser par l’automate
de la figure 10.4 à la page 231. La partie « envoi de NAK » peut se modéliser par l’automate de la
figure 10.5 à la page 232.

Un destinataire résulte donc de la composition parallèle des deux automates précédents. Ces deux
automates ne communiquent en fait pas et agissent de manière indépendante.

10.2.3 Modélisation d’un nœud de réseau

Un nœud retransmet les envois de (O/R)DATA et de SPM. Il temporise aussi les envois de données
(il y a un paramètre, MAX_DATA_DELAI, qui « impose » un délai de transmission pour les données
et un paramètre, SPM_DELAI, qui « impose » un délai de transmission pour les SPM). C’est aussi
à ce niveau que nous imposons l’envoi d’un SPM après chaque envoi de (O/R)DATA. La période
d’envoi des SPM est entre MIN_PERIODE_SPM et MAX_PERIODE_SPM.
C’est au niveau d’un nœud de réseau que les pertes de données sont modélisées. Ici, la straté-
gie de perte de données borne le nombre maximal de données perdues « en même temps » par
MAX_NB_ERROR. En effet, l’utilisation de structures bornées (tableaux de taille fixée) pour la source
et le destinataire impose une borne au nombre d’erreurs. Par contre, l’envoi des NAK court-circuite
ce module de transmission. L’automate de la figure 10.6 de la page 235 est le modèle d’un nœud de
réseau lorsque nous avons deux destinataires. Si nous voulons rajouter des destinataires, il suffit
de rajouter quelques transitions pour « brancher » les destinataires supplémentaires.
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Figure 10.3: Modélisation de la source
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Figure 10.4: Modélisation d’un destinataire (1)
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Figure 10.5: Modélisation d’un destinataire (2)
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Le nœud de réseau se synchronise d’une part avec la source via les canaux src_send_data et
src_send_spm et d’autre part avec les destinataires via rec_receive_data et rec_receive_spm.

10.3 Simulation et vérification

Nous avons implémenté ce modèle dans l’outil UPPAAL (UPPAAL2k 3.2.4 plus précisément). Les
destinataires ont été implémentés comme des « templates » dans UPPAAL. Chaque destinataire est
donc une instanciation de ce template.
Nous allons voir que les deux propriétés que nous voulons tester s’expriment toutes les deux
aisément par une formule d’accessibilité, elles sont donc exprimables dans le langage de model-
checking d’UPPAAL.

Dans la partie 7.1.2, nous avons vu qu’il était possible d’exprimer des propriétés d’accessibilité
grâce à des formules du genre EFϕ qui signifie qu’il existe un chemin qui mène à un état où ϕ

est vrai. En UPPAAL, il est possible d’écrire ce genre de propriété dès que ϕ ne contient pas d’opé-
rateurs temporels (il n’est par contre pas possible d’imbriquer les opérateurs temporels comme
AGEFψ). Par exemple, si Node est un état de l’automate Source, alors la formule EFSource.Node
signifie que nous pouvons atteindre l’état Node de l’automate Source. Nous pouvons aussi tester
l’accessibilité d’un état avec des précisions sur la valeur des horloges. Par exemple, pour tester que
nous pouvons arriver dans l’état Node de Source avec une valeur de x inférieure à 3, nous pouvons
écrire EF(Source.Node and x<3).

10.3.1 Les paramètres des simulations

Nous avons effectué plusieurs expériences en affectant différentes valeurs aux paramètres cités
ci-avant. Nous les récapitulons dans le tableau 10.7. Les paramètres globaux du protocole ainsi
que les paramètres de taille seront fixés pour toutes les expériences. Par contre, les paramètres de
temps vont changer de valeurs lors des différentes expériences, c’est pour cette raison que nous
avons mis un « ? » dans les cases qui leur correspondent.

Les deux parties qui suivent récapitulent les expériences effectuées en précisant les valeurs des
paramètres, les options d’UPPAAL utilisées, le temps et la mémoire pris par la vérification (en
utilisant une station Sun Ultra 220R, 2x450 MHz CPU, 2048 MB RAM sous Solaris 8).
Juste après avoir exposé les résultats, nous discutons des résultats obtenus.

10.3.2 Vérification de la propriété « Info-perte »

La propriété Info-perte se teste grâce à un « observateur extérieur » qui regarde si la fenêtre du
destinataire (statut) correspond à la fenêtre de transmission ou bien si elle est en décalage.
L’automate que nous ajoutons est très simple :

Error

max_statut_ok+1<txw_trail,
tic>ERROR_DELAI

L’horloge tic est une horloge qui est remise à zéro à chaque fois que le destinataire remet son
tableau statut à jour. La valeur du paramètre ERROR_DELAI n’est pas fixée en avance, c’est une
valeur que nous allons faire varier lors de nos expérimentations.
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PARAMÈTRES GLOBAUX DU PROTOCOLE

Nombre de destinataires 2
Nombre de nœuds de réseau 1

PARAMÈTRES DE TAILLE

Nombre de données que la source peut envoyer MAX_NB_DATA 10
Nombre de RDATA qui peuvent être en attente MAX_NB_RDATA 2

Nombre d’erreurs que nous pouvons gérer en même temps MAX_NB_ERROR 2
Taille de la fenêtre de réception SIZE_STATUT 3

Taille de la fenêtre de transmission TXW_SIZE 5
Décalage de la fenêtre de transmission TXW_ADVANCE 2

PARAMÈTRES DE TEMPS

Délai de transmission des SPM SPM_DELAI ?
Période inf d’envoi des SPM MIN_PERIODE_SPM ?
Période sup d’envoi des SPM MAX_PERIODE_SPM ?

Borne inf du délai de transmission des données MIN_DATA_DELAI ?
Borne sup du délai de transmission des données MAX_DATA_DELAI ?

Période d’envoi des données MIN_PERIODE_DATA ?
Période d’envoi des NAK PERIODE_NAK ?

Tableau 10.7: Paramètres des expériences

Si obs est le nom de cet automate, la propriété s’exprime alors par la formule :

EF(obs.Error)

En effet, la propriété « une donnée est définitivement perdue mais le destinataire ne le sait pas »
s’exprime exactement par le fait que max_statut_ok+1 < txw_trail avec la propriété temporisée
que la valeur de l’horloge tic est supérieure à la valeur du paramètre ERROR_DELAI.

Le tableau 10.8 résume les expériences faites pour cette propriété (pour cause de problèmes de
mémoire, les expériences faites se restreignent à un seul destinataire).

Le seul paramètre que nous faisons varier ici est le paramètre ERROR_DELAI. Il correspond au temps
laissé au destinataire pour mettre sa fenêtre à jour. Les expériences effectuées laissent apparaître
une valeur de seuil, 9, au-delà de laquelle la fenêtre de réception est en accord avec la fenêtre de
transmission. En effet, avoir le résultat « Vrai » à la vérification signifie qu’à un moment donné, la
connaissance du destinataire ne correspond pas à l’état de la fenêtre de transmission, même après
une attente de ERROR_DELAI unités de temps. Par contre, quand le résultat de la vérification est
« Faux », cela signifie que la connaissance de la fenêtre est à jour par rapport à ce que valait la
fenêtre de transmission ERROR_DELAI unités de temps auparavant.

Remarque : En regardant le tableau 10.8, deux points doivent être soulignés. Tout d’abord, plus
le paramètre ERROR_DELAI croît vers la valeur « critique » 9, plus la vérification prend du temps
et plus il y a besoin de mémoire. UPPAAL permet d’utiliser l’approximation par enveloppe convexe
pour accélérer les calculs de son analyse en avant (voir la partie 7.2.1). Cependant, cette ap-
proximation calcule un ensemble d’états strictement plus grand que l’ensemble des états vraiment
accessibles. La réponse du model-checker n’est alors a priori correcte que dans le cas où l’état testé
n’est pas atteignable. C’est pour cette raison que nous ne l’avons utilisée qu’au delà de la « valeur
critique » 9. Pour cette valeur, nous avons réalisé les calculs sans approximation et avec l’approxi-
mation par enveloppe convexe. Nous constatons que les calculs ont vraiment été plus efficaces
dans le second cas.
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Figure 10.6: Modélisation d’un nœud de réseau
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Il ressort donc des expériences que le destinataire s’aperçoit toujours de la perte de données, mais
avec un peu de retard sur le déplacement de la fenêtre de transmission. La valeur 9 correspond
au temps de réaction du réseau, c’est à dire au temps qu’il faut pour que toute l’information sur la
fenêtre de transmission soit passée de la source aux destinataires.

10.3.3 Vérification de la propriété « Pas-de-perte »

La propriété Pas-de-perte est plus contraignante, puisqu’elle vise à certifier que tout destinataire
reçoit toutes les données, sans aucune perte. Pour étudier cette propriété, nous retirons l’automate
obs (qui sert seulement à tester la propriété Info-perte), ainsi que le paramètre ERROR_DELAI. La
propriété Pas-de-perte peut s’exprimer par la formule

EF(receiver1.test==1)

dans le cas d’un seul destinataire et par

EF(receiver1.test==1 or receiver2.test==1)

dans le cas de deux destinataires.
En effet, la variable test de l’automate receiver devient égale à 1 si, lors de la mise à jour du
tableau statut, nous devons incrémenter max_statut_ok alors que la donnée qui manquait et qui
correspondait à max_statut_ok + 1 n’a pas été reçue. Nous constatons donc que la formule pré-
cédente correspond bien à la propriété souhaitée sauf pour les 5 dernières données : 5 représente
ici la taille du tableau statut, c’est à dire la valeur du paramètre SIZE_STATUT. Nous ferons une
remarque sur ce point juste après avoir présenté les résultats expérimentaux.

Nous effectuons des vérifications dans le cas d’un seul destinataire et dans le cas de deux destina-
taires. Le récapitulatif des résultats se trouve dans les deux tableaux 10.9 et 10.10.

Tous ces résultats font apparaître deux problèmes, liés aux paramètres du protocole, mais indé-
pendants de notre modélisation.

– En analysant les deux tableaux 10.9 et 10.10, nous voyons que si l’envoi de NAK n’est pas assez
rapide (paramètre PERIODE_NAK) par rapport à l’envoi des données au niveau de la source (para-
mètre MIN_PERIODE_DATA), la propriété Pas-de-perte n’est plus vérifiée, alors que si l’envoi des
NAK est plus rapide, cette propriété est vérifiée (résultats des deux tableaux précédents). Donc,
si la source peut envoyer ses données à une fréquence trop importante, il peut arriver qu’elle se
méprenne sur ce que connaissent les destinataires. Imaginons qu’elle envoie une RDATA, celle-ci
est donc enlevée du tableau rdata. Si cette RDATA est à nouveau perdue, la source a pu décaler,
entre temps, sa fenêtre de transmission, pensant que les destinataires avaient reçu cette RDATA.
Le NAK correspondant à cette perte de RDATA va arriver trop tard. Il est donc important que la
fréquence d’envoi des données ne soit pas trop grande (par rapport à la vitesse d’envoi des NAK
par les destinataires).

– En cherchant à modéliser la propriété Pas-de-perte, nous avons constaté un petit problème
au niveau de la source. Les RDATA peuvent rester en attente trop longtemps au niveau de la
source : par exemple, lorsque la source cesse d’envoyer des ODATA, rien ne l’oblige à envoyer les
dernières RDATA qui sont dans rdata), donc le destinataire peut ne jamais recevoir les données
réparées qu’il a demandées. Il faudrait alors « forcer » la source à envoyer les RDATA. C’est
pour cette raison que la formule EF(receiver.test==1) teste seulement de façon partielle
la propriété que nous souhaiterions voir vérifiée par le système : il se peut que les dernières
données demandées en réparation ne soient jamais envoyées aux destinataires car la source n’a
pas besoin de décaler sa fenêtre de transmission (s’il n’y a plus d’envoi de ODATA par exemple).
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Tableau 10.8: Résultat des expériences pour la propriété Info-perte
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Tableau 10.9: Résultats des expériences pour la propriété Pas-de-perte, un seul destinataire
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Enfin, il faut bien noter que les vérifications ont été effectuées en donnant aux différents para-
mètres des valeurs peu élevées car, déjà pour ces faibles valeurs, nous avons été confrontés à des
problèmes de mémoire et de temps de vérification très importants. Cependant, même avec ces
petites valeurs des paramètres, nous avons pu détecter deux problèmes dans le protocole.

10.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons modélisé à partir d’un cahier des charges un protocole réel de commu-
nication. Nous avons alors vérifié deux propriétés fondamentales avec l’outil de model-checking
UPPAAL.

La modélisation simplifiée de PGM que nous proposons utilise naturellement des horloges, des va-
riables bornées et des tableaux. C’est la raison pour laquelle nous avons choisi l’outil UPPAAL pour
l’implémenter car c’est, à notre connaissance, le seul outil vérifiant des systèmes temporisés qui
offre ces structures de données. D’autre part, les modules de simulation et d’interface graphique
d’UPPAAL se sont avérés très utiles lors de la phase de modélisation. Ils ont permis une étape inter-
médiaire de test du modèle, pour vérifier que les automates choisis correspondaient bien à ce que
nous souhaitions modéliser. Une adaptation avec des variables non bornées pourrait bien sûr être
envisagée dans HYTECH, mais avec un risque d’aggravation des problèmes d’espace mémoire.

Ce travail nous a donc permis d’être confrontés à des problèmes de vérification beaucoup plus pra-
tiques. Nous avons construit un modèle à partir d’un cahier des charges. Notons que la modélisa-
tion que nous avons faite n’a strictement rien à voir avec celle réalisée par Yijia Chen dans [Che01].
Cette modélisation est très proche du protocole réel et utilise plusieurs files pour représenter les
canaux de communications entre les différents composants. Elle était donc difficilement implé-
mentable dans un des outils existants. C’est pour cette raison que nous ne l’avons pas utilisée pour
réaliser ce travail.

Le problème de l’explosion combinatoire que nous avions évoqué dans le chapitre 1 est apparu
assez clairement dans cette étude (voir par exemple le tableau 10.10 à la page 240).



240 Chapitre 10. Une étude de cas : le protocole PGM

D
eu

x
de

st
in

at
ai

re
s.

(1
72

80
ét

at
s

de
co

nt
rô

le
da

ns
le

pr
od

ui
t

sy
nc

hr
on

is
é,

6
ho

rl
og

es
,1

3
pa

ra
m

èt
re

s,
36

va
ri

ab
le

s
bo

rn
ée

s
de

2
à

10
)

Le
s

pa
ra

m
èt

re
s

de
te

m
ps

au
tr

es
qu

e
PE

RI
OD

E_
NA

K
et

MI
N_

PE
RI

OD
E_

DA
TA

so
nt

fix
és

po
ur

to
ut

es
le

s
ex

pé
ri

en
ce

s.
Vo

ilà
le

ur
s

va
le

ur
s

:

SP
M_

DE
LA

I
1

MI
N_

DA
TA

_D
EL

AI
2

MA
X_

DA
TA

_D
EL

AI
3

MI
N_

PE
RI

OD
E_

SP
M

3
MA

X_
PE

RI
OD

E_
SP

M
5

N
os

ré
su

lt
at

s
so

nt
al

or
s

pr
és

en
té

s
da

ns
le

ta
bl

ea
u

su
iv

an
t

:

PE
RI

OD
E_

NA
K

3
3

3
3

MI
N_

PE
RI

OD
E_

DA
TA

1
2

3
4

R
ép

on
se

V
ra

i
V

ra
i

Fa
u

x
Fa

u
x

O
pt

io
ns

ut
ili

sé
es

B
re

ad
th

-fi
rs

t
A

ct
iv

e-
cl

oc
k

re
du

ct
io

n

B
re

ad
th

-fi
rs

t
A

ct
iv

e-
cl

oc
k

re
du

ct
io

n
C

on
ve

x-
hu

ll
ap

pr
ox

im
at

io
n

Te
m

ps
(e

n
s)

M
ém

oi
re

(e
n

K
B

)
47

43
12

39
83

2
57

75
14

02
20

0
91

8
63

06
08

93
9

59
74

40

N
ot

on
s

l’é
no

rm
e

pl
ac

e
m

ém
oi

re
(e

t
le

te
m

ps
as

se
z

im
po

rt
an

t)
qu

’o
nt

né
ce

ss
it

é
le

s
de

ux
pr

em
iè

re
s

ex
pé

ri
en

ce
s.

..

Tableau 10.10: Résultats des expériences pour la propriété Pas-de-perte, deux destinataires
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Chapitre 11

Conclusion et perspectives

L’objectif principal de ce travail était de participer au développement de modèles et d’algorithmes
pour le model-checking des systèmes temporisés. Nous allons faire un bilan « diagonal » de ce
travail, pour ne pas reprendre linéairement les chapitres un par un. Cette conclusion « complète »
donc toutes celles présentées à la fin de chaque chapitre. Mes contributions peuvent par exemple
se récapituler comme suit :

À la recherche d’un socle théorique solide pour les systèmes temporisés. Dans le cadre non
temporisé, les langages formels reconnaissables forment une base théorique solide, ce qui en fait
un modèle robuste, utilisable pour de nombreuses applications. Cherchant à proposer une base
théorique aussi solide pour les systèmes temporisés, nous avons défini la notion de langages de
données, une extension des langages temporisés. Dans ce nouveau cadre, nous avons alors proposé
plusieurs formalismes équivalents :
– un formalisme algébrique à base de monoïdes (chapitre 5),
– une notion naturelle d’automates utilisant un nombre fini de registres (chapitre 5),
– un langage logique basée sur la logique monadique du second ordre avec des prédicats supplé-

mentaires, appelés des prédicats de données (chapitre 6).
Ces différentes approches nous semblent très intéressantes et nous permettent de commencer à
faire un rapprochement avec le cadre non temporisé. Notons qu’en outre, les expressions ration-
nelles telles que nous les avons définies dans le cadre temporisé (chapitre 4) semblent pouvoir
être modifiées pour venir renforcer encore notre modèle. Tout ceci peut se résumer dans le ta-
bleau 11.1.
Les travaux que nous avons entamés dans ce domaine doivent être poursuivis : des sous-classes
des langages de données reconnus (grâce à l’un des formalismes précédents) peuvent être natu-
rellement définies, par exemple les langages de données apériodiques qui sont des langages de
données reconnus grâce au formalisme algébrique par des monoïdes apériodiques. Il nous semble
très important d’étudier ces langages, car, dans le cadre des langages formels, ceux-ci possédaient
une mine de propriétés très intéressantes (équivalence avec la logique du premier ordre, avec la
logique du temps linéaire, les langages sans étoile, etc...).

Les automates temporisés avec mises à jour, de la théorie à l’algorithmique. Nous avons
défini et étudié de manière approfondie une extension des automates temporisés, les automates
temporisés avec mises à jour. De larges classes de ce modèle ont alors été montrées décidables.
La frontière entre les sous-classes décidables et les sous-classes indécidables ont été dessinées
avec précision (chapitre 3). Nous avons alors prouvé que les sous-classes décidables n’étaient pas
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Langages formels Langages de données

Automates finis
Automates de données

(chapitre 5)

Expressions rationnelles Adaptation des résultats
du chapitre 4

Caractérisation logique
MSO(<), LTL

Logique basée
sur MSO(<)
(chapitre 6)

Caractérisation
algébrique

(en utilisant des monoïdes finis)

Mécanisme algébrique
(chapitre 5)

Tableau 11.1: Comparaison langages formels/langages de données

plus expressives que les automates temporisés classiques, mais par contre, elles permettent de
représenter de manière beaucoup plus concise beaucoup de systèmes (chapitre 3).

Nous avons ensuite étudié un algorithme implémentable pour tester l’accessibilité d’états d’auto-
mates temporisés avec mises à jour (chapitre 8). Cet algorithme prend en entrée un automate
temporisé avec mises à jour (appartenant à une classe décidable) et construit un système d’in-
équations Diophantiennes linéaires. En résolvant ce système, nous obtenons la valeur d’un para-
mètre qui nous permet de calculer une surapproximation de l’ensemble des états accessibles de
l’automate (la surapproximation utilisée dépend de la valeur du paramètre calculée). Bien que
cet algorithme calcule une surapproximation des états accessibles, grâce au choix du paramètre,
l’algorithme reste correct vis-à-vis de l’accessibilité. Notons que la preuve de correction de cet
algorithme, que nous avons détaillée, implique la correction de l’algorithme utilisé par exemple
dans UPPAAL et KRONOS pour les automates temporisés classiques.

Nous avons aussi décrit une implémentation possible de cet algorithme en utilisant la structure de
données des DBMs (chapitre 8), nul doute que d’autres structures de données comme les CDDs
puissent aussi s’adapter à notre algorithme. La véritable implémentation de ce modèle dans un
outil existant n’est plus très loin, il serait vraiment dommage de ne pas le faire, car les mises à jour
apparaissent comme des macros très intéressantes pour la modélisation.

Les limites de l’accessibilité. Pour la plupart des systèmes, les propriétés d’accessibilité sont les
plus simples à vérifier. Dans le cadre d’une extension des automates temporisés classiques (cor-
respondant entre autres au modèle utilisé dans l’outil UPPAAL), nous avons étudié un algorithme
permettant de vérifier des propriétés plus compliquées que de l’accessibilité juste grâce à un test
d’accessibilité via la réduction utilisant les automates de test. En dehors de l’algorithme qui permet
de calculer les automates de test, nous proposons une caractérisation complète de l’ensemble des
propriétés qui peuvent être testées de cette façon. Nous utilisons pour cela une logique modale
temporisée (chapitre 9). Remarquons qu’un outil permettant de construire un automate de test à
partir d’une formule logique a été implémenté en grande partie par Augusto Burgueño [ABL98].

Où l’on apprend beaucoup de la pratique. Outre les travaux sur le développement de mo-
dèles et d’algorithmes pour le model-checking, nous avons aussi travaillé, dans le cadre du projet
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RNRT Calife1, sur un protocole réel de communication, le protocole PGM (chapitre 10). Ce travail,
très différent de ceux effectués jusqu’à présent nous a réellement confrontés à la vérification en
pratique. En effet, PGM n’est pas ce que l’on peut appeler un « exemple d’école », mais c’est au
contraire un vrai système qui est implémenté et utilisé. Cette étude nous a permis de nous rendre
compte de la difficulté réelle que représente la vérification en pratique et de l’impérieuse nécessité
de disposer de modèles compacts (possédant des types de données évolués) et d’algorithmes très
efficaces... le problème de l’explosion combinatoire n’est malheureusement pas une légende. En
outre, ce travail nous a permis de mettre à jour deux problèmes dans le cahier des charges du
protocole PGM [Spe01].

Nouvelles perspectives

Lorsque nous avons récapitulé les travaux réalisés sur les langages de données, nous avons dé-
crit quelques perspectives pour continuer ce travail. Nous allons maintenant proposer deux voies
possibles qui sont dans la lignée des travaux précédents et qui m’intéressent particulièrement.

Une extension des systèmes temporisés, les systèmes hybrides. Les variables que peuvent
manipuler les automates temporisés, appelées horloges, ont toutes une pente égale à 1, c’est-à-dire
qu’elles évoluent toutes en même temps et à la même vitesse, elles peuvent être comparées à des
constantes ou entre elles et elles peuvent être remises à zéro. Les manipulations autorisées sont
donc assez limitées. Dans les automates temporisés avec mises à jour, des opérations un peu plus
générales que les remises à zéro ont été proposées. Ce modèle permet de représenter des systèmes
temporisés de manière plus synthétique qu’avec les automates temporisés classiques. Cependant,
dans ce modèle aussi, les variables sont des horloges et ont donc toujours une pente égale à 1.
Ceci n’est pas adapté, par exemple à la modélisation d’un certain nombre de problèmes comme
des problèmes d’ordonnancement. Pour pallier cette difficulté, une extension assez naturelle des
automates temporisés vient tout de suite à l’esprit : il suffit d’autoriser les horloges à s’arrêter. Une
horloge peut donc avoir soit une pente de 0, soit une pente de 1 et ceci peut changer lors des
changements d’états. Ces nouveaux automates sont les automates hybrides 0/1, ils forment une
sous-classe des automates hybrides [ACH+95, HKPV95, Hen96, CL00b], modèle indécidable. Des
travaux sur l’utilisation des automates temporisés et des automates hybrides pour modéliser des
problèmes d’ordonnancement ont commencé à voir le jour [AM01, AM02] (par exemple).

Je souhaite étudier le modèle des automates hybrides 0/1 pour dégager des sous-classes déci-
dables qui permettraient de modéliser des problèmes tels que l’ordonnancement de tâches. Je
souhaite aussi étudier des algorithmes pour ces sous-classes décidables et proposer une structure
de données adéquate à leur implémentation, les structures de données utilisées pour les automates
temporisés classiques ne s’adaptant pas de manière immédiate aux automates hybrides 0/1.

Au-delà de la vérification, la synthèse de contrôleurs. Les systèmes réels ne fonctionnent pas
souvent de manière indépendante et sont souvent plongés dans un environnement qui n’est pas
toujours contrôlable. Il est alors utile de pouvoir construire des contrôleurs qui permettent au
système d’avoir un comportement correct même si l’environnement intervient sur le système. Ce
problème a été largement étudié dans le cadre classique non temporisé, ce sujet étant souvent mis
en relation avec la théorie des jeux [Tho95, AHK97, AHKV98, KMTV00, KV00].
Dans un cadre temporisé, le problème est plus difficile et il n’a obtenu que des solutions partielles
[WTH91, AMPS98, AM99, DM02].

1http ://www.loria.fr/calife/
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En particulier, dans tous les travaux précités, la construction d’un contrôleur requiert de connaître
l’évolution de toutes les horloges de l’environnement, alors que ce dernier représente justement
une composante du système non contrôlable voire non connue précisément. Je souhaite donc
étudier le problème de la synthèse de contrôleurs pour les automates temporisés lorsque toutes
les informations sur les horloges de l’environnement ne sont pas connues.

Par ailleurs, dans les travaux actuels, les seules propriétés des automates temporisés pour les-
quelles il est possible de construire des contrôleurs sont des propriétés d’accessibilité d’états, voire
des propriétés du type Büchi, Rabin, etc... (c’est-à-dire des propriétés liées aux états de contrôle
du modèle). J’aimerais étudier le problème de la synthèse de contrôleurs pour les systèmes tem-
porisés pour des langages de propriétés un peu plus expressifs, par exemple, je pense qu’il serait
possible d’utiliser des langages logiques tels que celui que nous avons étudié dans le chapitre 9 ou
celui étudié dans [LLW95].

Je souhaite aussi étudier le problème de la synthèse de contrôleurs pour l’extension des automates
temporisés définie et étudiée dans [BFH+01a, BFH+01b, LBB+01], les automates temporisés avec
coûts dans lesquels des coûts sont associés au franchissement d’une transition et à l’attente dans
un état de contrôle. Le problème devient alors : est-il possible de construire un contrôleur qui
permet de minimiser le coût des exécutions dans un automate temporisé ?
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TCTL, 145

mécanisme à k registres, 109
machine à deux compteurs, 47
machine de Minsky,

voir machine a deux compteurs
matrice de différences bornées,

voir DBM
méthodes formelles, 14
mise à jour, 44

déterministe, 45
de k registres, 109
simple, 44

modéliser, 15
model-checking, 15

compositionnel, 153

mot, 18, 29
d’horloges, 89
de données, 106
de durée, 102
temporisé, 18, 29

outil
HYTECH, 155
KRONOS, 155
UPPAAL, 155
CMC, 154

passer un test, 184
prédicat de données atomique, 135
problème

universel, 37
problème de l’arrêt, 47
problème du vide, 33
programme sur un monoïde, 107
propriété

d’absence de blocage, 144
d’accessibilité, 143
d’équité, 144
de sûreté, 143
de vivacité, 144
de vivacité bornée, 144

protocole
ABR, 43
PGM, 23, 223

région, 35
reconnaissabilité par monoïdes, 109
relation de satisfaisabilité, 191
représentation symbolique, 150

similarité, 68
faible, 70
forte, 70

simulation (relation de), 68
suite de dates, 29
système de transitions, 18, 68

étiqueté, 145
abstrait, 69
temporisé, 18, 69

avec urgence, 180

temps universel, 31
test, 14
testable, 185
tester une formule, 185



Index 249

théorème de Kleene, 21, 87
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Untime, 34

valuation, 29
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